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Аннотация. Усилены некоторые нижние оценки нелинейности вы-
соких порядков булевой функции через значения её алгебраической
иммунности и получены новые точные оценки. Доказана универсаль-
ная точная нижняя оценка, позволяющая сводить проблему оцен-
ки нелинейности высоких порядков к проблеме поиска размерно-
сти некоторых линейных подпространств в пространстве булевых
функций. Как простое следствие этого результата получены все ра-
нее известные оценки в этой области. Для бесповторных полиномов
поиск размерности упомянутых выше линейных подпространств в
пространстве булевых функций сведён к простому комбинаторному
анализу. Для булевой функции доказана точная нижняя оценка её
нелинейности второго порядка через значение алгебраической им-
мунности.
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Введение

Булевы функции нашли широкое применение в криптографии, в част-
ности, в симметричной криптографии. Например, булевы функции ис-
пользуются в потоковых шифрах в качестве нелинейных фильтров. Так-
же они применяются в блочных шифрах в S-боксах. Требование устой-
чивости схем шифрования к существующим атакам накладывает на раз-
личные элементы этих схем определённые условия, которым они долж-
ны удовлетворять. В случае с потоковыми шифрами речь обычно идёт о
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том, чтобы булевы функции, используемые в качестве нелинейных филь-
тров, обладали целым набором криптографических свойств. Среди этих
свойств наряду с другими можно выделить алгебраическую иммунность
и нелинейность высоких порядков.

В последнее время появился ряд работ [1, 2, 4, 6, 8], в которых затра-
гиваются вопросы взаимосвязи этих двух свойств. Одной из самых ин-
тересных является проблема получения нижних оценок нелинейности
различных порядков функции через значение её алгебраической иммун-
ности. Это тем более важно, так как для нахождения значения алгебра-
ической иммунности функции в последнее время предложено несколько
алгоритмов, а для подсчёта нелинейности высоких порядков, насколько
нам известно, эффективных алгоритмов не существует.

В работе [5] была предложена точная нижняя оценка нелинейности
(первого порядка) через значение алгебраической иммунности функции.
Нижние оценки нелинейности r-го порядка через алгебраическую им-
мунность были предложены в [2, 4, 6, 8]. Наиболее сильной из них явля-
ется неравенство (4).

В данной работе предложен новый подход к получению для буле-
вой функции как можно более сильных нижних оценок её нелинейно-
сти высоких порядков через значение алгебраической иммунности. По
сути, проблема сведена к оценке размерности определённых линейных
подпространств в пространстве всех булевых функций фиксированного
числа переменных. Этот результат приведён в теореме 1. Эта теорема
представляет собой новую универсальную оценку нелинейности r-го по-
рядка через значение алгебраической иммунности функции. Эта оценка
является точной в том смысле, что для любых допустимых значений па-
раметров существует функция, достигающая оценки. Мы выведем все
предложенные ранее оценки в этой области как простые следствия тео-
ремы 1.

Далее, в теореме 2 для некоторого класса функций сведём проблему
подсчёта размерности линейных подпространств из теоремы 1 к комби-
наторному подсчёту. Используя теорему 2, докажем теорему 3, в которой
будет предъявлена точная нижняя оценка нелинейности второго порядка
функции через значение её алгебраической иммунности.

Оставшаяся часть работы организована следующим образом.

В разд. 1 приведены необходимые определения и некоторые ранее
известные результаты. В разд. 2 доказана теорема 1, которая сводит
проблему оценки нелинейности высоких порядков к оценке размерности
определённых линейных подпространств в пространстве всех булевых
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функций. Как простые следствия получены известные ранее оценки в
этой области. В разд. 3 для определённого вида полиномов доказана
теорема 2, позволяющая свести подсчёт размерности линейных подпро-
странств из теоремы 1 к несложному комбинаторному анализу. И, на-
конец, в разд. 4 доказана теорема 3 — точная оценка нелинейности r-го
порядка через алгебраическую иммунность.

1. Основные определения и известные результаты

Пусть f является булевой функцией над Fn
2 . Известно, что f един-

ственным образом представляется полиномом. Степенью булевой функ-
ции называется длина самого длинного слагаемого в её полиноме (коли-
чество переменных в этом слагаемом). Булева функция g над Fn

2 называ-
ется аннигилятором булевой функции f над Fn

2 , если fg = 0. Очевидно,
что аннигиляторы f образуют линейное подпространство в пространстве
всех булевых функций от n переменных. Алгебраической иммунностью

AI(F ) булевой функции f над Fn
2 называется степень булевой функции

g над Fn
2 , где g — не равная тождественно нулю функция с минималь-

ной степенью такая, что fg = 0 или (f + 1)g = 0. Известно [5, 7], что для
любой f над Fn

2 выполнено AI(f) 6 ⌈n
2 ⌉.

Весом wt(x) набора x из Fn
2 называется число единиц в x. Расстояние

между булевыми функциями f1 и f2 определяется как

d(f1, f2) =
∣∣{x ∈ Fn

2 | f1(x) 6= f2(x)
}∣∣.

Нелинейностью r-го порядка nlr(f) булевой функции f над Fn
2 называ-

ется min
l, deg(l)6r

d(f, l). Нелинейностью nl(f) функции f называется рас-

стояние между f и множеством аффинных функций, т. е. нелинейность
первого порядка.

В [3] доказан результат, эквивалентный следующей оценке на нели-
нейность r-го порядка:

nlr(f) >

AI(f)−r−1∑

i=0

(
n

i

)
. (1)

Позже в [5] доказана нижняя оценка нелинейности (r = 1) функции через
значение её алгебраической иммунности:

nl(f) > 2

AI(f)−2∑

i=0

(
n − 1

i

)
. (2)
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Там же для всех допустимых значений алгебраической иммунности были
построены функции, на которых достигается равенство в приведённой
оценке. Затем Карле в [1] обобщил оценку (2) на случай r > 1:

nlr(f) > 2

AI(f)−r−1∑

i=0

(
n − r

i

)
. (3)

Отметим, что ни одна из двух приведённых выше оценок нелинейно-
сти r-го порядка не влечёт другую.

В [2] и [6] доказана оценка

nlr(f) >

AI(f)−r−1∑

i=0

(
n

i

)
+

AI(f)−r−1∑

i=AI(f)−2r

(
n − r

i

)
, (4)

более сильная, чем (1) и (3).

2. Сведение задачи к оценке размерности определённых
линейных пространств булевых функций

Определение 1. Пусть h — булева функция от n переменных. Обо-
значим через Ank(h) линейное пространство аннигиляторов степени не
выше k и через dk,h его размерность.

Определение 2. Пусть C = {x1, . . . , xk} — множество двоичных на-
боров длины n. Для любого k 6 n произвольному набору x = (x1, . . . , xn)
можно сопоставить однородное линейное уравнение, получаемое подста-
новкой компонент набора в выражение

a0 +
n∑

i=1

aixi +
∑

16i<j6n

aijxixj + · · · +
∑

16i1<...<ik6n

ai1...ikxi1 . . . xik

и приравниванием результата к 0. Назовём k-рангом множества C ранг
системы линейных уравнений, полученных таким образом из наборов
множества C. Обозначим его через rk(C).

Ищем для функции f аннигиляторы степени не выше k методом
неопределённых коэффициентов:

g = a0 +

n∑

i=1

aixi +
∑

16i<j6n

aijxixj + · · · +
∑

16i1<...<ik6n

ai1...ikxi1 . . . xik .

Функция g является аннигилятором функции f тогда и только тогда,
когда f(x) = 1 влечёт g(x) = 0. Получаем систему линейных уравнений.
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Несложно заметить, что

dk,f = dim(Ank(f)) =
k∑

i=0

(
n

i

)
− rk(supp(f)).

Утверждение 1. Пусть f и f0 — функции от n переменных,
AI(f0) > k. Тогда d(f, f0) > dim(Ank−1(f)) + dim(Ank−1(f + 1)).

Доказательство. Так как AI(f0) > k, то

rk−1(supp(f0)) =
k−1∑

i=0

(
n

i

)
.

В то же время

rk−1(supp(f)) =
k−1∑

i=0

(
n

i

)
− dk−1,f .

Следовательно, существует не меньше чем dk−1,f наборов, где f0 равна
единице, а f нулю.

Аналогично рассматриваем f + 1 и f0 + 1, получаем оценку на число
наборов, где f — единица, а f0 — нуль. Утверждение 1 доказано.

Определение 3. Пусть h — булева функция от n переменных. Обо-
значим через Bk(h) линейное пространство функций от n переменных
степени не выше k, которые при умножении на h снова дают функции
степени не выше k.

Утверждение 2. Имеет место равенство

dim(Ank(f)) + dim(Ank(f + 1)) = dim(Bk(f)).

Доказательство. Рассмотрим пару (g1, g2), где g1 ∈ Ank(f),
g2 ∈ Ank(f + 1). Тогда fg1 + (f + 1)g2 = 0, отсюда f(g1 + g2) = g2.
Получим соответствие между парами функций из Ank(f) × Ank(f + 1)
и функциями из Bk(f). Несложно проверить, что соответствие взаимно
однозначное. Утверждение 2 доказано.

Лемма 1. Пусть rk(supp(f)) = wt(f), где k < ⌈n
2 ⌉. Тогда

dim(Ank(f + 1)) = 0.

Доказательство. Из условия следует, что для любого набора x
такого, что f(x) = 1, существует функция g степени не выше k, что
произведение fg равно 1 только на одном наборе x. В противном случае
существовала бы функция, отличная от f лишь на наборе x c k-рангом
rk(supp(f)) = wt(f) и весом, равным wt(f) − 1, что невозможно.
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Пусть существует такая функция f ′, deg(f ′) 6 k и f 6= 0, что
(f + 1)f ′ = 0. Возьмём набор x такой, что f ′(x) = 1. Из того, что
supp(f ′) ⊆ supp(f), следует, что существует функция g′ степени не вы-
ше k такая, что произведение f ′g′ равно 1 только на одном наборе x.
Но степень произведения двух булевых функций не превосходит суммы
степеней этих функций, поэтому deg(f ′g′) < n, что противоречит тому,
что f ′g′ равно 1 ровно на одном наборе. Лемма 1 доказана.

Следствие 1. Пусть dim(Ank(f)) =
k∑

i=0

(
n
i

)
− wt(f), где k < ⌈n

2 ⌉.

Тогда dim(An⌈n
2
⌉−1(f + 1)) = 0.

Следствие 2. Пусть n = 2k + 1 и Ank(f) = 0. Тогда AI(f) = k + 1.

Следствие 2 получено в [3].

Утверждение 3. Пусть deg(f) 6 ⌈n
2 ⌉, k 6 ⌈n

2 ⌉. Тогда существует
функция g такая, что AI(g) = k и d(f, g) = dim(Bk−1(f)).

Доказательство. Среди наборов, на которых f равна 1, найдётся
rk−1(supp(f)) таких, что их (k− 1)-ранг тоже будет равен rk−1(supp(f)),
обозначим это множество наборов через C1. Аналогично, рассмотрев
f + 1, получим множество C0 из rk−1(supp(f + 1)) наборов. Из леммы 1

следует, что мы можем дополнить C1 за счёт
k−1∑
i=0

(
n
i

)
− rk−1(supp(f)) на-

боров, которые не входят в C0 и на которых f равна 0, так, чтобы k-ранг

нового множества был в точности равен
k−1∑
i=0

(
n
i

)
. Аналогично мы можем

дополнить и множество C0 за счёт
k−1∑
i=0

(
n
i

)
− rk−1(supp(f + 1)) наборов,

которые не входят в C1 и на которых f равна 1, так, чтобы k-ранг нового

множества был в точности равен
k−1∑
i=0

(
n
i

)
.

Из вышесказанного следует, что можно изменить значение f на

k−1∑

i=0

(
n

i

)
− rk−1(supp(f)) +

k−1∑

i=0

(
n

i

)
− rk−1(supp(f + 1))

= dim(Ank−1(f)) + dim(Ank−1(f + 1)) = dim(Bk−1(f))

наборах и получить функцию g такую, что

dim(Ank−1(g)) = dim(Ank−1(g + 1)) = 0.

Следовательно, AI(g) = k. Утверждение 3 доказано.
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Таким образом, с учётом утверждений 1–3 доказано, что задача на-
хождения наиболее сильной оценки нелинейности r-го порядка функции
через значение её алгебраической иммунности k полностью сводится к
нахождению min

deg(g)6r
dim(Bk−1(g)). Сформулируем это в качестве теоре-

мы.

Теорема 1. Пусть f(x1, . . . , xn) имеет AI(f) = k. Тогда

nlr(f) > min
deg(g)6r

dim(Bk−1(g)).

Кроме того, при k 6 ⌈n
2 ⌉ существует функция f0, AI(f0) = k, для которой

nlr(f0) = min
deg(g)6r

dim(Bk−1(g)).

Теперь посмотрим, какие конкретные оценки можно получить из тео-
ремы 1.

Утверждение 4. Пусть deg(f) = r. Тогда

dim(Bk−1(f)) >

k−r−1∑

i=0

(
n

i

)
.

Доказательство вытекает из рассмотрения всех функций степени
не больше (k − r − 1).

Следствие 3. Пусть AI(g) = k. Тогда

nlr(g) >

k−r−1∑

i=0

(
n

i

)
.

Мы получили оценку (1) из [3].

Утверждение 5. Пусть deg(f) = r. Тогда

dim(Bk−1(f)) > 2
k−r−1∑

i=0

(
n − r

i

)
.

Доказательство. Можно считать, что полином f содержит слага-
емое x1x2 . . . xr. Рассмотрим функции вида fg1 + (f + 1)g2, где g1 и g2 —
любые функции от xm+1, . . . , xn степени не более (k − r − 1). Неслож-
но проверить, что все такие функции различны и принадлежат Bk−1(f).
Утверждение 5 доказано.
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Следствие 4. Пусть AI(g) = k. Тогда

nlr(g) > 2
k−r−1∑

i=0

(
n − r

i

)
.

Мы получили оценку (3) из [1].

Утверждение 6. Пусть deg(f) = r. Тогда

dim(Bk−1(f)) >

k−r−1∑

i=0

(
n

i

)
+

k−r−1∑

i=k−2r

(
n − r

i

)
.

Доказательство. Можно считать, что полином f содержит сла-
гаемое x1x2 . . . xr. Рассмотрим функции вида g1 + fg2, где g1 — любая
функция степени не более (k−r−1), а g2 — любая функция от xr+1, . . . , xn

степени не более (k − r − 1), содержащая лишь мономы длины не менее
k − 2r.

Несложно проверить, что все такие функции принадлежат Bk−1(f).
Проверка того, что все функции различны, сводится к проверке того,
что из g1 + fg2 = 0 следует g1 = 0 и g2 = 0. Равенство g2 = 0 следует из
того, что в противном случае функция fg2 содержала бы моном длины
не менее (k − r), который был бы и в полиноме f (так как deg(f1) 6

(k − r − 1)). Равенство g1 = 0 следует непосредственно из g1 + fg2 = 0 и
g2 = 0. Утверждение 6 доказано.

Следствие 5. Пусть AI(g) = k. Тогда

nlr(g) >

k−r−1∑

i=0

(
n

i

)
+

k−r−1∑

i=k−2r

(
n − r

i

)
.

Мы получили оценку(4) из [2, 8].
Теорема 1 даёт возможность получения и более сильных следствий.

О некоторых из них речь пойдёт ниже.

3. Точное значение dim(Bk(f)) для бесповторных полиномов

Определение 4. Пусть a1 > a2 > . . . > aq > 0 — набор целых чисел

таких, что
q∑

i=1
ai 6 n. Тогда двоичному набору x = (x1, . . . , xn) длины n

можно сопоставить набор sa1,...,aq(x) из целых чисел:

(s1(x), . . . , sq(x)) =

(
a1∑

i=1

xi,

a1+a2∑

i=a1+1

xi, . . . ,

a1+...+aq∑

i=a1+...+aq−1+1

xi

)
.
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Обозначим через Sa1,..., aq(k) множество двоичных наборов x длины n
таких, что st(x) = 0 при некотором t 6 q, 0 < si(x) < ai при i < t и
k − at < wt(x) 6 k.

Утверждение 7. Пусть любые два монома, входящие в полиноми-
альную запись функции f(x1, . . . , xn), не содержат общих переменных.
Пусть q — число мономов в полиноме функции, а a1 > a2 > . . . > aq —
длины этих мономов. Тогда

dim(Bk(f)) 6

k∑

i=0

(
n

i

)
− |Sa1,..., aq(k)|.

Доказательство. Можно считать, что функция имеет вид

f = x1x2 · . . . · xa1 + xa1+1 · . . . · xa1+a2 + . . .

+ xa1+...+aq−1+1 · . . . · xa1+...+aq .

Любому двоичному набору длины n можно сопоставить моном, со-
стоящий из тех переменных x1, . . . , xn, которым соответствуют единицы
в исходном наборе.

Рассмотрим линейное подпространство Cf, k в пространстве булевых
функций от n переменных, натянутое на мономы, соответствующие на-
борам, входящим в Sa1,..., aq(k). Это пространство является также под-
пространством и в пространстве функций степени не выше k. Любая
не равная тождественно нулю функция из Cf, k не принадлежит Bk(f).
Действительно, пусть g ∈ Cf, k, тогда каждому моному из g и соответ-
ствующему ему набору x = (x1, . . . , xn) можно сопоставить своё t 6 q из
определения 4 такое, что st(x) = 0 и 0 < si(x) < ai при i < t. Выберем из
мономов функции g мономы с наибольшей длиной, а среди них возьмём
какой-нибудь моном xi1 · . . . · xih , которому соответствует наименьшее t,
тогда в запись функции gf входит моном

xi1 · . . . · xihxa1+...+at−1+1 · . . . · xa1+...+at ,

который ни с чем сократиться не может. Значит, deg(fg) > k и g не
принадлежит Bk(f).

Размерность Cf,k равна |Sa1,..., aq(k)|, из чего и следует утверждение 7.

Теперь докажем обратное неравенство.

Утверждение 8. Пусть любые два монома, входящие в полиноми-
альную запись функции f(x1, . . . , xn), не содержат общих переменных.
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Пусть q — число мономов в полиноме функции, а a1 > a2 > . . . > aq —
длины этих мономов. Тогда

dim(Bk(f)) >

k∑

i=0

(
n

i

)
− |Sa1,..., aq(k)|.

Доказательство. Можно считать, что функция имеет вид

f = x1x2 · . . . · xa1 + xa1+1 · . . . · xa1+a2 + . . .

+ xa1+...+aq−1+1 · . . . · xa1+...+aq .

Обозначим через Sa1,..., aq(k) множество наборов x = (x1, . . . , xn),
wt(x) 6 k и x /∈ Sa1,..., aq(k).

Пусть x = (x1, . . . , xn) ∈ Sa1,..., aq(k). Поставим в соответствие набору
x функцию fx по следующим правилам.

1. Если deg(xi1xi2 · . . . · xiwt(x)
f) 6 k, где i1, . . . , iwt(x) — номера мест,

на которых стоят единицы в x, то fx = xi1xi2 · . . . · xiwt(x)
.

2. Если x не подпадает под первый случай и 0 < st(x) 6 ai при любом
t 6 q, то

fx = (xi1 · . . . · xis1(k)
+ 1) · . . . · (xis1(k)+...+sq−1(k)+1 · . . . · xis1(k)+...+sq(k)

+ 1),

где i1, . . . , is1(k)+...+sq(k) — номера мест, на которых стоят единицы в x.
3. Если x не подпадает ни под один из предыдущих двух случаев и

st(x) = 0, 0 < si(x) < ai при i < t, то

fx = (xi1 · . . . · xis1(k)
+ 1) · . . . · (xis1(k)+...+sq−1(k)+1 · . . . · xis1(k)+...+sq(k)

+ 1),

где i1, . . . , is1(k)+...+sq(k) — номера мест, на которых стоят единицы в x.
4. Если x не подпадает ни под один из предыдущих трёх случаев, то

st(x) = 1 при некотором t 6 q и si(k) = 0 при i = b1, . . . , bu, где bh > t
(0 < si(x) < ai при i < t и 0 < si(x) при i 6= t, b1, . . . , bu) Тогда

fx =(xi1 · . . . · xis1(k)
+ 1)(xis1(k)+1

· . . . · xis1(k)+s2(k)
+ 1) × . . .

. . . × (xis1(k)+...+st−2(k)+1
· . . . · xis1(k)+...+st−1(k)

+ 1)

× (xis1(k)+...+st(k)+1 · . . . · xis1(k)+...+st+1(k)
+ 1)

. . . × (xis1(k)+...+sq−1(k)+1 · . . . · xis1(k)+...+sq(k)
+ 1) × . . .

× (xa1+...+at−1+1 · . . . · xa1+...+at + xa1+...+a(b1−1)+1 · . . . · xa1+...+ab1
+

. . . + xa1+...+abu−1
+1 · . . . · xa1+...+abu

),
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где i1, . . . , is1(k)+...+sq(k) — номера мест, на которых стоят единицы в x.

Как можно убедиться, по приведённому выше правилу каждому на-
бору x = (x1, . . . , xn) ∈ Sa1,..., aq(k) сопоставляется единственная функ-
ция fx.

В запись fx для любого описанного выше набора x входит моном,
содержащий все переменные, которые соответствуют единицам в наборе
x, все остальные мономы имеют меньшую длину или меньший лексико-
графический порядок. Отсюда следует линейная независимость всех fx,
соответствующих наборам x = (x1, . . . , xn) ∈ Sa1,..., aq(k). Действительно,
пусть есть наборы x1, . . . , xh ∈ Sa1,..., aq(k), выберем среди них наборы с
наибольшим весом, а среди них набор, старший с точки зрения лекси-
кографического порядка. Соответствующий этому набору моном будет
входить в fx1 + . . . + fxh , а все остальные мономы будут иметь мень-
шую длину или меньший лексикографический порядок, значит, сумма
fx1 + . . . + fxh не равна тождественно нулю.

Покажем, что для любого x = (x1, . . . , xn) ∈ Sa1,..., aq(k) соответству-
ющая fx принадлежит Bk(f). Если набор x соответствует п. 1, то это
следует из определения fx для таких наборов. В случае, когда x соответ-
ствует п. 2, произведение f на fx тождественно равно нулю. В случае,
когда x соответствует п. 3, произведение f на fx имеет степень не больше
k, так как в противном случае x ∈ Sa1,..., aq(k). Пусть x соответствует п. 4,
тогда представим f как сумму двух функций: f = f1 + f2, где в f1 вхо-
дят мономы c номерами t, b1, . . . , bu из записи f , а в f2 — все остальные.
Несложно проверить, что произведение f2 на fx тождественно равно ну-
лю, а произведение f1 на fx равно fx, так как f1 входит как один из
сомножителей (последний) в fx. С учётом того, что deg(fx) = wt(x), из
вышесказанного следует, что для любого x = (x1, . . . , xn) ∈ Sa1,..., aq(k)
соответствующая fx принадлежит Bk(f).

Значит,

dim(Bk(f)) > |Sa1,...,aq(k)| =
k∑

i=0

(
n

i

)
− |Sa1,...,aq(k)|.

Утверждение 8 доказано.

Утверждения 7 и 8 можно объединить в теорему.

Теорема 2. Пусть любые два монома, входящие в полиномиальную
запись функции f(x1, . . . , xn), не содержат общих переменных. Пусть q —
число мономов в полиноме функции, а a1 > a2 > . . . > aq — длины этих
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мономов. Тогда

dim(Bk(f)) =
k∑

i=0

(
n

i

)
− |Sa1,..., aq(k)|.

Для довольно широкого класса функций мы свели проблему вычис-
ления размерности пространства Bk(f) к несложному комбинаторному
подсчёту.

4. Точное соотношение между алгебраической иммунностью
и нелинейностью второго порядка

Замечание. Везде ниже биноминальный коэффициент
(

n
m

)
равен ну-

лю, если n или m меньше нуля.

Утверждение 9. Пусть f(x1, . . . , xn) = x1x2 + x3x4 + · · ·+ x2q−1x2q.
Тогда

dim(Bk(f)) =
k∑

i=0

(
n

i

)
−

q−1∑

i=0

2i

(
n − 2i − 1

k − i

)
.

Доказательство. Множество Sa1,..., aq(k) содержит
(
n−2

k

)
наборов

веса k и
(
n−2
k−1

)
— веса k − 1, равных нулю в первых двух компонентах.

В сумме получаем
(
n−1

k

)
наборов.

Множество Sa1,..., aq(k) содержит 2
(
n−4
k−1

)
наборов веса k и 2

(
n−4
k−2

)
—

веса k − 1, равных нулю во второй паре компонент и единице в одной из
первых двух компонент. В сумме получаем 2

(
n−3
k−1

)
наборов.

Множество Sa1,..., aq(k) содержит 2t−1
(

n−2t
k−t+1

)
наборов веса k и

2t−1
(
n−2t
k−t

)
— веса k − 1, равных нулю в t-й паре компонент и единице

в одной из двух компонент каждой предыдущей пары переменных. В
сумме получаем 2t−1

(
n−2t+1
k−t+1

)
наборов.

Таким образом, мы исчерпываем все наборы из Sa1,..., aq(k) и получа-
ем, что их общее число равно

(
n − 1

k

)
+ 2

(
n − 3

k − 1

)
+ 4

(
n − 5

k − 2

)
+ . . . + 2q−1

(
n − 2q + 1

k − q + 1

)

=

q−1∑

i=0

2i

(
n − 2i − 1

k − i

)
.

Из теоремы 2 получаем требуемое утверждение.
Аналогично доказывается следующее
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Утверждение 10. Пусть

f(x1, . . . , xn) = x1x2 + x3x4 + . . . + x2q−1x2q + x2q+1.

Тогда

dim(Bk(f)) =
k∑

i=0

(
n

i

)
−

q∑

i=0

2i

(
n − 2i − 1

k − i

)
.

Теорема 3. Пусть f(x1, . . . , xn) имеет AI(f) = k. Тогда

nl2(f) >

k−1∑

i=0

(
n

i

)
−

k−1∑

i=0

2i

(
n − 2i − 1

k − 1 − i

)
.

Кроме того, при k 6 ⌈n
2 ⌉ существует функция f0, AI(f0) = k, для которой

nl2(f0) =
k−1∑

i=0

(
n

i

)
−

k−1∑

i=0

2i

(
n − 2i − 1

k − 1 − i

)
.

Доказательство. Известно (см., например, [7]), что функция сте-
пени не выше 2 приводится аффинными преобразованиями либо к виду
из утверждения 9, либо к виду из утверждения 10. Тогда из этих утвер-
ждений и теоремы 1 получаем утверждение теоремы 3.

Т а б л и ц а

Нижняя оценка на nl2(f) из теоремы 3 и неравенства (4) [2, 8].

n 5,6 7 8 9 9 10 10 11 11 11
AI(f) 3 4 4 4 5 4 5 4 5 6

Оценка из теоремы 3 2 16 18 20 90 22 110 24 132 440
Оценка (4) 2 14 16 18 74 20 92 22 112 352

12 12 12 13 13 13 13 14 14 14 14 15 15
4 5 6 4 5 6 7 4 5 6 7 4 5
26 156 572 28 182 728 2004 30 210 910 2732 32 240
24 134 464 26 158 598 1588 28 184 756 2186 30 212

15 15 15 16 16 16 16 16 17 17 17 17
6 7 8 4 5 6 7 8 4 5 6 7

1120 3642 8768 34 272 1360 4762 12410 36 306 1632 6122
940 2942 6996 32 242 1152 3882 9888 32 274 1394 5034

17 17 18 18 18 18 18 18
8 9 4 5 6 7 8 9

17172 37434 38 342 1938 7754 23294 54606
13770 29786 36 308 1668 64282 18804 43556

Автор выражает глубокую благодарность Ю. В. Таранникову за вни-
мание к работе и ценные советы.
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