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Аннотация. Рассматривается многокритериальный вариант извест-
ной комбинаторной экстремальной задачи размещения медиан с по-
следовательной минимизацией минисуммных критериев. Найдены
необходимые и достаточные условия квазиустойчивости задачи, т. е.
условия, при выполнении которых достаточно малые изменения ис-
ходных данных сохраняют все лексикографические оптимумы зада-
чи и допускают появление новых. Приведены числовые примеры.
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Введение

В работе [3] исследована квазиустойчивость векторной минимаксной
задачи размещения центров обслуживания, состоящей в поиске множе-
ства Парето. В настоящей статье рассматривается векторный вариант
другой известной задачи размещения — задачи о медианах, т. е. комбина-
торной минисуммной задачи. При этом в качестве принципа оптималь-
ности выбрано лексикографическое отношение доминирования. В тер-
минах бинарных отношений получено необходимое и одновременно до-
статочное условие квазиустойчивости задачи, т. е. того типа устойчиво-
сти, который является дискретным аналогом полунепрерывности снизу
по Хаусдорфу многозначного отображения, задающего лексикографиче-
скую функцию выбора. Эти результаты частично анонсированы в [6].

1. Постановка задачи, определения и свойства

В классической задаче о медианах моделируется ситуация, состоя-
щая в поиске такого размещения пунктов обслуживания (медиан), что-
бы сумма кратчайших расстояний до пунктов потребления была мини-
мальной. Эти задачи в различных формах встречаются на практике: при
выборе места расположения подстанций в электросетях, баз снабжения
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(складов) в сети дорог и многих других служб и предприятий. При на-
личии нескольких видов затрат, которые желательно минимизировать,
возникает векторный вариант задачи о медианах. Для математической
постановки такой задачи введём следующие обозначения:

Nm = {1, 2, . . . , m} — места возможного расположения предприятий;
Nn — места расположения клиентов (потребителей);
aijk — затраты предприятия i при обслуживании клиента j по кри-

терию k.
Для трёхиндексной матрицы размера m × n × s с элементами aijk

из R будем использовать обозначение A.
Пусть на множестве непустых подмножеств (траекторий) T ⊂ 2Nm ,

|T | > 2, задана вектор-функция

f(t, A) = (f1(t, A), f2(t, A), . . . , fs(t, A))

с минисуммными критериями

fk(t, A) =
∑

j∈Nn

min
i∈t

aijk → min
t∈T

, k ∈ Ns.

Под лексикографической (s-критериальной) задачей размещения Zs(A),
s > 1, будем понимать задачу поиска лексикографического множества
(множества лексикографических оптимумов):

Ls(A) = {t ∈ T | ∀t′ ∈ T (t Â
A

t′)},

где

t Â
A

t′ ⇐⇒ ∃p ∈ Ns

(fp(t, A) > fp(t′, A) & p = min{k ∈ Ns | fk(t, A) 6= fk(t′, A)}),

а знак Â
A

означает отрицание отношения Â
A

. Очевидно, что множество

Ls(A), являясь подмножеством множества Парето, непусто при любой
матрице A ∈ Rn×m×s.

Если s = 1 и |t| = p, где p — натуральное число, удовлетворяющее
неравенству p 6 m − 1 для любой траектории t ∈ T , то рассматрива-
емая задача превращается в популярную среди специалистов в области
дискретной оптимизации задачу о p-медиане (p-median problem) (см., на-
пример, [1, 8, 10, 13]).

Далее будем использовать обозначение Ls(A) = T \ Ls(A).
Следующие свойства очевидны.
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Свойство 1. Если t Â
A

t′, то t ∈ Ls(A).

Свойство 2. Если t Â
A

t′, то t′ Â
A

t.

Известно (см., например, [9, 11]), что лексикографическое множество
Ls(A) может быть определено и как результат решения последователь-
ности s скалярных задач

Ls
k(A) = Argmin

{
fk(t, A) | t ∈ Ls

k−1(A)
}
, k ∈ Ns, (1)

где Ls
0(A) = T , Argmin{·} — множество всех оптимальных траекто-

рий соответствующей скалярной задачи минимизации. Отсюда вытекает
справедливость следующей цепочки включений:

T ⊇ Ls
1(A) ⊇ Ls

2(A) ⊇ . . . ⊇ Ls
s(A) = Ls(A). (2)

Следуя [3, 4, 7, 12], задачу Zs(A) назовём квазиустойчивой, если вер-
на формула

∃ε > 0 ∀A′ ∈ Ω(ε) (Ls(A) ⊆ Ls(A + A′)).

Здесь Ω(ε) = {A′ ∈ Rm×n×s | ||A′|| < ε} — множество возмущающих
матриц с нормой

||A′|| = max{|a′ijk| | (i, j, k) ∈ Nm ×Nn ×Ns}, A′ = (a′ijk).

Тем самым квазиустойчивость характеризует случай, когда все лек-
сикографические оптимумы задачи не теряют своей оптимальности при
достаточно малых возмущениях исходных данных задачи. Поэтому ква-
зиустойчивость задачи Zs(A) можно трактовать как дискретный аналог
свойства полунепрерывности снизу по Хаусдорфу [2, 14] в точке A мно-
гозначного отображения

Ls : Rm×n×s → 2T .

Для любого непустого подмножества I ⊆ Ns на множестве траекто-
рий T задачи Zs(A) введём бинарные отношения:

t >
I,A

t′ ⇐⇒ ∀k ∈ I (fk(t, A) > fk(t′, A)),

t >
I,A

t′ ⇐⇒ ∀k ∈ I (fk(t, A) > fk(t′, A)),

t `
I,A

t′ ⇐⇒ ∀k ∈ I ∀j ∈ Nn (Njk(t, A) ⊇ Njk(t′, A)),
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где Njk(t, A) = {r ∈ t | min
i∈t

aijk = arjk}.
В частности, имеем

t
k̀,A

t′ ⇐⇒ ∀j ∈ Nn (Njk(t, A) ⊇ Njk(t′, A)).

Очевидно, что отношения >
I,A

и `
I,A

рефлексивны. Кроме того, легко

убедиться в справедливости следующих двух свойств.

Свойство 3. Если t `
I,A

t′, то существует такое число ε > 0, что для

любой возмущающей матрицы A′ ∈ Ω(ε) верно отношение

t′ >
I,A+A′

t.

Свойство 4. Если t >
Ns,A

t′, то t′ Â
A

t.

Последовательно применяя свойства 3, 4 и учитывая непрерывность в
Rm×n функций fk(t, A) при любом k ∈ Ns, убеждаемся в справедливости
следующих двух свойств.

Свойство 5. Если t `
Ns,A

t′, то

∃ε > 0 ∀A′ ∈ Ω(ε) (t Â
A+A′

t′).

Свойство 6. Если для траекторий t и t′ выполняется любое из усло-
вий

(i) t >
1,A

t′, (ii) ∃k ∈ Ns−1 (t′ `
Nk,A

t & t >
k+1,A

t′),

то справедлива формула

∃ε > 0 ∀A′ ∈ Ω(ε) (t Â
A+A′

t′).

Введём множество

U s(A) =
{
t ∈ Ls(A) | ∀k ∈ Ns ∀t′ ∈ Ls

k(A) (t
k̀,A

t′)
}
.

Свойство 7. Если t ∈ U s(A) и t′ ∈ Ls(A), то t `
Ns,A

t′.
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2. Леммы

Для вывода критерия квазиустойчивости задачи понадобятся две лем-
мы.

Лемма 1. Если t ∈ U s(A) и t′ ∈ T , то

∃ε > 0 ∀A′ ∈ Ω(ε) (t Â
A+A′

t′). (3)

Доказательство. Пусть t ∈ U s(A). Для траектории t′ рассмотрим
два возможных случая.

Случай 1. t′ ∈ Ls
1(A). Пусть сначала t′ ∈ Ls(A). Тогда в силу свой-

ства 7 справедливо отношение t `
Ns,A

t′. Отсюда благодаря свойству 5

получаем (3).
Пусть теперь t′ ∈ Ls

1(A)\Ls(A). Тогда существует p = p(t′) ∈ Ns \{1}
такой, что t′ 6∈ Ls

p(A) и t′ ∈ Ls
k(A) при k ∈ Np−1. Поэтому имеем

t `
Np−1,A

t′ и t′ >
p,A

t.

Пользуясь этими фактами и свойством 6(ii), заключаем, что верна фор-
мула

∃ε > 0 ∀A′ ∈ Ω(ε) (t′ Â
A+A′

t),

которая ввиду свойства 2 даёт (3).
Случай 2. t′ ∈ T \ Ls

1(A). Тогда имеет место отношение t′ >
1,A

t.

Поэтому из свойств 2 и 6(i) вытекает формула (3). Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Если t ∈ Ls(A) \ U s(A), то

∃t0 ∈ T ∀ε > 0 ∃A0 ∈ Ω(ε) (t Â
A+A0

t0). (4)

Доказательство. Поскольку t 6∈ U s(A), существуют такие индек-
сы p ∈ Ns, q ∈ Nn и траектория t0 ∈ Ls

p(A), что Npq(t, A) + Npq(t0, A)
и t ∈ Ls

p(A) (ввиду t ∈ Ls(A)). Отсюда вытекает, что fk(t, A) = fk(t0, A)
для любого k ∈ Np и найдётся индекс r ∈ Npq(t0, A) \ Npq(t, A). Поэто-
му, положив ε > 0 и построив элементы возмущающей матрицы A0 =(
a0

ijk

) ∈ Ω(ε) размера m× n× s по правилу

a0
ijk =

{ −α, если i = r, j = q, k = p,
0 в остальных случаях,
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где 0 < α < ε, ввиду r ∈ Npq(t0, A) \Npq(t, A) получаем

fp(t0, A + A0) =
∑

j∈Nn

min
i∈t0

(
aijp + a0

ijp

)
= arqp − α +

∑

j 6=q

min
i∈t0

aijp

=
∑

j∈Nn

min
i∈t0

aijp − α = fp(t0, A)− α < fp(t0, A) = fp(t, A) = fp(t, A + A0),

fk(t0, A + A0) = fk(t0, A) = fk(t, A) = fk(t, A + A0), i ∈ Np−1.

Поэтому t Â
A+A0

t0, т. е. верна формула (4). Лемма 2 доказана.

3. Необходимые и достаточные условия

Теперь сформулируем критерий квазиустойчивости рассматриваемой
задачи.

Теорема. Векторная задача Zs(A), s > 1, квазиустойчива тогда и
только тогда, когда выполняется равенство

Ls(A) = U s(A). (5)

Доказательство. Достаточность. Пусть верно равенство (5) и t —
лексикографический оптимум задачи Zs(A). Тогда t ∈ U s(A) и поэтому
в силу леммы 1

∀t′ ∈ T ∃ε(t′) > 0 ∀A′ ∈ Ω(ε(t′)) (t Â
A+A′

t′).

Отсюда следует, что всякая траектория t ∈ Ls(A) остаётся лексико-
графическим оптимумом задачи Zs(A + A′) при любой возмущающей
матрице A′ ∈ Ω(ε(t)), если ε(t) = min{ε(t′) | t′ 6= t}. Поэтому выполняет-
ся формула

∃ε∗ > 0 ∀A′ ∈ Ω(ε∗) (Ls(A) ⊆ Ls(A + A′))

при ε∗ = min{ε(t) : t ∈ Ls(A)}.
Следовательно, задача Zs(A) квазиустойчива.
Необходимость. Пусть задача Zs(A) квазиустойчива. Предположим,

что равенство (5) не выполняется. Тогда найдётся траектория t ∈ Ls(A)\
U s(A), для которой в силу леммы 2 и свойства 1 верна формула

∀ε > 0 ∃A0 ∈ Ω(ε) (t ∈ Ls(A + A0)).

Отсюда ∀ε > 0 ∃A0 ∈ Ω(ε) (Ls(A) 6⊆ Ls(A + A0)), что противоречит
квазиустойчивости задачи Zs(A). Теорема доказана.
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4. Следствия

Следствие 1. Если U s(A) = ∅, то задача не является квазиустой-
чивой.

Следствие 2. Равенство
∣∣Ls

1(A)
∣∣ = 1 является достаточным услови-

ем квазиустойчивости задачи Zs(A).
Заметим, что в случае, когда первый критерий f1(t, A) линейный,

указанное в следствии 2 равенство является не только достаточным, но
и необходимым условием квазиустойчивости лексикографической зада-
чи [4].

Ввиду свойства 7 из теоремы вытекает также

Следствие 3. Выполнимость формулы

∀t, t′ ∈ Ls(A) ∀k ∈ Ns ∀j ∈ Nn (Njk(t, A) = Njk(t′, A)) (6)

является необходимым условием квазиустойчивости задачи Zs(A), s > 1.

Очевидно, что в скалярном случае (s = 1) формула (6) в силу след-
ствия 2 является одновременно и достаточным условием квазиустойчи-
вости задачи Z1(A).

Напомним, что ядром устойчивости Kers(A) задачи Zs(A) называет-
ся (см., например, [5]) множество всех устойчивых лексикографических
оптимумов задачи, т. е. тех траекторий t ∈ Ls(A), для которых

∃ε > 0 ∀A′ ∈ Ω(ε) (t ∈ Ls(A + A′)).

Следствие 4. Kers(A) = U s(A).
Наконец, отметим, что в частном случае, когда n = 1, наша задача

превращается в задачу с критериями вида MINMIN. Тем самым реша-
ется одновременно и вопрос о квазиустойчивости лексикографической
комбинаторной (траекторной) задачи с указанными критериями.

5. Примеры

Приведём несколько примеров, иллюстрирующих изложенные выше
результаты. Сначала рассмотрим пример, в котором множества Ls(A) и
U s(A) совпадают.

Пример 1. Пусть m = 3, n = 4, s = 2, T = {t1, t2}, t1 = {1, 2},
t2 = {1, 2, 3}, и пусть матрица затрат A ∈ R3×4×2 задана двумерными
сечениями, соответствующими критериям:

A1 =




1 2 1 2
1 2 2 1
2 2 1 1


 , A2 =




1 2 2 1
1 2 2 2
2 1 1 1


 .
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Тогда f(t1, A) = (5, 6), f(t2, A) = (5, 4). Поэтому L2
1(A) = {t1, t2} = T ,

L2(A) = L2
2(A) = {t2}. Далее, найдя множества

N11(t1, A) = N11(t2, A) = {1, 2},

{1, 2} = N21(t1, A) ⊂ N21(t2, A) = {1, 2, 3},
{1} = N31(t1, A) ⊂ N31(t2, A) = {1, 3},
{2} = N41(t1, A) ⊂ N41(t2, A) = {2, 3},

убеждаемся, что
∀k ∈ N2 ∀t ∈ L2

k(A) (t2
k̀,A

t),

т. е. t2 ∈ U2(A). Поэтому L2(A) = U2(A). Следовательно, в силу теоремы
задача Z2(A) квазиустойчива.

Следующие два примера иллюстрируют ситуацию, когда задача не
является квазиустойчивой, поскольку множества Ls(A) и U s(A) не сов-
падают.

Пример 2. Пусть m = 2, n = 3, s = 2, T = {t1, t2}, t1 = {1, 2},
t2 = {1}, и пусть матрица затрат A ∈ R2×3×2 задана двумерными сече-
ниями:

A1 =
(

1 1 2
2 2 3

)
, A2 =

(
1 1 1
1 1 2

)
.

Тогда f(t1, A) = f(t2, A) = (4, 3), поэтому L2(A) = L2
1(A) = {t1, t2}.

Далее, найдя множества

{2, 3} = N12(t1, A) ⊃ N12(t2, A) = {2},

{2, 3} = N22(t1, A) ⊃ N22(t2, A) = {2},
{2} = N32(t1, A) = N32(t2, A) = {2},

убеждаемся, что
t2

2̀,A
t1,

∀k ∈ N2 ∀t ∈ L2
k (t1

k̀,A
t).

Отсюда получаем t1 ∈ U2(A), t2 6∈ U2(A), т. е. L2(A) 6= U2(A) 6= ∅.
Поэтому согласно теореме задача Z2(A) не является квазиустойчивой.
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Пример 3. Пусть m = 3, n = 3, s = 2, T = {t1, t2}, t1 = {1, 2},
t2 = {2, 3}, и пусть матрица затрат A ∈ R3×3×2 задана двумерными
сечениями:

A1 =




3 2 3
1 1 2
2 2 3


 , A2 =




2 1 2
1 1 1
1 1 2


 .

Тогда f(t1, A) = f(t2, A) = (4, 3). Поэтому L2(A) = L2
1(A) = {t1, t2},

N22(t1, A) = {1}, N22(t2, A) = {3},
т. е. L2(A) 6= U2(A) = ∅. Следовательно, согласно следствию 1 задача
Z2(A) не является квазиустойчивой.

Приведём пример, когда равенство |Ls
1(A)| = 1 не является необходи-

мым условием квазиустойчивости задачи Zs(A).

Пример 4. Пусть m = 3, n = 2, s = 2, T = {t1, t2, t3}, t1 =
{1, 2}, t2 = {2}, t3 = {1, 3}, и пусть матрица затрат A ∈ R3×3×2 задана
двумерными сечениями:

A1 =




3 2
1 1
2 1


 , A2 =




3 2
1 1
2 3


 .

Тогда f(t1, A) = f(t2, A) = (2, 2), f(t3, A) = (3, 4). Поэтому L2
1(A) =

L2
2(A) = L2(A) = {t1, t2}. Легко видеть, что для каждой пары индексов

(j, k) ∈ N2 ×N2 справедливо равенство

Njk(t1, A) = Njk(t2, A) = {2}.
Это значит, что L2(A) = U2(A). Следовательно, согласно теореме задача
Z2(A) квазиустойчива, хотя

∣∣L2
1(A)

∣∣ = 2. Легко также видеть, что и в
скалярном случае (A = A1) равенство

∣∣L1
1(A)

∣∣ = 1 не является необходи-
мым условием квазиустойчивости задачи.

Далее покажем, что формула (6) не является достаточным условием
квазиустойчивости задачи даже при s = 2.

Пример 5. Пусть m = 3, n = 2, s = 2, T = {t1, t2, t3}, t1 = {1, 2},
t2 = {2, 3}, t3 = {3}, и пусть матрица затрат A ∈ R3×3×2 задана двумер-
ными сечениями:

A1 =




3 3
1 2
2 1


 , A2 =




3 2
2 1
2 3


 .
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Тогда f(t1, A) = f(t2, A) = (3, 3), f(t3, A) = (3, 5), поэтому L2
1(A) =

{t1, t2, t3} = T, L2(A) = L2
2(A) = {t1, t2}, кроме того, для любой пары

индексов (j, k) ∈ N2 ×N2 справедливо равенство Njk(t1, A) = Njk(t2, A).
Тем самым формула (6) выполняется. Однако

{2} = N11(t1, A) = N11(t2, A) 6⊃ N11(t3, A) = {3},

т. е.
t1

1̀,A
t3, t2

1̀,A
t3,

поэтому U2(A) = ∅. Следовательно, согласно следствию 1 задача Z2(A)
не является квазиустойчивой.
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