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НА СОВЕРШЕННЫЕ q-ЗНАЧНЫЕ КОДЫ
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Аннотация. Для любого числа N = (qm−1)/(q−1), где q > 2 — сте-
пень простого числа, предложены две конструкции построения раз-
личных разбиений множества FN

q всех q-значных векторов длины N
на совершенные q-значные коды длины N . Кроме того, приведены
нижние оценки числа таких разбиений.
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Введение

Через FN
q обозначим N -мерное метрическое пространство над полем

Галуа GF (q) по отношению к метрике Хэмминга, где q = pr, p — простое
число. В настоящей статье предложены два метода построения разбие-
ний пространства FN

q на различные совершенные q-значные коды длины
N с кодовым расстоянием 3, здесь N = (qm − 1)/(q − 1). В первом мето-
де построения разбиений используется некоторая модификация хорошо
известной конструкции Шонхайма [10]. Этот метод является обобщени-
ем аналогичного результата для совершенных двоичных кодов (см. [11],
а также [1], где установлено, что для любого допустимого N > 15 чис-
ло различных разбиений множества всех двоичных векторов FN

2 на со-
вершенные коды длины N не меньше 22(N−1)/2

). Недавно стало известно
[3], что эта оценка верна для любого допустимого N > 7. Во второй
конструкции используются свитчинги простых компонент [6] смежных
классов q-значного кода Хэмминга в пространстве FN

q , где q > 2.

Проблема перечисления всех разбиений пространства FN
q на совер-

шенные q-значные коды тесно связана с классической проблемой пере-
числения всех совершенных q-значных кодов. В настоящей статье рас-
сматриваются различные разбиения, поскольку, зная оценку снизу числа

c© 2009 СоловьеваФ.И., ЛосьА. В.



64 Ф.И.Соловьева, А.В.Лось64 Ф.И.Соловьева, А.В.Лось64 Ф.И.Соловьева, А.В.Лось

различных разбиений, легко оценить снизу число неэквивалентных та-
ких разбиений с учётом порядка группы автоморфизмов FN

q . Конструк-
ции разбиений могут также быть полезны для построения новых классов
q-значных кодов, в частности, совершенных. В [8, гл. 11] описано несколь-
ко конструкций совершенных q-значных кодов, в основе которых лежат
разбиения пространства FN

q на совершенные коды. Следует отметить,
что для q > 2 известно не так много работ, посвящённых построению
разбиений пространства FN

q на совершенные коды, двоичный же случай
исследован гораздо глубже.

Напомним некоторые необходимые определения. Произвольное под-
множество C пространства FN

q называется совершенным q-значным ко-
дом длины N с кодовым расстоянием 3 (далее кратко совершенным ко-
дом), если для любого вектора x ∈ FN

q существует единственное кодовое
слово y из кода C такое, что расстояние Хэмминга d(x, y) между ними
удовлетворяет неравенству d(x, y) 6 1. Хорошо известно, что такие ко-
ды существуют только для N = (qm − 1)/(q − 1), m > 2, см. [4, 5, 12].
Код называется линейным, если он образует линейное подпространство
в пространстве FN

q . Совершенный линейный код HN
q называется кодом

Хэмминга. Далее будем обозначать его через H. Два кода C,C ′ ⊂ FN
q на-

зываются изоморфными, если существует такая перестановка σ на N ко-
ординатных позициях, что C ′ = σ(C). Код Хэмминга единственен с точ-
ностью до изоморфизма. Всюду далее N = qn + 1, n = (qm−1 − 1)/(q − 1)
и m > 2.

1. Нижняя оценка числа различных разбиений, полученных
с использованием конструкции Шонхайма

В этом разделе описана конструкция класса нетривиальных разбие-
ний пространства FN

q на совершенные q-значные, q > 2, коды длины N
с использованием некоторой модификации конструкции Шонхайма [10].
Данная конструкция является обобщением метода построения разбиений
пространства всех двоичных векторов на совершенные двоичные коды
из [11], где была использована широко известная конструкция Василье-
ва [2].

Рассмотрим произвольное разбиение пространства Fn
q на совершен-

ные коды Cn
i длины n:

Fn
q =

(q−1)n+1⋃

i=1

Cn
i , где n = (qm−1 − 1)/(q − 1), q > 2. (1)
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Элементы множества Fq = {0, 1, . . . , q − 1} взаимно однозначно cопоста-
вим элементам поля GF (q). Из каждого кода данного разбиения постро-
им для всех j ∈ Fq с помощью модифицированной конструкции Шон-
хайма следующие q кодов длины N = qn + 1:

Ck =

{(
x1, x2, . . . , xq−1,

q−1∑

t=1

| xt| + λi(c) + j,

q−1∑

t=1

αtxt + c

)
| xt ∈ Fn

q ,

c ∈ Cn
i

}
,

где αt ∈ F ∗
q = Fq \ {0} и αt 6= αs при t 6= s, k = i + j((q − 1)n + 1),

|xt| = xt1 + xt2 + · · · + xtn для xt = (xt1, xt2, . . . , xtn), λi — произвольная
функция, действующая из кода Cn

i длины n во множество элементов
поля GF (q).

Теорема 1. Для любого N = qn + 1, q = pr, существует не ме-

нее pprn+logp r

различных разбиений пространства FN
q на совершенные

q-значные коды длины N .

Доказательство. При q = 2, n > 15 доказательство см. в [11], а
также в [1], при q = 2, n = 7 и 15 — в [3]. Пусть q > 2. Доказательство
того, что построенные множества являются совершенными q-значными
кодами, аналогично доказательству из [10]. Покажем, что любые два
построенных кода не пересекаются.

Предположим противное, пусть существуют два кода C1 и C2 из по-
строенного выше разбиения пространства FN

q , содержащие совпадающие
кодовые слова

c1 =

(
x1, x2, . . . , xq−1,

q−1∑

t=1

|xt| + λi(c) + j,

q−1∑

t=1

αtxt + c

)
,

c2 =

(
x′

1, x
′
2, . . . , x

′
q−1,

q−1∑

t=1

|x′
t| + λ′

i(c
′) + j′

q−1∑

t=1

αtx
′
t + c′

)
,

где c1 ∈ C1, c2 ∈ C2. Из равенств xt = x′
t, t = 1, . . . , q − 1, по последним

n координатам векторов c1 и c2 следует, что c = c′. Отсюда получаем,
что оба кода C1 и C2 были построены из одного и того же кода, принад-
лежащего разбиению (1) пространства Fn

q и, следовательно, с помощью
одной функции λi, т. е. λi = λ′

i. C учётом того, что значения координат
с номером (q − 1)n + 1 кодовых слов c1 и c2 совпадают, получаем, что
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j = j′. Но тогда при совпадениях исходных кодов длины n, функций
λi и λ′

i и элементов j и j′ поля GF (q) получим одинаковые коды дли-
ны N , т. е. C1 = C2. Значит, все коды построенного разбиения попарно
не пересекаются.

Число таких разбиений не меньше числа различных функций λi для
каждого i = 1, 2, . . . , (q−1)n+1. Следовательно, мощность класса различ-
ных разбиений пространства FN

q на совершенные q-значные коды длины
N = qn + 1 = (qm − 1)/(q − 1) не меньше чем

(q|C
n
i |)(q−1)n+1 = (qqn−(m−1)

)q
m−1

= qqn
= pprn+logp r

.

Теорема 1 доказана.

Следует отметить, что доказательство теоремы 1 при q > 2 отлича-
ется от доказательства для случая q = 2 в силу того, что недвоичные
совершенные коды не обладают свойством антиподальности. Напомним,
что в двоичном случае любой совершенный код помимо кодового слова
x содержит антиподальное слово 1

N − x, где 1
N — единичный вектор

длины N . Этот факт является существенным при исследовании свойств
совершенных двоичных кодов и, в частности, учитывается при получе-
нии нижней оценки числа различных разбиений пространства FN

2 на
совершенные двоичные коды.

2. Нижняя оценка числа различных разбиений, построенных
с помощью простых компонент и латинских квадратов

Всюду далее положим q = pr, где r — произвольное целое число, боль-
шее 1. Обозначим через Ri подпространство, порождённое всеми тройка-
ми (кодовыми словами веса 3) кода Хэмминга HN

q , N = nq+1, с единицей
в i-й координате. Известно [9], что множество Ri является i-компонентой
и |Ri| = qn(q−1). Через Pi обозначим множество, состоящее из всевоз-
можных линейных комбинаций троек, порождающих компоненту Ri, над
простым полем GF (p), т. е. с коэффициентами из простого поля GF (p).
Все слова множества Pi имеют в i-й позиции элементы простого поля
GF (p), в остальных координатных позициях могут встречаться элемен-
ты поля GF (q). Такое множество называется простой i-компонентой,
для его мощности справедливо равенство |Pi| = pnr(q−2)+n. В случае
r = 1, т. е. q = p, множества Ri и Pi совпадают. Простые компонен-
ты введены в [9] для исследования свойств специального вида линейных
подкодов (p-ядер) q-значных кодов Хэмминга. В [6] с помощью метода
свитчинга простых компонент получена нижняя оценка числа различ-
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ных совершенных q-значных кодов для q > 2, которая на настоящий
момент является лучшей.

Рассмотрим тривиальное разбиение пространства FN
q на классы смеж-

ности по произвольному коду Хэмминга H длины N = nq +1, где q = pr,
p — простое, т. е.

FN
q = H ∪

N⋃

i=1

⋃

α∈F ∗

q

(H + αei). (2)

Основная идея построения различных разбиений заключается в следую-
щем: выбираем произвольную координатную позицию i ∈ {1, 2, . . . , N},
разбиваем код Хэмминга и его смежные классы по i-му направлению из
этого разбиения на q/p подклассов смежности по простой i-компоненте
(каждый такой подкласс содержит p простых компонент). Далее, исполь-
зуя q/p произвольных латинских квадратов порядка p, делаем свитчинги
простых компонент в каждом из этих подклассов. Аналогичные свитчин-
ги делаем для каждой простой компоненты кода Хэмминга независимо,
однако латинские квадраты выбираем так, чтобы изменения не касались
компонент исходного линейного кода Хэмминга. Подобные преобразова-
ния осуществляем по всем N направлениям независимо. Учитывая это,
несложно подсчитать число получающихся различных разбиений.

Теперь рассмотрим эту конструкцию в деталях. Обозначим через U
объединение

U =
⋃

α∈Fp

(Pi + αei),

где Pi — простая i-компонента кода Хэмминга H, Fp — множество элемен-
тов простого поля GF (p), i ∈ {1, 2, . . . , N}. Упорядочим строки кодовой
матрицы подкода Pi так, чтобы элементы простого поля Fp в i-м столб-
це расположились в порядке неубывания. Обозначим через A0,β, β ∈ Fp,
подкод кода Pi, i-я координата кодовых слов которого равна элементу β,
т. е. A0,β = {v ∈ Pi | vi = β}. Тогда код Pi + αei будет состоять из под-
кодов Aα,β = A0,β + αei для всех β ∈ Fp. Таким образом, множество U
состоит из векторов подкодов Aα,β для всех α, β ∈ Fp:

U =

p−1⋃

α=0

p−1⋃

β=0

Aα,β . (3)

Составим (p × p)-матрицу S такую, что в строке с номером α и столбце
с номером β будет находиться элемент sα,β ∈ GF (p), равный элементу,
стоящему в i-й координатной позиции всех векторов множества Aα,β.
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Очевидно, что в рассматриваемом случае такой элемент равен α + β.
Отметим, что в полученной матрице S в любом столбце находятся все
различные элементы поля Fp, то же самое верно и для любой строки, т. е.
матрица S является латинским квадратом. Кроме того, по матрице S и
простой компоненте Pi можно однозначно восстановить множество U .
Действительно, произвольная строка с номером α задаёт перестановку
(в данном случае циклическую)

πα =

(
0 1 . . . p − 1

sα,0 sα,1 . . . sα,p−1

)
=

(
0 1 . . . p − 1

0 + α 1 + α . . . p − 1 + α

)
,

осуществляя по которой свитчинг простой компоненты Pi, получим про-
стую компоненту кода H+αei (в данном случае — компоненту Pi +αei).
Обозначим через

U(S) =

p−1⋃

α=0

πα(Pi) =

p−1⋃

α=0

p−1⋃

β=0

Aπα(β),β (4)

объединение простых компонент, полученных в результате свитчингов,
заданных латинским квадратом S, а точнее свитчингов с помощью под-
становок, соответствующих строкам латинского квадрата S. Нетрудно
видеть, что вместо S может быть взят любой латинский квадрат L по-
рядка p.

Как ранее упоминалось, множество U можно представить в виде объ-
единения (3). Поскольку в строках латинского квадрата L находятся все
различные элементы поля Fp, то из того факта, что множества U и U(L)
состоят из одинаковых подмножеств (см., например, (3) и (4)), получаем
равенство U = U(L). Таким образом, справедливо

Утверждение 1. Если множество U(L) построено из множества U
свитчингами простых компонент по перестановкам, заданным строками
произвольного латинского квадрата L, то эти множества совпадают, т. е.
U = U(L).

Нетрудно видеть, что код ((H + αei) \ (Pi + αei)) ∪ πα(Pi), получен-
ный свитчингом простой компоненты Pi + αei по перестановке πα, со-
ответствующей некоторой строке латинского квадрата L, отличается от
исходного кода H + αei, α ∈ Fp.

Пусть Vi =
⋃

γ∈Fq

(Pi + γei). Рассмотрим разбиение множества Vi на

классы смежности множества U . Всего таких классов смежности q/p =
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pr−1. Таким образом,

Vi =

pr−1−1⋃

t=0

(U + γtei), (5)

где γtei — некоторые представители классов смежности, γt ∈ Fq. В каж-
дом таком классе смежности U t = U + γtei, за исключением множе-
ства U , сделаем свитчинги всех простых компонент с помощью переста-
новок πα, заданных строками своего латинского квадрата Lt порядка p,
где t ∈ {1, 2, . . . , pr−1 − 1}, α = 0, 1, . . . , p − 1. Полученные множества
обозначим через

Ũ t(Lt) =
⋃

α∈Fp

(πα(Pi) + γtei), (6)

t ∈ {1, 2, . . . , pr−1 − 1}. Подчеркнём, что для всех таких t строим множе-
ства (6), а для t = 0 положим, что первая строка латинского квадрата
L0 фиксирована и имеет вид (0 1 . . . (p − 1)), тогда

Ũ0(L0) = Pi ∪
⋃

α∈F ∗

p

(πα(Pi)).

Таким образом, простая компонента кода Хэмминга, как и сам код Хэм-
минга, в процессе всех преобразований останутся без изменений. В силу
того, что множество Vi представимо в виде объединения (5), согласно
утверждению 1 получаем

Утверждение 2. Для произвольных латинских квадратов Lt по-
рядка p, t ∈ {1, 2, . . . , pr−1 − 1}, и произвольного латинского квадрата
L0 c фиксированной первой строкой вида (0 1 . . . (p − 1)) справедливо
равенство

Vi =

pr−1−1⋃

t=0

Ũ t(Lt).

Из построения множества Vi следует, что оно состоит из q простых
компонент, принадлежащих каждая своему коду из объединения Wi =⋃
γ∈Fq

(H + γei). Рассмотрим разбиение этого множества Wi на классы

смежности множества Vi, обозначим их через V k
i = Vi+vk, где vk являет-

ся некоторым представителем класса смежности. Ясно, что число таких
классов смежности будет равно числу K простых компонент в коде Хэм-

минга, т. е. Wi =
K−1⋃
k=0

V k
i , где K = pn(2r−1)−r(m−1) (см., например, [6]).
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Множество, полученное свитчингами всех простых i-компонент кодов

объединения Wi, обозначим через W̃i, т. е. W̃i =
K−1⋃
k=0

pr−1−1⋃
t=0

Ũ t(Lt).

Заметим, что такие преобразования кодов разбиения (2) можно де-
лать по всем направлениям i ∈ {1, 2, . . . , N} одновременно и независимо,
поскольку линейный код Хэмминга H, содержащийся в каждом объеди-
нении Wi, i ∈ {1, 2, . . . , N}, не изменяется в процессе описанных преоб-
разований, т. е. объединения W̃i также содержат код H. Учитывая этот
факт, удалим из объединений W̃i для всех i из множества {1, 2, . . . , N−1}
общий линейный код Хэмминга и обозначим их через W̃ ′

i = W̃i \ H.
При конструировании множества W̃ ′

N из объединения WN осуществля-
ем свитчинги всех простых компонент вместе с компонентами линейного
кода Хэмминга, за исключением одной линейной простой компоненты.
Отметим, что в качестве последней координатной позиции может быть
выбрана произвольная.

Теорема 2. Объединение
N⋃

i=1
W̃ ′

i представимо в виде разбиения про-

странства FN
q на совершенные q-значные коды.

Доказательство. Объединение
N⋃

i=1
W̃ ′

i состоит из множеств вида (6).

Такие множества получены объединением преобразованных с помощью
некоторых свитчингов простых компонент кодов исходного разбиения
пространства FN

q . В силу того, что в результате свитчингов из клас-
сов смежности кодов Хэмминга получаются совершенные коды той же
длины, а также в силу утверждения 2 получаем требуемое. Теорема 2
доказана.

Обозначим число различных латинских квадратов порядка p через

L(p). Известно, что L(p) >

p∏
s=1

s! (см., например, [7]). Из конструкции

разбиений и предыдущей теоремы нетрудно доказать следующее утвер-
ждение.

Теорема 3. Число различных разбиений пространства FN
q , q > 2, на

совершенные q-значные коды не меньше чем

((L(p))p
r−1

)KN · (p!)K(1−N)−1, (7)

где K = pn(2r−1)−r(m−1), q = pr.

Доказательство. Рассмотрим множество U(L), где L — некоторый
латинский квадрат порядка p, см. (4). Число различных таких множеств
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равно числу различных латинских квадратов L(p). Множество Vi состо-
ит из q/p = pr−1 сдвигов множества U , для свитчингов каждого из них
выбирается произвольный латинский квадрат. Однако среди этих pr−1

латинских квадратов один всегда с фиксированной строкой, т. е. общее
число различных конфигураций нужно разделить на p!. Таким образом,
учитывая приведённые выше рассуждения и тот факт, что подобные
преобразования можно независимо осуществлять для всех K простых
компонент кода и по всем координатным позициям, за исключением по-
следней, N -й координаты, получаем следующий вклад преобразований
по всем координатам кроме N -й в оценку снизу числа различных разби-
ений: ((L(p))p

r−1
/p!)K(N−1).

Для последней N -й координаты рассуждения аналогичны с той толь-
ко разницей, что все кроме одного латинские квадраты, взятые для осу-
ществления свитчингов, не имеют фиксированных строк. Таким обра-
зом, вклад преобразований по последней координате в общее число по-
лучаемых разбиений составит по крайней мере ((L(p))p

r−1
)K/p!. В итоге

получаем

(
(L(p))p

r−1

p!

)K(N−1)

· ((L(p))p
r−1

)

p!

K

= ((L(p))p
r−1

)KN · (p!)K(1−N)−1.

Теорема 3 доказана.

Следствие 1. Число различных разбиений пространства FN
q , q > 2,

на совершенные q-значные коды с одним фиксированным кодом Хэммин-
га не меньше ((L(p))p

r−1
/p!)KN , где K = pn(2r−1)−r(m−1), q = pr.

Нетрудно видеть, что оценка (7) существенно лучше оценки, давае-
мой теоремой 1.

Для сравнения полученной нижней оценки числа различных разбие-
ний пространства FN

q на совершенные q-значные коды с нижней оценкой
числа различных таких кодов [6] приведём их выражения при p → ∞,
q = pr, r > 1. Используя неравенство p! < pp и оценку снизу числа
различных латинских квадратов [7]

L(p) > pp2
(2πp)pe1/6−2p2

> pp2+p · p−2p2 logp e > pp2(1−logp e) = pp2(1−o(1)),

с учётом значения N из оценки следствия 1 получаем, что число различ-
ных разбиений при p → ∞ не меньше числа

(ppr+1(1−o(1)))p
n(2r−1)

= ppn(2r−1)+r+1·(1−εp).
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В то же время, согласно [6] число различных совершенных q-значных
кодов при p → ∞ не меньше (p!)p

n(2r−1)−r(m−1)
> ppn(2r−1)−r(m−1)+1·(1−δp),

где εp и δp стремятся к 0 при p → ∞.
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