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Аннотация. В задаче m-PSP требуется в заданном n-вершинном
полном неориентированном взвешенном графе найти m непересека-
ющихся гамильтоновых циклов наименьшего суммарного веса. Эта
задача была впервые рассмотрена Крарупом в 1974 г.; она имеет
применения в задачах дизайна сетей и теории расписаний. Извест-
но, что задача 2-PSP NP-трудна даже в метрическом случае, а в об-
щем случае для неё не существует приближённого алгоритма с точ-
ностью, ограниченной константным множителем. Бабурин, Гимади
и Коркишко (2004) предложили приближённый алгоритм с точно-
стью (9/4 + ε) для метрической задачи 2-PSP, основанный на реше-
нии задачи коммивояжёра. В настоящей статье представлен улуч-
шенный приближённый алгоритм с точностью 2 и временем работы
O(n2 log n) для метрической задачи 2-PSP. Этот алгоритм исполь-
зует тот факт, что задача поиска двух непересекающихся остовных
деревьев минимального суммарного веса является полиномиально
разрешимой.
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Введение

В задаче об m непересекающихся маршрутах комивояжёра (m-PSP,
от английского Peripatetic Salesman Problem) заданы полный неориенти-
рованный граф G = (V, E) с n вершинами и неотрицательная функция
весов его рёбер w : E → R+. Требуется найти m рёберно не пересекаю-

щихся гамильтоновых циклов C1, . . . , Cm ⊂ E, минимизируя
m∑

k=1

∑
e∈Ck

w(e).
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Задача 1-PSP совпадает с задачей коммивояжёра (TSP). Область приме-
нения задачи m-PSP включает поиск маршрута сторожей [12], где обыч-
но бывает важно назначить сторожам рёберно не пересекающиеся марш-
руты, чтобы избежать повторных прохождений и тем самым повысить
уровень безопасности. Де Корт [9] показывает возможность применения
задачи при дизайне сетей, где нужно определить несколько рёберно не
пересекающихся циклов для защиты сети от сбоев. Де Корт также упо-
минает о применении задачи 2-PSP в теории расписаний, где каждая
работа должна быть выполнена дважды на одной машине, но техноло-
гические ограничения не допускают повторения одинаковых последова-
тельностей работ.

Де Корт [9] доказал, что задача 2-PSP NP-трудна, построив полино-
миальное сведение к ней задачи о гамильтоновом пути. Аналогичными
аргументами можно показать NP-трудность задачи m-PSP для любого
m > 2. Де Брей и Волпутфте [5] выделили полиномиально разрешимые
случаи задачи 2-PSP. Де Корт [7–9] определил и проанализировал верх-
ние и нижние оценки, которые можно использовать для решения задачи
2-PSP методом ветвей и границ. Дюшен, Лапорт и Семет [6] предложили
полиэдральный подход для решения задачи m-PSP.

Легко показать (используя сведение из [9] и те же аргументы, что
использовались для задачи коммивояжёра), что в случае произвольных
весов рёбер задача 2-PSP не может быть решена приближённым алгорит-
мом с точностью, ограниченной константным множителем. Для случая,
когда веса удовлетворяют неравенству треугольника (метрическая зада-
ча 2-PSP) А. Е. Бабурин, Э. Х. Гимади и Н. М. Коркишко [2] предложили
приближённый алгоритм с точностью (9/4 + ε).

Как и в задаче коммивояжёра, максимизационная версия задачи
2-PSP даже в случае произвольных весов рёбер допускает решение при-
ближённым алгоритмом с точностью, ограниченной константным мно-
жителем. Наилучший известный результат в настоящее время принадле-
жит А. А. Агееву, А. Е. Бабурину и Э. Х. Гимади [1], которые представили
приближённый алгоритм решения этой задачи с точностью 3/4.

В настоящей статье представлен приближённый алгоритм для реше-
ния метрической задачи 2-PSP с точностью 2. Время работы алгоритма
ограничено величиной O(n2 log n). Известный «фольклорный» прибли-
жённый алгоритм с точностью 2 для метрической задачи коммивояжёра
использует тот факт, что для заданного остовного дерева T можно легко
построить гамильтонов цикл C, вес которого не более чем вдвое превос-
ходит вес T (цикл строится из любого обхода дерева T ). Наш алгоритм
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для задачи 2-PSP базируется на дальнейшем развитии этого подхода.
Роскинд и Тарьян [11] установили, что в заданном n-вершинном рёберно
взвешенном полном графе G можно за время O(n2 log n) найти два непе-
ресекающихся остовных дерева минимального суммарного веса. Первая
идея, которая приходит в голову в связи с этим, — попробовать постро-
ить обходы этих деревьев, которые произведут два непересекающихся га-
мильтоновых цикла, что дало бы приближённый алгоритм с точностью
2 для задачи 2-PSP. Однако это не всегда можно сделать: для некоторых
пар непересекающихся остовных деревьев таких обходов не существует.
Наш алгоритм преодолевает эту трудность, модифицируя исходную пару
остовных деревьев с помощью обмена рёбер между ними.

1. Алгоритм: общая схема

Поскольку задача 2-PSP не имеет решения для n < 5, в дальнейшем
предполагается, что n > 5.

Алгоритм начинает работу с нахождения двух непересекающихся
остовных деревьев T ∗

1 и T ∗
2 минимального суммарного веса (используя

алгоритм Роскинда и Тарьяна). Затем он строит первый цикл C1 (фа-
за 1). Во время фазы 1 пара деревьев (T ∗

1 , T ∗
2 ) может трансформировать-

ся, и в конце мы можем получить другую пару деревьев (T1, T2), удовле-
творяющую соотношению T1 ∪ T2 = T ∗

1 ∪ T ∗
2 . Цикл C1 не пересекается с

T2, а его вес не более чем вдвое превышает вес T1.
Второй гамильтонов цикл C2 (не пересекающийся с C1) строится во

время фазы 2. В отличие от фазы 1, во время этой фазы дерево T2 не
изменяется (никакие обмены рёбрами между C1 и T2 невозможны).

Хотя описание фаз 1 и 2 достаточно сложно, они выполняются за
меньшее время, чем фаза 0, так что общее время работы алгоритма мож-
но оценить как O(n2 log n).

Ниже общая схема нашего алгоритма представлена формально. На-
помним, что граф G называется внешнепланарным, если его можно изоб-
разить на плоскости так, чтобы никакие два ребра не пересекались кроме
как в вершинах и все вершины графа G лежали на внешней грани.

Алгоритм Disj_Ham_Cycles

Фаза 0. Используя алгоритм Роскинда и Тарьяна [11], найти два
непересекающихся остовных дерева T ∗

1 и T ∗
2 наименьшего суммарного

веса.

Фаза 1. Найти гамильтонов цикл C1 и два непересекающихся остов-
ных дерева T1 и T2, удовлетворяющих следующим свойствам:

1) T1 ∪ T2 = T ∗
1 ∪ T ∗

2 ;
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2) T2 ∩ C1 = ∅;
3) граф C1 ∪ T1 является внешнепланарным с внешней гранью C1.

Фаза 2. Найти такой гамильтонов цикл C2, что
1) C1 ∩ C2 = ∅;
2) граф C2 ∪ T2 является внешнепланарным с внешней гранью C2.

Вывести C1 и C2.

Для выполнения фазы 0 используется алгоритм Роскинда и Тарьяна
[11], который находит k непересекающихся остовных деревьев минималь-
ного суммарного веса за время O(n2 log n+k2n2). Таким образом, фаза 0
выполняется за время O(n2 log n).

Подробное описание фаз 1 и 2 с необходимым теоретическим обосно-
ванием и оценками трудоёмкости даётся в следующих двух разделах.

Однако общего описания Алгоритма Disj_Ham_Cycles достаточно для
доказательства оценки его точности.

Лемма 1. Вес допустимого решения задачи 2-PSP, найденного ал-

горитмом Disj_Ham_Cycles, не более чем в 2 раза превышает вес опти-

мального решения.

Доказательство. Очевидно, C1 и C2 не пересекаются. Покажем,
что w(C1)+w(C2) 6 2(w(C∗

1 )+w(C∗
2 )), где C∗

1 , C∗
2 — оптимальное решение

задачи 2-PSP. Ясно, что w(C∗
1 ) + w(C∗

2 ) > w(T ∗
1 ) + w(T ∗

2 ). Оценим w(Ci).
Пусть i ∈ {1, 2} и e является ребром цикла Ci, не принадлежащим дереву
Ti. Обозначим через Gi внешнепланарный граф Ci ∪ Ti, а через F (e) —
рёбра внутренней грани, содержащей e. Из неравенства треугольника
следует, что вес ребра e можно оценить сверху через сумму весов рёбер
единственного пути в дереве Ti, соединяющего концы ребра e. Так как Gi

внешнепланарный, а Ti — остовное дерево, то каждая грань Gi содержит
ровно одно ребро не из Ti. Значит, путь в Ti, соединяющий концы ребра
e состоит в точности из всех рёбер из F (e)\{e}. Каждая хорда графа Gi

принадлежит двум внутренним граням, так что её вес считается дважды.
Каждое ребро из Ci ∩ Ti принадлежит одной внутренней грани, поэтому
его вес считается один раз как для ребра пути и один раз как для ребра
Ci. Следовательно,

w(C1)+w(C2) 6 2(w(T1)+w(T2)) = 2(w(T ∗
1 )+w(T ∗

2 )) 6 2(w(C∗
1 )+w(C∗

2 )).

Лемма 1 доказана.

2. Выполнение фазы 1

Общая идея такова: сначала разбить дерево T ∗
1 на несколько относи-

тельно небольших поддеревьев, затем для каждого из них найти подходя-
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щие циклы (обмениваясь рёбрами между T ∗
1 и T ∗

2 , если это необходимо)
и, наконец, соорудить из этих циклов искомый цикл C1.

Сначала приведём теоретическое обоснование существования цик-
ла C1 с необходимыми свойствами, а затем представим алгоритм, ко-
торый следует из этого доказательства.

Пусть H — неориентированный граф. Через V (H) обозначим множе-
ство вершин графа H. Для подмножества V ′ ⊆ V (H) обозначим через
H[V ′] подграф графа H, индуцированный множеством V ′.

Рассмотрим два непересекающихся остовных дерева T1 и T2 в ис-
ходном графе G = (V, E). Пусть множество V ′ ⊆ V выбрано так, что
T = T1[V

′] является остовным деревом подграфа G[V ′]. Тогда F = T2[V
′]

является лесом в G[V ′], и T не пересекается с F . Будем говорить, что
T является F -обходимым, если в подграфе G[V ′] существуют остовное
дерево T ′, лес F ′ и гамильтонов цикл C, удовлетворяющие следующим
условиям:

1) T ′ ∪ F ′ = T ∪ F ;
2) (T1 \ T ) ∪ T ′ и (T2 \ F ) ∪ F ′ являются остовными деревьями в G;
3) F ′ ∩ C = ∅;

4) граф T ′ ∪ C является внешнепланарным с внешней гранью C.
Дерево T называется обходимым, если оно F -обходимо для любого

леса F , такого что T и F могут быть продолжены до некоторых непере-
секающихся остовных деревьев T1 и T2 графа G.

Основным результатом данного раздела является следующая

Теорема 1. Каждое дерево с не менее чем 5 вершинами является

обходимым.

Алгоритмическое доказательство этой теоремы базируется на следу-
ющих леммах.

Лемма 2. Пусть D1 и D2 — два обходимых дерева с непересекаю-

щимися множествами вершин. Пусть v1 ∈ D1 и v2 ∈ D2 — произвольные

вершины этих деревьев. Обозначим через D дерево, полученное из D1 и

D2 отождествлением вершин v1 и v2 в вершину v (рис. 1). Тогда дерево D
обходимо.

Доказательство. Пусть V = V [D], Vi = V [Di], i = 1, 2. Рассмот-
рим произвольный лес F на множестве вершин V , такой что D и F можно
продолжить до непересекающихся остовных деревьев T1 и T2 графа G.
Покажем, что D является F -обходимым. Обозначим через F1 ограниче-
ние леса F на V1. По условию леммы существуют дерево D′

1, лес F ′
1 и

цикл C1, удовлетворяющие условиям 1)–4) из определения обходимых
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деревьев. По условию 2) (F \ F1)∪ F ′
1 является лесом, а (D \D1)∪D′

1 —
остовным деревом в V [D] и они могут быть продолжены до непересекаю-
щихся остовных деревьев T ′

1 = (T1\D1)∪D′
1 и T ′

2 = (T2\F1)∪F ′
1. Обозна-

чим через F2 ограничение F на V2. Поскольку D2 обходимо, существуют
дерево D′

2, лес F ′
2 и цикл C2, удовлетворяющие условиям 1)–4) из опреде-

ления обходимых деревьев, где вместо T1 и T2 стоят соответственно T ′
1 и

T ′
2. Пусть F ′ = (F \(F1∪F2))∪F ′

1∪F ′
2 и D′ = (D\(D1∪D2))∪D′

1∪D′
2. От-

метим, что D′ и F ′ удовлетворяют условиям 1) и 2). Теперь построим ис-
комый цикл C. Обозначим через xi и yi соседей вершины v в Ci, i = 1, 2.
Тогда по крайней мере одно из рёбер x1x2, x1y2, y1y2 или y1x2 не лежит
в F ′. Из соображений симметрии можно считать, что x1x2 6∈ F . Пусть
C = (C1∪C2∪x1x2)\{x1v, x2v}. Тогда C∪F ′ = ∅ и граф C∪D′ внешне-
планарный, причём C является его внешней гранью, т. е. D F -обходим.
Из произвольности леса F следует, что D является обходимым. Лемма 2
доказана.

Рис. 1. Шаги индукции в леммах 2 и 3

Лемма 3. Пусть D1 — обходимое дерево, v ∈ D1, а дерево D получа-

ется из D1 добавлением вершин v1, v2, v3 и рёбер vv1, v1v2, v2v3 (рис. 1b).
Тогда дерево D обходимо.

Доказательство. Пусть V1 = V (D1) и V = V (D). Обозначим путь
vv1v2v3 через P . Рассмотрим произвольный лес F на множестве вер-
шин V (D и F можно продолжить до непересекающихся остовных дере-
вьев T1 и T2 графа G) и обозначим через F1 и F2 его ограничения на V1

и V (P ) соответственно. Если v3v 6∈ F , то P очевидно F2-обходим (доста-
точно положить C2 = P ∪ v3v), и из тех же соображений, что приведены
в лемме 2, D является F -обходимым. Допустим, что v3v ∈ F . Так как
D1 обходим, существуют дерево D′

1, лес F ′
1 и цикл C1, удовлетворяющие

условиям 1)–4). Пусть F ′ = (F \F1)∪F ′
1 и D′ = (D\D1)∪D′

1. Обозначим
через x и y соседей вершины v в цикле C1. Если v3x 6∈ F , то положим
C = (C1 ∪ P ∪ v3x) \ vx. Очевидно, F ′, D′ и C удовлетворяют условиям
1)–4). Если v3y 6∈ F , действуем аналогично. Таким образом, v3x, v3y ∈ F .
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Тогда по крайней мере одно из рёбер v2x, v2y не лежит в F (скажем,
v2x 6∈ F ). Если v3v1 6∈ F , то цикл C получается из C1 удалением реб-
ра vx и добавлением пути vv1v3v2x. И снова F ′, D′ и C удовлетворяют
условиям 1)–4). Наконец, предположим, что v3 смежна с x, y, v и v1 в F .
Тогда v1x 6∈ F . Положим D′′ = (D′ ∪ v3v) \ v1v, F ′′ = (F ′ ∪ v1v) \ v3v
и C = (C1 ∪ vv3v2v1x) \ vx. Ясно, что D′′, F ′′ и C удовлетворяют усло-
виям 1), 3) и 4). Покажем, что выполняется условие 2). Заметим, что
вершины v3 и v лежат в разных компонентах связности леса T1 \ vv1; та-
ким образом, T1 ∪ v3v \ v1v является остовным деревом. Заметим также,
что вершины v, v1 и v3 формируют единственный цикл в графе T2 ∪ v1v;
следовательно, T2 ∪ v1v \ v3v также является остовным деревом. Таким
образом, D является F -обходимым, а из произвольности леса F следует,
что D является обходимым. Лемма 3 доказана.

Для дерева T , леса F и рёбер e ∈ T и f ∈ F назовём обменом опе-
рацию удаления этих рёбер из T и F и добавления их в F и T соответ-
ственно (т. е. полагается T ′ = (T ∪f)\e и F ′ = (F ∪e)\f). Обмен назовём
корректным, если T ′ и F ′ удовлетворяют условию 2). Следующее оче-
видное наблюдение помогает проверить корректность всех используемых
ниже обменов.

Наблюдение. Обмен является корректным, если ребро f лежит на

цикле в графе F ∪ e, а его концевые вершины лежат в разных компонен-

тах связности леса T \ e.

Утверждение 1. Каждое дерево с 5 вершинами обходимо.

Доказательство. Существуют три неизоморфных дерева с 5 вер-
шинами. Таким образом, возникают три случая. Пусть F — произволь-
ный лес с 5 вершинами.

Случай 1. Дерево T является путём длины 4 (рис. 2а). Если v1v5 6∈
F , то положим C = T ∪ v1v5, и T обходимо (для T ′ = T, F ′ = F ).
Если F не содержит ни v1v3, ни v3v5, то можно применить лемму 2 для
деревьев D1и D2, индуцированных множествами {v1, v2, v3} и {v3, v4, v5}
соответственно. Таким образом, можно считать, что v1v3, v1v5 ∈ F , но
v3v5 6∈ F . Если v1v4 6∈ F , то можно в качестве C взять цикл v1v2v3v5v4,
откуда следует, что T обходимо. Наконец, если v1v4 ∈ F , то положим
T ′ = (T ∪ v1v4) \ v3v4, F ′ = (F ∪ v3v4) \ v1v4 и C = v1v2v3v5v4. Очевидно,
T ′, F ′ и C удовлетворяют условиям 1)–4).

Случай 2. Дерево T такое, как на рис. 2б. Если v4v5 ∈ F , то либо
(T ∗

2 ∪ v3v4) \ v4v5, либо (T ∗
2 ∪ v3v5) \ v4v5 является остовным деревом.

Так что можно сделать обмен ребра v4v5 на одно из рёбер v3v4 или v4v5,
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сводя задачу к предыдущему случаю. Предположим, что v4v5 6∈ F . Если
v1v4 6∈ F , то полагаем C = v1v2v3v5v4; если v1v3 6∈ F , то поддеревья
T \ {v1, v2} и T \ {v4, v5} оба являются F -обходимыми, и по лемме 2
T обходимо. Таким образом, можно считать, что v1v3, v1v4 ∈ F . Тогда
произведём обмен v1v4 на v3v4 и сведём задачу к случаю 1.
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Рис. 2. Деревья с 5 и 6 вершинами

Случай 3. Дерево T является звездой K1,4. Если ни одно из рёбер,
соединяющих листья звезды, не принадлежит F , то T очевидно обходим
(в качестве C можно взять любой цикл). Если же какое-то из таких рёбер
e лежит в F , то его можно обменять на одно из рёбер, соединяющих
конец ребра e с центром звезды, сводя задачу к случаю 2. Утверждение 1
доказано.

Утверждение 2. Каждое дерево с 6 вершинами обходимо.

Доказательство. Имеются шесть неизоморфных деревьев с 6 вер-
шинами. Таким образом, возникают шесть случаев. Пусть F — произ-
вольный лес с 6 вершинами.
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Случай 1. Дерево T является путём длины 5 (рис. 2в). Если
v1v6 6∈ F , то T, F и C = T ∪ v1v6 удовлетворяют условиям 1)–4). Если
F не содержит v1v3, то поддерево T \ {v4, v5, v6} очевидно F -обходимо,
и по лемме 3 T является обходимым. Значит, v1v3 ∈ F и, аналогично,
v4v6 ∈ F . Но тогда v1v4, v3v6 6∈ F и можно положить C = v1v2v3v6v5v4.

Случай 2. Дерево T такое, как на рис. 2г. Если v5v6 ∈ F , то, как и
в утверждении 1, можно обменять ребро v5v6 на одно из рёбер v4v5 или
v4v6 и свести задачу к предыдущему случаю. Если v5v6 6∈ F , то поддерево
T \ {v1, v2, v3} является F -обходимым, и по лемме 3 T будет обходимо.

Случай 3. Дерево T такое, как на рис. 2д. По крайней мере одно
из рёбер, соединяющих {v1, v2} с {v5, v6}, должно отсутствовать в F .
Можно предположить, что v1v5 6∈ F . Если либо v1v2 ∈ F , либо v5v6 ∈ F ,
то задачу можно свести к случаю 2 точно так же, как случай 2 сводился
к случаю 1. В противном случае полагаем C = v1v2v3v4v6v5.

Случай 4. Дерево T такое, как на рис. 2е. Рассмотрим два подслу-
чая.

а) Либо v1v4 6∈ F , либо v4v6 6∈ F (предположим, что имеет место
второй вариант). Если v1v3 6∈ F , то оба дерева T \{v1, v2} и T \{v4, v5, v6}
являются F -обходимыми, и по лемме 2 T также обходимо. Если v1v5 6∈ F ,
то T, F и C = v1v2v3v4v6v5 удовлетворяют условиям 1)–4). Наконец, если
v1v3, v1v5 ∈ F , то можно обменять v3v5 на v1v5, приходя к случаю 1.

б) Оба ребра v1v4 и v4v6 лежат в F . Очевидно, v1v6 6∈ F . Если
v2v4 6∈ F (v5v4 6∈ F ), то T, F и C = v1v2v4v3v5v6 (C = v1v2v3v4v5v6) удо-
влетворяют условиям 1)–4). Если v2v4, v5v4 ∈ F , то v2v5 6∈ F . Обменяем
v5v6 на v4v6 и положим C = v1v2v5v3v4v6.

Случай 5. Дерево T такое, как на рис. 2ж. Если множество {v4, v5, v6}
содержит хотя бы одно ребро из F , то эту задачу можно свести к преды-
дущему случаю точно так же, как случай 2 сводился к случаю 1. В про-
тивном случае деревья T \{v1, v2} и T \{v1, v2, v4} являются F -обходимы-
ми. Тогда по лемме 2 v1v3 ∈ F и v1v4 ∈ F . Теперь можно обменять v3v4

на v1v4 и прийти к случаю 2.
Случай 6. Если T является звездой K1,5, то задача сводится к слу-

чаю 5 в точности тем же способом, который был использован в случае 3
утверждения 1. Утверждение 2 доказано.

Рассмотрим вершину v дерева T . Обозначим через A1, A2, . . . , Ak ком-
поненты связности леса T \ v и положим ai = |Ai|, i = 1, 2, . . . , k. Можно
считать, что a1 > a2 > . . . > ak. Вершина v называется центром дере-
ва T , если для неё a1 достигает минимума по всем вершинам дерева T .
Нетрудно заметить, что если v является центром, то выполняется нера-
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венство
a1 6 a2 + a3 + . . . + ak + 1. (1)

В частности, a1 6 ⌊n/2⌋.
Говорим, что вершина v ∈ V (T ) является почкой, если с ней смежно

хотя бы два листа.
Доказательство теоремы 1. Предположим, что утверждение тео-

ремы неверно. Тогда рассмотрим все контрпримеры к ней с минималь-
ным числом вершин n. Среди них выберем дерево с наименьшим числом
листьев, смежных с почками. Обозначим его через T . Из утверждений 1
и 2 вытекает, что n > 7. Пусть F — произвольный лес, непересекающийся
с T .

Свойство 1. В T нет почек.

Действительно, если u является почкой, смежной с листьями v и w, то
дерево T \{v, w} содержит по крайней мере 5 вершин. Из минимальности
T следует, что дерево T \ {v, w} обходимо. Если vw 6∈ F , то дерево, ин-
дуцированное вершинами u, v и w, является F -обходимым, и по лемме 2
T также обходимо; противоречие. В противном случае можно обменять
ребро vw на uv или uw, получив дерево T ′ с меньшим числом листьев,
смежных с почками. По выбору T дерево T ′ является обходимым, а зна-
чит, и T обходимо. Свойство 1 доказано.

Пусть v — центр дерева T . По свойству 1 ak−1 > 2.

Свойство 2. Не существует такого I ⊂ {1, 2, . . . , k}, что
∑
i∈I

ai > 4 и

∑
i6∈I

ai > 4.

Действительно, в противном случае деревья, индуцированные
⋃
i∈I

Ai∪

{v} и
⋃
i6∈I

Ai∪{v}, имеют не менее 5 вершин каждое. Из минимальности T

оба они обходимы. Тогда по лемме 2 дерево T тоже обходимо. Свойство 2
доказано.

В частности, если a1 = 4, то a2 + a3 + . . . + ak 6 3. Отметим, что из
(1) и свойства 2 вытекает, что a1 6 4.

Свойство 3. Если ai = 3 для некоторого i, то n = 7.

Действительно, по свойству 1 дерево, индуцированное множеством
Ai ∪ {v}, должно быть путём длины 3. Если n > 7, то |T \ Ai| > 5 и из
минимальности T вытекает, что дерево T \Ai обходимо. Тогда по лемме 3
T также обходимо; противоречие. Свойство 3 доказано.
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Лишь следующие особые деревья удовлетворяют свойствам 1–3.
1. Два дерева с параметрами a1 = 4, a2 = 2, a3 = 1, приведённые на

рис. 3г и рис. 3д.
2. Дерево с параметрами a1 = 3, a2 = 3, изображённое на рис. 3а.
3. Дерево с параметрами a1 = 3, a2 = 2, a3 = 1, изображённое на

рис. 3б.
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Рис. 3. Особые деревья

4. Дерево с параметрами a1 = 2, a2 = 2, a3 = 2, изображённое на
рис. 3в.

5. Дерево с параметрами a1 = 2, a2 = 2, a3 = 2, a4 = 1, изображённое
на рис. 3е.

Рассмотрим каждое из этих особых деревьев отдельно (номер каж-
дого случая совпадает с номером дерева на рис. 3).

а) При T = P6 по лемме 3 v1v4, v4v7 ∈ F . Однако тогда v1v7 6∈ F и
можно положить C = v1v2v3v4v5v6v7.

б) Имеем v6v7 ∈ F по лемме 3 и v4v6 ∈ F по лемме 2 и выбору T .
Тогда обмениваем v4v7 на v6v7, сводя задачу к предыдущему случаю.
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в) По лемме 2 и выбору T имеем v1v3, v3v5, v3v7 ∈ F . Следовательно,
v1v7, v5v7 6∈ F и по крайней мере одно из рёбер v1v6, v5v6 не лежит в
F (скажем, v5v6 6∈ F ). Тогда T, F и C = v1v2v3v4v5v6v7 удовлетворяют
условиям 1)–4).

г) Из минимальности дерева T вытекает, что поддерево T \{v5, v6, v7}
обходимо. Тогда по лемме 3 T также обходимо.

д) Из выбора T следует, что деревья T \{v5, v6} и T \{v5, v6, v7} обхо-
димы; следовательно, по лемме 2 имеем v4v6, v6v7 ∈ F . Тогда обменяем
v4v7 на v6v7 и сведём задачу к предыдущему случаю.

е) Как и в случае в), имеем v1v3, v3v5 ∈ F . Но тогда v1v8 6∈ F или
v5v8 6∈ F . В любом случае T обходимо по лемме 2.

Теорема 1 доказана.

Нетрудно видеть, что доказательство теоремы 1 фактически содер-
жит алгоритм построения цикла C1. Формальное описание рекурсивного
алгортитма Phase_1 приведено ниже.

Алгоритм Phase_1.

Положим T1 := T ∗
1 и T2 := T ∗

2 .

Шаг 1. Если T1 содержит ровно 5 или 6 вершин или T1 является
одним из особых деревьев, изображённых на рис. 3, то цикл C1 находится
непосредственно так, как описано в доказательстве утверждений 1, 2 и
финальной части доказательства теоремы 1.

В противном случае T1 не удовлетворяет условиям хотя бы одного из
свойств 1–3 из доказательства теоремы 1.

Шаг 2. Допустим, что T1 имеет почку x с листьями u, v (т. е. T1 не
удовлетворяет условиям свойства 1).

Если uv ∈ T2, то преобразуем T1 и T2 с помощью обмена, приведённо-
го в доказательстве свойства 1, в деревья T ′

1 и T ′
2, где T ′

1 имеет меньшее
чем T1 число листьев, смежных с почками. Положим T1 := T ′

1, T2 := T ′
2

и перейдём на шаг 1.
Если u, v 6∈ T2, то применим алгоритм Phase_1 к поддереву T1\{u, v},

найдём для него цикл C ′ и построим цикл C1 для T1 из циклов C ′ и
C ′′ = xuv, используя процедуру, описанную в доказательстве леммы 2.

Шаг 3. Найдём в дереве T1 центр v (на самом деле достаточно найти
любую вершину, удовлетворяющую (1)).

Шаг 4. Если n > 7 и ai = 3 для некоторого i (т. е. T1 не удовлетворяет
условиям свойства 3), то применим Phase_1 к поддереву T1 \Ai и найдём
для него цикл C ′. Используя процедуру, описанную в лемме 3, построим
искомый цикл C1 для T1.
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Шаг 5. Найдём такое множество S ⊂ {1, 2, . . . , k}, что
∑
i∈S

ai > 4 и
∑
i6∈S

ai > 4 (оно существует, так как T1 не удовлетворяет условиям свой-

ства 2). Если n = 7, то S можно найти полным перебором. В противном
случае либо a1 > 4 и тогда S = {1}, либо a1 = 2 и S = {1, 2}.

Применяя алгоритм Phase_1 к поддеревьям, индуцированным мно-
жествами

⋃
i∈I

Ai ∪ {v} и
⋃
i6∈I

Ai ∪ {v}, найдём для них циклы C ′ и C ′′ и

построим их этих циклов искомый цикл C1 для T1, используя процеду-
ру, описанную в лемме 2.

Ясно, что время выполнения фазы 1 ограничено сверху временем
выполнения фазы 0.

3. Выполнение фазы 2

После выполнения первой фазы имеем гамильтонов цикл C1 и остов-
ное дерево T2, не пересекающееся с C1. Необходимо найти такой цикл C2,
не пересекающийся с C1, что граф C2 ∪T2 является внешнепланарным с
внешней гранью C2. Мы используем похожую идею, что и в предыдущем
разделе (разбиение T2 на поддеревья), но здесь мы, очевидно, не можем
обмениваться рёбрами между T2 и C1. С другой стороны, мы можем ис-
пользовать тот факт, что запрещённый граф C1 имеет максимальную
степень 2.

Под частичным туром в данном разделе будем понимать либо га-
мильтонов цикл, либо остовный граф, каждая компонента связности
которого является путём. Пусть T — остовное дерево. Говорим, что T
является проходимым, если для любого частичного тура F , не пересека-
ющегося с T , существует такой гамильтонов цикл C, что:

1) F ∩ C = ∅;
2) граф T ∪ C является внешнепланарным с внешней гранью C.
Назовём вершину дерева T вершиной ветвления, если все кроме од-

ного из её соседей являются листьями. Поддерево, индуцированное вер-
шиной ветвления и всеми смежными с ней листьями, назовём ветвью.

Лемма 4. Пусть T — остовное дерево, а B — его ветвь. Если дерево

T ′ = T \ B проходимо, то и T проходимо.

Доказательство. Пусть v — вершина ветвления в B, а v1, v2, . . .,
vt — смежные с ней листья. Рассмотрим произвольный частичный тур
F . Пусть C ′ — гамильтонов цикл для T ′ и F ′, где через F ′ обозначено
ограничение F на множество вершин дерева T ′. Пусть u — сосед v в T , не
являющийся листом. Через w1, w2 обозначим соседей вершины u в цикле
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C ′ (рис. 4). По определению частичного тура, если t > 2, то по крайней
мере одно из рёбер v1w1, v1w2, vtw1, vtw2 не лежит в F . Можно считать,
что vtw1 6∈ F . Рассмотрим четыре случая.

1. Если t > 4, то можно так переупорядочить вершины B \ v, что
vivi+1 6∈ F для всех i = 1, 2, . . . , t − 1. Тогда ребро uw1 удалим из цик-
ла C ′, а вместо него вставим путь uvv1v2 . . . vtw1. Полученный цикл C
удовлетворяет условиям 1)–2).

2. Если t = 3, то можно предположить, что v1v2, v2v3 ∈ F (иначе
поступаем так же, как и в предыдущем случае). Тогда v2u 6∈ F и v1v3 6∈ F ,
так как F является частичным туром. Ребро uw1 удалим из C ′, а путь
uv2vv1v3w1 вставим на его место. Полученный цикл C удовлетворяет
условиям 1)–2).

3. Если t = 2, то можно предположить, что v1v2 ∈ F (иначе поступаем
так же, как и в первом случае). Если uv1 6∈ F , то ребро uw1 в цикле C ′

заменим путём uv1vv2w1. В противном случае uv2, v1w1 6∈ F , так как F —
частичный тур. Тогда ребро uw1 в цикле C ′ заменим путём uv2vv1w1 и
снова получим цикл C, удовлетворяющий условиям 1)–2).

4. Если t = 1 и v1wi 6∈ F для некоторого i = 1, 2 то вставим путь
uvv1wi вместо ребра uwi в цикл C ′. В противном случае имеем uv1 6∈ F
и vwi 6∈ F для некоторого i = 1, 2, и ребро uwi в цикле C ′ заменяется на
путь uv1vwi. Лемма 4 доказана.

C' u

w

w

v

v

v1

2

t

1

2

v

Рис. 4. Шаг индукции в лемме 4

Теперь мы готовы доказать основную теорему настоящего раздела.

Теорема 2. Каждое дерево с не менее чем 5 вершинами является

проходимым.

Доказательство. Допустим, что утверждение теоремы неверно, и
рассмотрим контрпример T с наименьшим числом вершин n > 5. Пусть
F — произвольный частичный тур. Если T является звездой K1,n−1, то
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поскольку n− 1 > 4, её листья можно переупорядочить так, что vivi+1 6∈
F для всех i = 1, 2, . . . , n− 2. Тогда можно взять C = vv1v2 . . . vn−1 в ка-
честве искомого цикла (v является центром звезды). Если T не является
звездой, то в нём есть вершины ветвления. Если в T есть такая ветвь
B, что |T \ B| > 5, то из минимальности T и леммы 4 вытекает, что T
проходимо. Таким образом, для каждой ветви B дерево T \ B содержит
не более 4 вершин. Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что
существует ровно 10 таких деревьев (рис. 5). Рассмотрим каждое из этих
деревьев отдельно (номер каждого случая совпадает с номером дерева
на рис. 5).
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Рис. 5. Деревья без хорошей ветви
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а) Можно считать, что v4v5 ∈ F (в противном случае можно добавить
ветвь B = T ({v1, v2}) к циклу C ′ = v3v4v5 так же, как в лемме 4). Если
v1v5 ∈ F , то v1v4, v2v5 6∈ F по определению частичного тура, и можно
положить C = v1v4v3v5v2. Аналогично, v1v4 6∈ F . Если v2v4 ∈ F , то v2v5 6∈
F , и можно положить C = v2v5v3v4v1. В противном случае положим
C = v1v2v4v3v5.

б) Как и в предыдущем случае, можно предположить, что v4v5, v5v6 ∈
F . Tогда v2v5, v4v6 6∈ F и вершина v1 несмежна в F либо с v4, либо с v6.
Тогда положим C = v1v2v5v3v6v4 или C = v1v2v5v3v4v6 соответственно.

в) Можно считать, что v1v2, v5v6 ∈ F (в противном случае можно
применить процедуру из леммы 4). Тогда в F может быть не более од-
ного ребра, соединяющего множества {v1, v2} и {v5, v6}. Таким образом,
можно предположить, что v1v5, v2v6 6∈ F , и положить C = v1v3v2v6v4v5.

г) Можно считать, что v1v2, v5v6, v6v7 ∈ F и v1v5, v2v6, v5v7 6∈ F . Тогда
цикл C = v1v3v2v6v4v7v5 удовлетворяет условиям 1)–2).

д) Поскольку v1v2, v2v3, v6v7, v7v8 ∈ F , можно положить

C = v1v3v4v2v8v6v5v7.

е) Если v3v5 6∈ F , то ветвь B = T \ {v3, v4, v5}) добавляется к циклу
C ′ = v3v4v5 так же, как в лемме 4. Значит, v3v5 ∈ F . Аналогично v1v3 ∈
F . Тогда v1v5 6∈ F , и можно положить C = v1v2v3v4v5.

ж) Как и в предыдущем случае, v1v3 ∈ F и F должен содержать два
ребра из множества {v3v5, v3v6, v5v6}. Поскольку степень вершины v3 в F
не превосходит 2, можно считать, что v3v5, v5v6 ∈ F . Тогда v1v5, v3v6 6∈ F ,
и можно положить C = v1v2v3v6v4v5.

з) Как и в предыдущем случае, можно считать, что v1v2, v2v4, v4v6,
v6v7 ∈ F . Тогда v1v4, v4v7, v2v6 6∈ F . Поэтому цикл C = v1v3v2v6v5v7v4

удовлетворяет условиям 1)–2).
и) Если v1v4 6∈ F , то ветвь B = T ({v5, v6}) добавляется к циклу

C ′ = v1v2v3v4 так же, как в лемме 4. Значит, v1v4 ∈ F . Аналогично
v4v6 ∈ F . Тогда v1v6, v4v5 6∈ F , и можно положить C = v1v2v3v4v5v6.

к) Как и в случае е), v1v4, v3v6 ∈ F . Если v1v6 6∈ F , то C = v1v2v3v4v5v6.
Иначе, v1v5, v4v6 6∈ F , поэтому цикл C = v1v2v3v4v6v5 удовлетворяет
условиям 1)–2). Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 2 легко превратить в алгоритм для поиска
цикла C2.

Алгоритм Phase_2

Положим T2 := T ∗
2 .
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Шаг 1. Если T2 изоморфно звезде K1,n−1 или одному из деревьев,
показанных на рис. 3, то искомый цикл C2 строится непосредственно,
как описано в доказательстве теоремы 2.

Шаг 2. Если в T2 есть такая ветвь B, что |T2 \ B| > 5, то, приме-
няя алгоритм Phase_1 к дереву T ′

2 = T2 \ B, найдём для него цикл C ′.
Используя процедуру из доказательства леммы 4, построим C2 из C ′.

И снова очевидно, что время работы алгоритма Phase_2 ограничено
сверху временем работы фазы 0.

Таким образом, описание алгоритма Disj_Ham_Cycles полностью за-
вершено, и мы доказали следующую теорему.

Теорема 3. Алгоритм Disj_Ham_Cycles за время O(n2 log n) находит

допустимое решение метрической задачи 2-PSP, чей вес не более чем

вдвое превосходит вес оптимального решения.
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