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ОПТИМАЛЬНЫЕ ОБОБЩЁННЫЕ ГРАФЫ ПЕТЕРСЕНА ∗)

Э. А. Монахова

Аннотация. В качестве модели сетей связи вычислительных си-
стем рассмотрены обобщённые графы Петерсена. Решается задача
оптимизации, состоящая в минимизации диаметра (максимальной
структурной задержки в сети) при заданном числе вершин графа.
Найдено отображение множества оптимальных двумерных цирку-
лянтных сетей в класс обобщённых графов Петерсена, сохраняющее
оптимальность графа. Получены параметры описаний оптимальных
обобщённых графов Петерсена для любого порядка графа. Даётся
аналитическое решение задачи поиска кратчайших путей для полу-
ченных оптимальных графов.
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Введение

Обобщённые графы Петерсена (generalized Petersen graphs) [10, 17, 22]
широко изучаются в теории графов и дискретной математике, находя
приложение как графы химических реакций [8], а также при проектиро-
вании и анализе вычислительных систем (ВС) в качестве базовой осно-
вы структуры сетей связи для мультипроцессорных и мультикластерных
систем и компьютерных сетей [10, 15, 18]. При таком рассмотрении вер-
шинам графа соответствуют процессорные элементы, а рёбрам — линии
связи. Рассматриваемые в данной работе регулярные графы степени три
позволяют увеличить надёжность сети по сравнению с используемыми
в современных инфраструктурах кольцевыми сетями и деревьями, в то
же время сохраняя низкую стоимость сети. Дадим необходимые опреде-
ления.

Обобщённым графом Петерсена P (n, a, b) называется [10, 22] граф с
множеством N = 2n вершин V = V0 ∪ V1, где V0 = {2i | i = 0, n − 1},
V1 = {2i + 1 | i = 0, n − 1}, и множеством рёбер

E = {(2i, 2i + 1), (2i, 2i ± 2a), (2i + 1, 2i + 1 ± 2b) | i = 0, n − 1},
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здесь 2 6 2a 6 2b < N — образующие и номера вершин в E взяты по
mod N . Обобщённые графы Петерсена представляют собой графы, со-
стоящие из внешнего (вершины V0) и внутреннего (вершины V1) колец
с равным числом вершин n, связанных рёбрами. Рёбра, связывающие
вершины 2i и 2i+1, i = 0, n − 1, будем далее считать соответствующими
образующей c = 1. Следует отметить, что в ряде работ ([17, 18, 21, 23] и
др.) под обобщёнными графами Петерсена понимается их частный слу-
чай с a = 1. В [1, 2] эти графы называются двухкольцевыми трехва-
лентными сетями. В [19] рассматриваются графы P (n, a, b) с a > 1, но с
ограничением НОД(n, a) =НОД(n, b) = 1.

Рис. 1. Граф Петерсена P (5, 1, 2) и циркулянт C(5, 1, 2)

Диаметром графа G называется число d(G) = max
i,j∈V

d(i, j), где d(i, j) —

длина кратчайшего пути из вершины i в вершину j. Средним диаметром

(средним расстоянием) графа называется сумма кратчайших расстоя-
ний между всеми парами вершин графа, делённая на число пар вершин,
т. е. d̄ = 1

N(N−1)

∑
ij

d(i, j). Далее графы с минимально возможным диа-

метром при заданных порядке и степени графа называем оптимальны-

ми. Диаметр и средний диаметр графа оценивают соответственно мак-
симальную и среднюю структурные задержки в сетевых топологиях и
влияют также на траффик в сети, пропускную способность, живучесть и
отказоустойчивость сети, поэтому большое внимание при анализе струк-
тур ВС уделяется задаче минимизации этих показателей.

На рис. 1 (слева) показан известный граф Петерсена с 10 вершинами
и диаметром d = 2. Граф Петерсена есть граф P (5, 1, 2).
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При заданном числе вершин в сети существуют различные обобщён-
ные графы Петерсена, отличающиеся по диаметру и среднему диамет-
ру. В [17, 21, 23] исследовался изоморфизм обобщённых графов Петер-
сена, оценивалось число неизоморфных описаний для заданного числа
вершин. В [18, 19] методом полного перебора при поиске наилучших гра-
фов и сравнением оптимальных графов показано, что класс обобщённых
графов Петерсена существенно лучше класса хордальных колец степени
три [10, 22] по ряду показателей, включая диаметр и средний диаметр.
В [21] для ограниченного класса обобщённых графов Петерсена даны
алгоритм вычисления кратчайших путей и полученный на его основе
алгоритм парной маршрутизации. В [1, 2, 11, 22] изучались экстремаль-
ные обобщённые графы Петерсена — графы с максимальным порядком
при заданном диаметре. В работах [1, 22] найдены описания семейства
экстремальных графов с порядком Nd = (2d − 3)2 + 1, минимальным
диаметром d > 4 и образующими 2a = 2(d − 2), 2b = 2(d − 1) [22] и
2a = 2, 2b = 2(2d − 3) [1]. В [11] эти же экстремальные графы получены
как специальное произведение K2 на C2d2+2d+1, d > 1. В [16] с помощью
эволюционного синтеза для обобщённых графов Петерсена эксперимен-
тально получены описания семейств оптимальных графов с минималь-
ным диаметром d > 4 для каждого испытуемого чётного порядка N > 16
на нескольких непрерывных диапазонах изменения порядка. Новые опи-
сания и примеры из [16] представлены в табл. 1.

Т а б л и ц а 1

Обобщённые графы Петерсена с минимальным диаметром

N > 16 Диаметр c 2a 2b

(2d − 5)2 + 3 6 N 6 (2d − 3)2 + 1 d 1 2d − 4 2d − 2

(2d − 3)2 + 3 6 N 6 (2d − 2)2 + 2 d + 1 1 2d − 4 2d − 2

16 ÷ 26 4 1 4 6

28 ÷ 38 5 1 4 6

28 ÷ 50 5 1 6 8

52 ÷ 66 6 1 6 8

52 ÷ 82 6 1 8 10

84 ÷ 102 7 1 8 10

В этой статье теоретически обосновываются и обобщаются для любых
порядков графов полученные с помощью эволюционного синтеза экспе-
риментальные результаты, даются аналитический метод синтеза опти-
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мальных графов P (n, a, b) для любого n и аналитическое решение задачи
поиска кратчайших путей в полученных оптимальных графах.

Для этого требуется установить связь между рассматриваемым клас-
сом графов и циркулянтными графами степени четыре [5, 10, 15]. Пусть
n — число вершин графа, а S = {1 6 a < b < n} — целые числа (об-
разующие). Неориентированный граф C(n, a, b) с множеством вершин
V = {0, 1, . . . , n − 1} и множеством рёбер E = {(i, i ± a(mod n)), (i, i ±
b(mod n)) | i ∈ V } называется циркулянтным графом размерности два.
Графы C(n, a, b) являются подклассом Rs(N, v, g)-графов [4, 5] с чис-
лом классов эквивалентности вершин s = 1, степенью вершин v = 4,
обхватом g = 4 и числом вершин N = n. Графы P (n, a, b) — также под-
класс Rs(N, v, g)-графов с s = 2, v = 3, g 6 8 и N = 2n.

1. Соответствие между графами P (n, a, b) и C(n, a, b)

Введём отображение класса обобщённых графов Петерсена в класс
двумерных циркулянтных графов и рассмотрим вопрос о связности гра-
фов P (n, a, b). Пусть задан граф P (n, a, b), 1 6 a < b < n. Обозначим
через H(P ) граф с множеством вершин V (H) = {0, 1, . . . , n − 1} и мно-
жеством рёбер E(H), получающийся из графа P (n, a, b) при гомомор-
физме ϕ: i → j, где i ∈ V , j = ⌊ i

2⌋ ∈ V (H), и E → E(H) выполня-
ется следующим образом: (2i, 2i + 1) → (j, j), (2i, 2i ± 2a) → (j, j ± a),
(2i + 1, 2i + 1 ± 2b) → (j, j ± b) для любого i = 0, n − 1. Неформально
граф H(P ) получается из графа P (n, a, b) путем слияния в одну верши-
ну двух вершин с номерами 2i, 2i + 1, связанных образующей c = 1,
для каждого i = 0, n − 1 с сохранением при этом инцидентных им рёбер.
В результате H(P ) представляет собой двумерный циркулянтный граф
C(n, a, b) с петлёй в каждой вершине. На рис. 1 справа показан двумер-
ный циркулянт C(5, 1, 2) с петлями, являющийся гомоморфным образом
графа Петерсена при введённом отображении ϕ.

Из рассмотрения условий связности, полученных для Rs(N, v, g)-гра-
фов [4, 5], вытекает как следствие

Теорема 1. Обобщённый граф Петерсена P (n, a, b) связен, если и

только если связен граф H(P ), т. е. НОД(n, a, b) = 1.

В дальнейшем рассматриваются только связные графы P (n, a, b).
Введём обратное отображение. Пусть циркулянтный граф C(n, a, b),
1 6 a < b < n, имеет петлю в каждой вершине. Обозначим через
H(C) граф с множеством вершин V (H) = {0, 1, . . . , 2n − 1} и множе-
ством рёбер E(H), получающийся из графа C(n, a, b) при гомоморфизме
ψ: i → j, где i ∈ V , j ∈ V (H) и j = {2i, 2i + 1}, и E → E(H) выпол-
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няется следующим образом: (i, i) → (2i, 2i + 1), (i, i ± a) → (2i, 2i ± 2a),
(i, i± b) → (2i+1, 2i+1± 2b) для любого i = 0, n − 1. В результате H(C)
представляет собой граф P (n, a, b). Отметим, что возможно отображение
класса двумерных циркулянтов в класс хордальных колец степени три,
которое в данной работе не рассматривается.

Приведём известные результаты для двумерных циркулянтов, кото-
рые будут использоваться далее при построении оптимальных обобщён-
ных графов Петерсена. Получены [3, 24] максимальное число вершин
двумерного циркулянтного графа заданного диаметра d > 0: nd = 2d2 +
2d + 1, а также точная нижняя граница диаметра для двумерных цир-
кулянтов любого порядка n > 4 [6, 13]: D = ⌈(−1 +

√
2n − 1)/2⌉.

Теорема 2 [6, 12]. Для любого n > 4, удовлетворяющего условию

2D2−1 6 n 6 2(D+1)2+1, где D > 1, циркулянтный граф C(n, D, D+1)
достигает точных нижних границ диаметра и среднего диаметра.

Теорема 3 [13]. Для любого n > 6, nD−1 < n 6 nD, где D > 1,

циркулянтный граф C(n, D, D + 1) достигает точной нижней границы

диаметра D.

Аналитические выражения образующих оптимальных графов из тео-
ремы 2 как функций переменной n представлены в [6, 9]. Расширенный
диапазон оптимальности образующих, объединяющий результаты тео-
рем 2 и 3, определяет

Теорема 4 [5]. Для любого n > 6, nD−1 < n 6 2(D + 1)2 + 1, где

D > 1, циркулянтный граф C(n, D, D+1) достигает точной нижней гра-

ницы диаметра, при этом d(C(n, D, D + 1)) = D для nD−1 < n 6 nD,

d(C(n, D, D + 1)) = D + 1 для nD < n 6 2(D + 1)2 + 1.

Пусть A0k = (x0k, y0k) обозначает вектор кратчайшего пути из вер-
шины 0 в вершину k, 0 6 k < n, в циркулянтном графе C(n, a, b). Здесь
|x0k| задаёт число образующих a, |y0k| — образующих b, входящих в крат-
чайший путь из 0 в k, а sgn(x0k) и sgn(y0k) определяют направления
движения в кратчайшем пути по (+) или против (−) соответствующей
образующей. Решение задачи поиска кратчайших путей для оптималь-
ных циркулянтных графов из теоремы 2 получено в [7] и частично в
[14]. Приведём формулы из [7], которые используются при определении
векторов кратчайших путей в циркулянтных графах C(n, D, D+1), опре-
деляемых посредством теоремы 2.

Пусть 0 6 k < n — номер вершины в графе C(n, D, D + 1). Тогда
координаты вектора A0k вычисляются следующим образом:
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при k < k∗

(x0k, y0k) =






(α, β) при β − D 6 α 6 D,
(α + D + 1, β − D) при α < β − D,
(α − (D + 1), β + D) при α > D;

(1)

при k > k∗ (x0k, y0k) = −(x0n−k, y0n−k) и

k∗ =






n − D2 + 1 при nD − 2(D + 1) 6 n 6 nD − (D + 1),
D2 + D + 1 при nD − (D + 1) 6 n 6 nD,
n − D2 − D при nD 6 n 6 nD + D + 1,
D2 + 2(D + 1) при nD + D + 1 6 n 6 nD + 2(D + 1),

β = k mod D, α = ⌊k/D⌋ − β при k < k∗, β = (n − k) mod D,
α = ⌊(n − k)/D⌋ − β при k > k∗.

Отметим, что реализация графов, описываемых теоремами 2–4, на
современной элементной базе предложена в качестве основы топологии
при проектировании сетей для будущих суперкомпьютеров с массовым
параллелизмом [9, 20].

2. Построение оптимальных обобщённых графов Петерсена

Рассмотрим графы P (n, a, b). В общем случае графы P (n, a, b) не яв-
ляются дистанционно-регулярными и дистанционно-транзитивными. На-
пример, в графе P (9, 1, 2) диаметра 4 на расстояниях 1, 2, 3 и 4 от вер-
шины 0 находится соответственно 3, 6, 6 и 2 вершины, а от вершины 1 –
3, 6, 8 и 0 вершин. Однако в графе P (n, a, b) существует автоморфизм,
который действует транзитивно на циклах, порождаемых вершинами V0

и V1. В силу этого диаметр обобщённых графов Петерсена равен

d = max{max
j∈V

d(0, j), max
j∈V

d(1, j)}.

Обозначим через i −→ j путь из вершины i в вершину j, i 6= j, в графе
P (n, a, b). Кратчайший путь из i в j эквивалентен (одинаков по количе-
ству и знакам содержащихся в них образующих и порядку их прохожде-
ния) следующим путям:

i −→ j ≡
{

0 −→ j − i (mod N), если i ∈ V0,
1 −→ j − i + 1 (mod N), если i ∈ V1.

(2)

Определим верхние оценки длины кратчайших путей в графах P (n, a, b).
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Лемма 1. Пусть диаметр циркулянтного графа C(n, a, b) равен D,

D > 1. Тогда в графе P (n, a, b), полученном из графа C(n, a, b) при го-

моморфизме ψ, имеем d(i, j) 6 D+1, если i ∈ V0 и j ∈ V1; d(i, j) 6 D+2,

если i, j ∈ V0 или i, j ∈ V1.

Доказательство. Пусть обобщённый граф Петерсена P (n, a, b) по-
лучен из графа C(n, a, b) при гомоморфизме ψ, и пусть A0k = (x0k, y0k),
0 6 k < n, — векторы кратчайших путей из вершины 0 в вершины
k в циркулянтном графе C(n, a, b). В (3) представлены пути в графе
P (n, a, b), использующие векторы A0k, 0 6 k < n. Слева указаны началь-
ная и конечная вершины путей, справа в квадратных скобках — сами
пути, сгруппированные по образующим графа P (n, a, b), и порядок про-
хождения образующих выбран так, чтобы минимизировать число вхож-
дений образующих c и −c:






0 −→ 2k : [x0k ∗ 2a + c + y0k ∗ 2b + (−c)], (3a)
0 −→ 2k + 1 : [x0k ∗ 2a + c + y0k ∗ 2b], (3b)
1 −→ 2k : [y0k ∗ 2b + (−c) + x0k ∗ 2a], (3c)
1 −→ 2k + 1 : [y0k ∗ 2b + (−c) + x0k ∗ 2a + c]. (3d)

(3)

Если при этом y0k = 0 или x0k = 0, то путь (3a) или (3d) соответственно
не содержит также образующих c и −c. Чтобы добраться из вершины 0 в
вершину j ∈ V1 в графе P (n, a, b), требуется самое большее один допол-
нительный шаг по образующей c по сравнению с соответствующим крат-
чайшим путём в графе C(n, a, b). Таким образом, max

j∈V1

d(0, j) 6 D+1. Ана-

логично, max
j∈V0

d(1, j) 6 D + 1. Любой кратчайший путь в графе P (n, a, b)

из вершины 0 в вершину j ∈ V0 (или из вершины 1 в вершину j ∈ V1) тре-
бует самое большее два дополнительных шага по образующей c (один —
в прямом, другой — в обратном направлениях) по сравнению с соответ-
ствующим кратчайшим путём в графе C(n, a, b). Лемма 1 доказана.

Перейдём к построению оптимальных обобщённых графов Петерсе-
на, т. е. графов с минимальным диаметром при заданном числе вершин.

Теорема 5. Для любого n > 7, ((2d−5)2+1)/2 < n 6 2(d−1)2+1, где

d > 3, граф P (n, d−2, d−1) оптимален. При этом d(P (n, d−2, d−1)) = d
для ((2d − 5)2 + 1)/2 < n 6 ((2d − 3)2 + 1)/2, d(P (n, d − 2, d − 1)) = d + 1
для ((2d − 3)2 + 1)/2 < n 6 2(d − 1)2 + 1.

Доказательство. Каждому оптимальному графу C(n, D, D + 1),
D > 1, n > 6, из теоремы 4 сопоставим обобщённый граф Петерсена
P (n, D, D + 1), соответствующий ему при гомоморфизме ψ. Исследуем,
как изменятся расстояния между вершинами в полученном графе по
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сравнению с исходным графом и сохранится ли при этом свойство оп-
тимальности графа. В силу леммы 1 любой кратчайший путь между
двумя вершинами в графе P (n, D, D + 1) требует самое большее два
дополнительных шага по сравнению с соответствующим кратчайшим
путём, вычисленным в графе C(n, D, D + 1). Таким образом, для гра-
фа P (n, D, D +1) имеются следующие оценки на его диаметр: d 6 D +2,
когда nD−1 < n 6 nD, и d 6 D + 3, когда nD < n 6 2(D + 1)2 + 1. По-
кажем, что имеет место равенство при любом n > 7 (при n = 7 диаметр
графа P (7, 2, 3) равен D + 1). Для этого достаточно показать, что для
каждого n > 7 в графе C(n, D, D + 1) найдётся вершина с номером i,
расположенная от 0 на расстоянии, равном диаметру, такая, что в графе
P (n, D, D+1) будет d(0, 2i) = D+2 при nD−1 < n 6 nD и d(0, 2i) = D+3
при nD < n 6 2(D + 1)2 + 1.

1. Пусть
nD−1 < n 6 nD.

Тогда диаметр графа C(n, D, D+1) равен D. Искомая вершина i должна
иметь d(0, i) = D и удовлетворять условию i /∈ Ω, где

Ω = {D2, (D + 1)D, n − D2, n − (D + 1)D},

иначе в графе P (n, D, D + 1) имеем d(0, 2i) 6 D + 1. Возьмём вершину

i =

{
D/2 при D чётном,
(3D + 1)/2 при D нечётном.

(4)

Используя формулы (1) для расчёта кратчайших путей, получим i =
−D

2 D+ D
2 (D+1) при D чётном, i = −D−1

2 D+ D+1
2 (D+1) при D нечётном

и d(0, i) = D. Таким образом, для nD−1 < n 6 nD, D > 1, n > 7,
искомая вершина равна (4), и в графе P (n, D, D + 1) для вершины 2i
имеем d(0, 2i) = D+2. При D > 1 и n > 7 исключение составляют только
два графа, для которых i ∈ Ω. Это — граф C(14, 3, 4), для которого
i = n − D2, и граф C(17, 3, 4), для которого i = n − (D + 1)D. Для них
имеем также d(P (14, 3, 4)) = d(P (17, 3, 4)) = 5 = D + 2.

2. Пусть
nD < n 6 2(D + 1)2 + 1.

Тогда диаметр графа C(n, D, D + 1) равен D + 1. Искомая вершина i
должна иметь d(0, i) = D + 1 и удовлетворять условию i /∈ Θ, где

Θ = {(D + 1)D, (D + 2)D, n − (D + 1)D, n − (D + 2)D},
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иначе в графе P (n, D, D + 1) будет d(0, 2i) 6 D + 2. Возьмём вершину

i = D2 + D + 1. (5)

Используя формулы (1) для расчёта кратчайших путей, получим d(0, i) =
D + 1. Имеем i = n − (D + 2)D при n = 2D2 + 3D + 1. Таким образом,
для nD < n 6 2(D + 1)2 + 1, n 6= 2D2 + 3D + 1, D > 1, искомая вершина
равна (5). Для n = 2D2 + 3D + 1, D > 2, в качестве искомой вершины
возьмём i = D2 + D + 2. Действительно, i /∈ Θ и d(0, i) = D + 1, так как
i = (D − 1)D + 2(D + 1). Таким образом, для указанных значений i в
графе P (n, D, D + 1) имеем d(0, 2i) = D + 3. Для D = 2 и n = 15 также
d(P (15, 2, 3)) = 5 = D + 3.

Из теоремы 4 и найденных диаметров графов P (n, D, D +1) следует:
для любого nd−3 < n 6 2(d− 1)2 + 1, d > 3, n > 7, граф P (n, d− 2, d− 1)
оптимален, при этом d(P (n, d − 2, d − 1)) = d для nd−3 < n 6 nd−2,
d(P (n, d − 2, d − 1)) = d + 1 для nd−2 < n 6 2(d − 1)2 + 1. Замена nd−2 и
nd−3 их значениями завершает доказательство. Теорема 5 доказана.

Следствие 1. Точная нижняя граница диаметра для обобщённых

графов Петерсена P (n, a, b) любого порядка N = 2n, где n > 7, равна

⌈(
√

N − 1 + 3)/2⌉.
Для оптимальных сетей, полученных в теореме 5, найдём описание,

при котором образующие выражены в виде функций от n.

Теорема 6. Для каждого n > 9 существует оптимальный граф

P (n, a, b), где a = ⌈
√

(n − 1)/2⌉ − 1, b = ⌈
√

(n − 1)/2⌉.
Доказательство. Используем оптимальное описание, найденное в

теореме 5. Получение значения для образующей b очевидно. Получим
значение для образующей a. Из теоремы 5 при d > 3 и n > 9 имеем
nd−3 < 2(d−2)2+1 < n 6 2(d−1)2+1. Отсюда d−2 <

√
(n − 1)/2 6 d−1,

т. е. d = ⌈
√

(n − 1)/2⌉ + 1. Теорема 6 доказана.

Таким образом, аналитически получены для любого порядка графа
оптимальные обобщённые графы Петерсена, которые, кроме того, обла-
дают свойством сохранения параметров оптимального описания на боль-
ших диапазонах изменения N . Отметим, что в [18, 19] при поиске опти-
мальных графов в классе обобщённых графов Петерсена использован
метод полного перебора, который в силу ограниченности области рас-
сматриваемых обобщённых графов Петерсена не всегда даёт наилучшие
решения. Например, в [18,19] наилучшие возможные графы при n = 24
и n = 40 имеют диаметры 6 и 7 соответственно. Из теоремы 5 при этих
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же значениях n получены оптимальные графы P (24, 3, 4) диаметра 5 и
P (40, 4, 5) диаметра 6.

3. Решение задачи поиска кратчайших путей по описанию
графа

В [21] предложены решение задачи поиска кратчайших путей и алго-
ритм парной маршрутизации для обобщённых графов Петерсена. Но при
этом рассмотрен только подкласс обобщённых графов Петерсена с силь-
ным ограничением a = 1 и НОД(b, n) = 1. Для найденных оптимальных
графов решение, данное в [21], не подходит.

Решение задачи поиска кратчайших путей для полученных опти-
мальных обобщённых графов Петерсена упрощается, поскольку можно
использовать с небольшой модификацией аналитический метод и фор-
мулы (1), предложенные для расчёта кратчайших путей по описанию
графа в оптимальных двумерных циркулянтных сетях [7].

Итак, пусть дан оптимальный граф P (n, D, D + 1), полученный из
графа C(n, D, D + 1) при гомоморфизме ψ, где

2D2 − 1 6 n 6 2(D + 1)2 + 1, D > 1, n > 7.

Чтобы определить кратчайший путь (или близкий к кратчайшему) из
вершины i в вершину j, i 6= j, i, j ∈ {0, . . . , 2n− 1}, графа P (n, D, D +1),
достаточно последовательно применить (2), (3) и (1), и получим

Алгоритм поиска кратчайшего пути

Шаг 1. Используя свойство (2) графов P (n, D, D + 1), определить
для вершин i и j, какому из двух путей эквивалентен путь i −→ j.

Шаг 2. Учитывая принадлежность i и j множествам V0 и V1, опре-
делить k — номер вершины в графе C(n, D, D + 1):

k =






⌊ j−i
2 ⌋(mod n), если i ∈ V0, j ∈ V1,

⌈ j−i
2 ⌉(mod n), если i ∈ V1, j ∈ V0,

j−i
2 (mod n) в остальных случаях.

Шаг 3. По формулам (1) для найденного k определить A0k = (x0k,
y0k) — вектор кратчайшего пути из 0 в вершину k в графе C(n, D, D+1).

Шаг 4. Подставить в правую часть соотношений (3) найденные зна-
чения x0k и y0k и получить искомый путь: при i ∈ V0 и j ∈ V0 — путь
(3a), при i ∈ V0 и j ∈ V1 — путь (3b), при i ∈ V1 и j ∈ V0 — путь (3c), при
i ∈ V1 и j ∈ V1 — путь (3d).
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Определим, как часто найденный путь может отличаться от кратчай-
шего пути в графе P (n, D, D+1). Для этого рассмотрим геометрическую
модель соответствующего графа C(n, D, D + 1) (подробнее см. в [6, 5]).
Граф C(n, D, D+1) конструируется на плоскости Z

2 в виде ромбоподоб-
ной конфигурации из единичных квадратов целочисленной решетки, где
каждая точка решетки (x, y) помечена числом k = xD+y(D+1)(mod n),
0 6 k < n — номер вершины графа. Все отметки вершин 0 6 k < n
повторяются на плоскости бесконечное число раз, образуя плотную упа-
ковку ромбоподобных конфигураций из единичных квадратов. На рис. 2
показано, как из ромба с числом вершин n = nD (обозначен сплошной
линией) получаются все оптимальные конфигурации с числом вершин
2D2 − 1 6 n 6 2(D + 1)2 + 1 путём наращивания (рис. 2а) и сокраще-
ния (рис. 2б) клеток (вершин) на последнем ярусе. Все вершины графа
C(n, D, D + 1) диаметра

d =

{
D при 2D2 − 1 6 n 6 nD,
D + 1 при nD < n 6 2(D + 1)2 + 1

расположены внутри ромба Rd = {(x, y) | |x|+ |y| 6 d}, причём ярусы от
0 до d−1 полностью заполнены и среди номеров вершин, расположенных
на этих ярусах, нет одинаковых. В силу указанных свойств для вершин
0 6 k < n графа C(n, D, D + 1) диаметра d имеем следующее.

Рис. 2. Геометрическая модель графов C(n,D,D + 1)

1. Если d(0, k) 6 d−2, то алгоритм находит кратчайший путь в графе
P (n, D, D + 1).
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2. Если d(0, k) = d − 1 и существует дополнительный путь из 0 в k
длины d, состоящий из образующих одного вида, то в графе P (n, D, D+1)
может существовать путь на шаг короче, чем найденный по алгоритму.

3. Если d(0, k) = d и существует дополнительный путь из 0 в k дли-
ны d (или d + 1), состоящий из образующих одного вида, то в графе
P (n, D, D + 1) может существовать путь на два шага (или один шаг)
короче, чем найденный по алгоритму.

На рис. 2 видно, что в графе C(n, D, D+1) любого диаметра не более
(а практически всегда меньше) восьми вершин

k ∈ {dD, (d + 1)D, d(D + 1), (d + 1)(D + 1), n − dD,

n − (d + 1)D, n − d(D + 1), n − (d + 1)(D + 1)}

могут дать более короткий путь в графе P (n, D, D + 1). Таким образом,
для предложенного алгоритма отношение путей, отличных от кратчай-
шего, к общему числу вычисляемых путей имеет порядок O(1/n).

Найденное решение задачи поиска кратчайших путей в обобщённых
графах Петерсена позволяет построить по аналогии с циркулянтными
графами (см., например, [5]) динамический алгоритм парной маршрути-
зации для рассмотренных графов. Таким образом, полученные аналити-
чески оптимальные обобщённые графы Петерсена, используемые в ка-
честве сетей связи вычислительных систем, будут обеспечивать наилуч-
шие показатели живучести, отказоустойчивости и пропускной способно-
сти сети при любом числе процессоров, что определяется достигнутым
минимумом диаметра сети, а также простой и эффективный алгоритм
парной маршрутизации.
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