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Аннотация. Рассматривается задача размещения на путевом гра-
фе в случае одинаковых производственных мощностей предприя-
тий. Ранее построен точный алгоритм, решающий задачу за время
O(m5n2 + m3n3), где m и n — число предприятий и пунктов спро-
са соответственно. Предлагается модификация этого алгоритма с
меньшей на порядок по обоим параметрам временно́й сложностью
O(m4n2).
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Введение

Задачи размещения составляют один из наиболее актуальных и ши-
роких разделов исследования операций [19]. Их математический анализ
в большинстве случаев приводит к рассмотрению труднорешаемых за-
дач дискретной оптимизации [8]. Значительные успехи в этой области
к настоящему времени достигнуты в исследовании задач размещения с
неограниченными производственными мощностями (объёмами производ-
ства) (Uncapacitated Facility Location Problem, UFLP) [1–7, 9–17, 21–23].

Данная статья посвящена рассмотрению одного из подкласссов зада-
чи размещения с ограничениями на производственные мощности пред-
приятий (Capacitated Facility Location Problem, CFLP). Пусть F = {i1,
. . . , im} — множество возможных пунктов размещения производства неко-
торого продукта, C = {j1, . . . , jn} — множество пунктов потребления дан-
ного продукта. Тогда задача размещения предприятий с ограниченными
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производственными мощностями имеет следующую математическую по-
становку:

C(S, x) =
∑

i∈S

fi +
∑

i∈S

∑

j∈C

cijxij → min
(S⊆F , x)

, (1)

∑

i∈S

xij = bj, j ∈ C, (2)

∑

j∈C

xij 6 ai, i ∈ F , (3)

xij > 0 целые, i ∈ F , j ∈ C, (4)

где S ⊆ F — искомый набор открываемых пунктов производства (пред-
приятий); fi — стоимость открытия предприятия в пункте i; ai — произ-
водственная мощность предприятия i; bj — объём потребляемого пунк-
том спроса j (клиентом j) продукта; cij — стоимость доставки единицы
продукции от возможного пункта производства i к клиенту j; xij — ис-
комый объём продукта, поставляемого предприятием i клиенту j. Необ-
ходимо выбрать множество открываемых предприятий S и определить
план перевозок x = (xij) таким образом, чтобы удовлетворить спрос
каждого пункта потребления и минимизировать общие затраты на от-
крытие предприятий и доставку продукта. Допустимое решение задачи
с множеством S и величинами x = (xij) будем обозначать через (S, x).

Задача размещения производства является NP-трудной даже без огра-
ничения на объёмы производства [13, 19]. Тем более для задачи с ограни-
чениями (CFLP) актуальны исследования по построению приближённых
полиномиальных алгоритмов с оценками качества и поиску специальных
подклассов задач, когда возможно построение точных полиномиальных
или псевдополиномиальных алгоритмов.

В практических приложениях довольно часто множества F и C явля-
ются множествами точек некоторого метрического пространства. Класс
таких задач называется метрическим, и для него построен ряд полиноми-
альных (или псевдополиномиальных) алгоритмов, как точных [1, 2, 4–7],
так и приближённых [3, 12, 16, 17, 20, 24].

Метрический вариант CFLP включает в себя достаточно важный се-
тевой класс задач, когда стоимость обслуживания cij задаётся длиной
кратчайшего пути между вершинами i и j в связном графе G = (V,E),
V = F∪C, с неотрицательными длинами рёбер dij между любыми двумя
вершинами i, j ∈ V . В таком случае входные данные к задаче содержат
значения длин всех рёбер dij .



Полиномиальный алгоритм решения задачи размещения на цепи 5Полиномиальный алгоритм решения задачи размещения на цепи 5Полиномиальный алгоритм решения задачи размещения на цепи 5

Сетевая задача CFLP также является NP-трудной, поскольку содер-
жит в качестве подзадачи вариант задачи о рюкзаке (достаточно рас-
смотреть случай, когда все рёбра графа имеют нулевую длину). В част-
ности, CFLP является NP-трудной и на путевом графе.

В данной работе мы рассматриваем специальный подкласс CFLP
на путевом графе, когда мощности всех предприятий равны между со-
бой, т. е. ai = a, i ∈ F (Uniform Capacitated Facility Location Problem,
UCFLP). Для этого подкласса в [10] предложен точный алгоритм A ре-
шения задачи за время O(m5n2 + m3n3). В разд. 1 данной статьи при-
ведены основные определения, в разд. 2 — основные утверждения и их
обоснование. В разд. 3 представлено описание модификации Ã алгоритма
точного решения задачи UCFLP на путевом графе. В разд. 4 показано,
что временна́я сложность этого алгоритма меньше на порядок (по срав-
нению с алгоритмом A) как по числу пунктов производства, так и по
числу потребителей, а именно, она равна O(m4n2).

1. Основные определения

Без ограничения общности будем представлять сформулированную
выше задачу UCFLP как задачу на прямой. Другими словами, можно
полагать, что множества F = {i1, . . . , im} и C = {j1, . . . , jn} представля-
ют собой множества точек некоторой прямой, причём i1 6 i2 6 . . . 6 im
и j1 6 j2 6 ... 6 jn. Стоимость обслуживания cij (i ∈ F , j ∈ C) в таком
случае определяется расстоянием между точками i и j на прямой.

Для любых i′ 6 i′′ множество σ ⊆ F будем называть сегментом

предприятий и писать σ = [i′, i′′], если σ = {i′, . . . , i′′}. Аналогично для
любых j′ 6 j′′ множество τ ⊆ C будем называть сегментом клиентов и
писать τ = [j′, j′′], если τ = {j′, . . . , j′′}.

Пусть (S, x) – допустимое решение задачи (1)–(4). Будем говорить,
что i ∈ F обслуживает клиента j ∈ C, если xij > 0. Пункт производства
i ∈ F будем называть насыщенным , если

∑
j∈C

xij = a, и ненасыщенным,

если 0 <
∑
j∈C

xij < a. Отметим, что насыщенные и ненасыщенные пункты

производства обязательно должны быть открытыми.
Для обоснования предлагаемого в данной статье алгоритма реше-

ния задачи нам понадобится доказать ряд утверждений, анонсирован-
ных в [10].
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2. Основные утверждения

В этом разделе будет показано, что множество всех оптимальных ре-
шений задачи UCFLP на прямой содержит специальные решения, удо-
влетворяющие некоторым свойствам, благодаря которым эти специаль-
ные решения могут быть построены с помощью полиномиального алго-
ритма.

Далее будем рассматривать только те задачи, для которых выпол-
нено неравенство

∑
j∈C

bj 6 ma, поскольку в противном случае суммарной

мощности всех заводов не хватит для удовлетворения общего спроса кли-
ентов и задача не имеет решения.

Рассмотрим произвольный вход I задачи UCFLP на прямой. В даль-
нейшем будет удобно представлять себе множества пунктов производ-
ства и клиентов как множества точек, лежащих на двух параллельных
копиях исходной прямой. На всех последующих рисунках верхней пря-
мой будет соответствовать множество F , а нижней — множество C. По-
рядок точек на каждой из прямых совпадает с порядком на исходной
(рис. 1).

Рис. 1. Возможные пункты производства представлены квадратами на
верхней прямой, пункты потребления — кругами на нижней

Рис. 2. Проведённое пунктиром ребро означает, что пункт производства i
обслуживает пункт потребления j

Каждому возможному решению (S, x) задачи со входом I сопоставим
двудольный граф, в котором между вершинами i ∈ F и j ∈ C существует
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ребро, если и только если xij > 0, т. е. пункт потребления i обслуживает
клиента j (рис. 2).

Обозначим произвольную индивидуальную задачу UCFLP на прямой
через P (I).

Лемма 1. Задача P (I) имеет оптимальное решение (S, x), удовле-
творяющее свойству

(10) для любых i′, i′′ ∈ F и j′, j′′ ∈ C таких, что i′ < i′′ и j′ < j′′, либо
xi′j′′ = 0, либо xi′′j′ = 0.

Доказательство. В терминах графов докажем, что найдётся опти-
мальное решение задачи P (I), для которого соответствующий двудоль-
ный граф не имеет пересекающихся рёбер (является планарным) (рис. 3).

Рис. 3. Решение удовлетворяет свойству (10)

Для начала отметим, что для любых i′, i′′ ∈ F и j′, j′′ ∈ C таких, что
i′ < i′′ и j′ < j′′, верно

ci′j′′ + ci′′j′ > ci′j′ + ci′′j′′ . (5)

Это неравенство может быть легко доказано проверкой трёх возможных
случаев: i′ < i′′ < j′ < j′′, i′ < j′ < i′′ < j′′ и j′ < i′ < i′′ < j′′.

Предположим противное. Пусть для задачи P (I) не существует оп-
тимального решения, удовлетворяющего (10). Выберем произвольное оп-
тимальное решение (S, x) задачи. Четвёрку (i′, i′′; j′, j′′) назовём пересе-

кающейся , если xi′j′′ > 0, xi′′j′ > 0. Пару (i, j) назовём дефектной, если
найдётся пересекающаяся четверка (i′, i; j′, j) для некоторых i′ < i и
j′ < j. Отметим, что пара (i′, j′) не является дефектной. Также заметим,
что если i′ < i′′, j′ < j′′ и пары (i′, j′′), (i′′, j′) являются дефектными,
то пара (i′′, j′′) также является дефектной. Таким образом, множество
всех дефектных пар содержит самую правую пару (i, j) такую, что для
любой другой дефектной пары (i′, j′) выполняется i′ 6 i и j′ 6 j. Соот-
ветствующее число k = i+ j назовём индексом решения (S, x).

Пусть (S, x) — оптимальное решение P (I) с минимальным индексом.
Для каждой пересекающейся четвёрки (i′, i; j′, j) решения (S, x) продела-
ем ряд преобразований, в результате которых получим новое допустимое
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решение задачи. А именно, определим новое решение (S, x) следующим
образом:

xi′j′ = xi′j′ + min{xi′j′′ , xi′′j′},
xi′′j′′ = xi′′j′′ + min{xi′j′′ , xi′′j′},
xi′j′′ = xi′j′′ − min{xi′j′′ , xi′′j′},
xi′′j′ = xi′′j′ − min{xi′j′′ , xi′′j′},
xij = xij

для всех i 6= i′, i′′ и j 6= j′, j′′. По построению новое решение (S, x) являет-
ся допустимым, и в силу (5) значение целевой функции на этом решении
не превышает значения целевой функции для (S, x). Более того, четвёрка
(i′, i; j′, j) не является пересекающейся в решении (S, x). Таким образом,
проделав подобные преобразования для всех пересекающихся четвёрок
оптимального решения (S, x) вида (i′, i; j′, j), мы получим новое допусти-
мое решение (S, x∗), которое также является оптимальным и в котором
пара (i, j) не является дефектной. Следовательно, либо в решении (S, x∗)
больше нет дефектных пар и поэтому оно удовлетворяет свойству (10),
либо индекс решения (S, x∗) строго меньше индекса (S, x). В обоих слу-
чаях получаем противоречие со сделанными предположениями. Лемма 1
доказана.

Следующая лемма непосредственно следует из предыдущей и при
этом описывает структуру возможного решения, удовлетворяющего свой-
ству (10).

Лемма 2. Пусть (S, x) — допустимое решение задачи P (I), удовле-
творяющее свойству (10). Тогда

(i) для любых j′, j′′, j′′′ ∈ C таких, что j′ < j′′ < j′′′ и i ∈ F , если
xij′ > 0 и xij′′′ > 0, то xij′′ = dj′′ ;

(ii) для любого сегмента предприятий σ ⊆ F множество клиентов,
обслуживаемых пунктами производства из σ, является сегментом (будем
называть его сегментом, обслуживаемым σ);

(iii) для любых непересекающихся сегментов предприятий σ1 и σ2 сег-
менты клиентов, обслуживаемые σ1 и σ2, имеют не более одного общего
клиента.

Пусть (S, x) — некоторое допустимое решение задачи P (I). Будем
называть сегмент предприятий σ простым, если он содержит открытые
пункты производства и максимум одно из них является ненасыщенным.
Два открытых пункта производства i1, i2 ∈ F , i1 6 i2, будем называть
соседними, если сегмент [i1 + 1, i2 − 1] не содержит открытых пунктов
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производства. Также будем говорить, что открытые пункты производ-
ства i1, i2 являются смежными, если сегменты клиентов, обслуживае-
мые пунктами i1 и i2, имеют общего клиента, и несмежными — в про-
тивном случае.

Следующая лемма является центральным утверждением этого раз-
дела статьи.

Лемма 3. Любая задача P (I) имеет оптимальное решение, удовле-
творяющее свойствам (10) и (20): для любых ненасыщенных пунктов про-
изводства i′ и i′′ сегмент предприятий [i′, i′′] содержит открытые пред-
приятия i∗ и i∗∗, которые являются соседними и несмежными.

Доказательство. В терминах графов данное утверждение форму-
лируется так. Задача P (I) имеет оптимальное решение (S, x), для ко-
торого соответствующий двудольный граф является планарным (свой-
ство (10)) и любые два ненасыщенных пункта производства лежат в раз-
ных компонентах связности данного графа (свойство (20)).

Предположим противное. Пусть (S, x) — оптимальное решение зада-
чи P (I) такое, что выполнено свойство (10), а число пар ненасыщенных
пунктов производства, не удовлетворяющих свойству (20), минимально.
Пусть i′, i′′, i′ < i′′, — одна из таких пар. Без ограничения общности
можно полагать, что сегмент [i′ + 1, i′′ − 1] не содержит ненасыщенных
пунктов производства.

Положим w′ = a−
n∑

j=1
xi′j и w′′ = a−

n∑
j=1

xi′′j. Заметим, что 0 < w′ < a

и 0 < w′′ < a.

Рис. 4

Обозначим через {i1, . . . , ik}, где i′ = i1 < i2 < . . . < ik = i′′, множе-
ство открытых пунктов производства сегмента [i′, i′′] таких, что каждый
пункт производства it, 2 6 t < k, обслуживает не менее двух клиентов.
В случае k = 2 в силу предположения существует клиент, обслуживае-
мый i1 и i2. Напомним, что пункты производства it являются насыщен-
ными для всех t = 2, . . . , k − 1.
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Для всех значений t = 1, . . . , k − 1 обозначим через jt ∈ C клиен-
та, которого одновременно обслуживают пункты производства it и it+1.
В силу леммы 2 имеем j1 < . . . < jk−1.

Отметим, что P = (i1, j1, . . . , jk−1, ik) образует путь между вершина-
ми i1 и ik в графе, соответствующем решению (S, x) (рис. 4).

Для t = 2, . . . , k−1 положим xitjt−1(ε) = xitjt−1 − ε, xitjt(ε) = xitjt + ε.
А также xi1j1(ε) = xi1j1 + ε, xikjk−1

(ε) = xikjk−1
− ε и xij(ε) = xij для всех

оставшихся пар i и j. Определим

ε1 = min{ min
t∈{2,...,k−1}

xitjt−1, xikjk−1
, w′},

ε2 = −min{ min
t∈{2,...,k−1}

xitjt, xi1j1, w
′′}.

По построению решение (S, x(ε)) является допустимым и удовлетво-
ряет свойству (10) для всех значений ε ∈ [ε2, ε1].

Так как целевая функция задачи линейно зависит от ε, то стоимость
одного из решений (S, x(ε1)) или (S, x(ε2)) не превышает стоимости реше-
ния (S, x). В силу свойства (10) в графе (S, x) путь P является единствен-
ным, соединяющим вершины i1 и ik. Это означает, что графы, соответ-
ствующие решениям (S, x(ε1)) и (S, x(ε2)), удовлетворяют следующему
свойству: или вершины i1 и ik лежат в разных компонентах связности,
или одна из них является насыщенной. Таким образом, для обоих гра-
фов число пар ненасыщенных пунктов производства, соединённых путём
(или, что то же самое, не удовлетворяющих (20)), уменьшается по край-
ней мере на одну, что противоречит выбору решения (S, x). Лемма 3
доказана.

Рис. 5. Графическое представление решения задачи, удовлетворяющего
свойствам (10) и (20)

Лемма 4. Если оптимальное решение задачи P (I) удовлетворяет
свойствам (10) и (20), то множество возможных пунктов производства F
представляет собой объединение непересекающихся простых сегментов
предприятий, никакие два из которых не имеют общего клиента (рис. 5).

Доказательство. Непосредственное следствие из леммы 3.
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3. Описание алгоритма Ã

В данном разделе воспользуемся доказанными выше утверждениями
о существовании оптимального решения специального вида и построим
полиномиальный алгоритм решения задачи UCFLP на прямой.

С целью упрощения выкладок вместо F = {i1, . . . , im}, C = {j1, . . . , jn}
будем работать с номерами предприятий и клиентов, т. е. считаем, что
F = {1, . . . ,m}, C = {1, . . . , n}.

Обозначим через R(i, j) стоимость оптимального решения, удовлетво-
ряющего свойствам (10) и (20), в подзадаче, когда множество заводов —
это {1, . . . , i}, а множество клиентов — {1, . . . , j}; положим R(0, 0) = 0.

Из леммы 3 следует, что R(m,n) = C(S∗, x∗), где (S∗, x∗) — опти-
мальное решение исходной задачи.

Пусть Qi′,i′′(j
′, j′′) – оптимум решения в подзадаче с множествами

заводов [i′, i′′] и клиентов [j′, j′′], удовлетворяющий свойству (10), и при
этом сегмент предприятий [i′, i′′] является простым, т. е. содержит не
более одного ненасыщенного пункта производства. Тогда в силу лем-
мы 4 справедлива рекуррентная формула для вычисления R(i, j) для
всех i = 1,m и j = 1, n:

R(i, j) = min
i′,j′

{R(i′ − 1, j′ − 1) +Qi′,i(j
′, j) : i′ = 1, i, j′ = 1, j}. (6)

Таким образом, для определения R(i, j) достаточно найти значения
всех величин Qi′,i′′(j

′, j′′). Уменьшение на порядок трудоёмкости алго-
ритма решения сетевой задачи UCFLP, по сравнению с описанным в [10],
достигается именно за счёт более быстрого метода подсчёта данных ве-
личин. Дальнейшее изложение посвящено описанию этого метода.

Всюду далее величину
j′′∑

j=j′
bj будем называть совокупным спросом

сегмента клиентов [j′, j′′].
Введём дополнительные обозначения:

Bj =
j∑

k=1

bk — совокупный спрос сегмента клиентов [1, j], j = 1, n;

Cij =
j∑

k=1

cikbk — транспортные расходы, связанные с удовлетворени-

ем i-м предприятием совокупного спроса [1, j]; Ci0 = 0;
r = ⌈(Bj′′ −Bj′−1)/a⌉ — число открываемых предприятий в сегменте

[i′, i′′] для удовлетворения совокупного спроса сегмента [j′, j′′] при усло-
вии, что [i′, i′′] является простым сегментом.
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Фактически нам необходимо определить, какое предприятие из сег-
мента [i′, i′′] будет являться ненасыщенным. Оставшиеся открытые пред-
приятия (их число равно r− 1) будут насыщенными, т. е. каждое из них
будет производить продукт в максимальном объёме a. Для наглядности

удобно рассмотреть отрезок прямой длины
j′′∑

j=j′
bj, который соответствует

совокупному спросу сегмента [j′, j′′]. Наша задача — покрыть его набо-
ром отрезков, состоящим из (r− 1)-го отрезка длины a и одного отрезка

длины
j′′∑

j=j′
bj−(r−1)a. Таким образом, «передвигая» по участку совокуп-

ного спроса отрезок длины
j′′∑

j=j′
bj − (r− 1)a, соответствующий возможно

ненасыщенному предприятию, мы сможем эффективно вычислить зна-
чение Qi′,i′′(j

′, j′′) (рис. 6).

bj′′bj′ bj′+1

a a a aa

Рис. 6. Заштрихованный отрезок соответствует мощности ненасыщенного
предприятия. Передвигая его по участку совокупного спроса, сможем

эффективно вычислить значение Qi′,i′′(j
′, j′′)

Определим вспомогательное множество клиентов T = {j∗1 , . . . , j∗r−1}
следующим образом:

Bj∗t −1 −Bj′−1 < ta 6 Bj∗t
−Bj′−1, 1 6 t < r.

По определению T (рис. 7) если {i1, i2, . . . , ik}, k 6 r, — первые k
открытых предприятий сегмента [i′, i′′], причём i1, . . . , ik−1 являются на-
сыщенными, то для любого 1 6 s 6 k − 1 либо пересечение областей
обслуживания соседних предприятий is и is+1 происходит по клиенту j∗s ,
либо если области обслуживания не пересекаются, предприятие is обслу-
живает клиента j∗s , а предприятие is+1 — клиента j∗s + 1 (следующего за
j∗s клиента из [j′, j′′]).

Найдём затраты gi,t,j′ , связанные с открытием и обслуживанием на-
сыщенного предприятия i ∈ [i′, i′′], при условии, что среди предприятий
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из [i′, i−1] ровно t−1 открытых и все они являются насыщенными (счи-
таем, что t < r).

bj′+5bj′ bj′+1 bj′+2 bj′+3 bj′+4

aa aa

Рис. 7. Пример наглядного построения T для r = 5 и j′, j′′ = j′ + 5. В данном
случае j∗1 = j′ + 2, j∗2 = j′ + 3, j∗3 = j′ + 4, j∗4 = j′ + 4

Пересечение области обслуживания предприятия i с соседними от-
крытыми происходит в пунктах спроса j∗t−1 и j∗t . Возможны два случая.

1. j∗t−1 = j∗t . В таком случае насыщенное предприятие i обслуживает
только одного клиента j∗t и искомые затраты gi,t,j′ равны fi + cij∗t a.

bj∗t−1
bj∗tbj∗t −1

1 32

Рис. 8. Область обслуживания t-го открытого насыщенного предприятия

2. j∗t−1 < j∗t . В таком случае i-е насыщенное предприятие обслуживает
в полном объёме все пункты спроса из интервала (j∗t−1, j

∗
t ) (участок 1 на

рис. 8). Стоимость обслуживания данного интервала составляет

Cij∗t −1 − Cij∗t−1
.

Транспортные затраты по обслуживанию крайнего левого пункта спроса
j∗t−1 (участок 2 на рис. 8) равны

cij∗t−1
(Bj∗t−1

−Bj′−1 − (t− 1)a).

Для крайнего правого пункта спроса j∗t (участок 3 на рис. 8) аналогично
получаем

cij∗t (ta− (Bj∗t −1 −Bj′−1)).

Таким образом, находим искомые затраты

gi,t,j′ = fi + (Cij∗t −1 − Cij∗t−1
)

+ cij∗t−1
(Bj∗t−1

−Bj′−1 − (t− 1)a) + cij∗t (ta− (Bj∗t −1 −Bj′−1)).

Обозначим через GL
i,t,j′ оптимальные затраты, связанные с открыти-

ем и обслуживанием t насыщенных предприятий в сегменте [i′, i], причём
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предприятие i обязательно открыто (считаем, что |{i′, . . . , i}| = i′−i+1 >

t). Также введём G̃L
i,t,j′ — оптимальные затраты, связанные с открытием

и обслуживанием первых t насыщенных предприятий в сегменте [i′, i],
когда предприятие i необязательно должно быть открыто.

Значения введённых величин для всех значений параметров вычис-
ляются посредством следующих рекуррентных соотношений:

GL
i,1,j′ = gi,1,j′ , ; G

L
i,t,j′ = gi,t,j′ + G̃L

i−1,t−1,j′ , i− i′ + 1 > t > 2;

G̃L
i,1,j′ = min

i′6k6i
GL

k,1,j′ = min
i′6k6i

gk,1,j′ ;

G̃L
i,t,j′ = min

i′6k6i, (k−i′+1)>t
GL

k,t,j′ = min
{
GL

i,t,j′ , G̃
L
i−1,t,j′

}
, i− i′ + 1 > t > 2.

Таким образом можно эффективно вычислить значения G̃L
i,t,j′ .

По идентичной схеме определим величины G̃R
i,t,j′′ , которые обозна-

чают затраты, связанные с открытием и обслуживанием t насыщенных
предприятий в сегменте [i, i′′]. Разница состоит в том, что в предыду-
щих рассуждениях рассматривались открытые насыщенные предприя-
тия, начиная от левого конца сегмента [i′, i′′], и эти предприятия обслу-
живали некоторый сегмент клиентов [j′, js] ⊆ [j′, j′′]. Теперь мы рассмат-
риваем открытые насыщенные предприятия, начиная от правого конца
сегмента [i′, i′′]. При этом они будут обслуживать некоторый сегмент кли-
ентов [js, j

′′] ⊆ [j′, j′′]. Через g′i,t,j′′ обозначим стоимость открытия и об-
служивания насыщенного предприятия i ∈ [i′, i′′] при условии, что среди
предприятий [i+ 1, i′′] ровно t− 1 открытых и все они насыщенные. Ве-
личины, имеющие значения, аналогичные Bj , T = {j∗1 , . . . , j∗r−1}, будем
обозначать соответственно B′

j , T
′ = {j∗∗1 , . . . , j∗∗r−1}. Нетрудно понять, что

формулы для их вычисления строятся тем же образом:

B′
j =

n∑

k=j

bk, j = 1, n; r = ⌈(B′
j′ −B′

j′′+1)/a⌉; T ′ = {j∗∗1 , . . . , j∗∗r−1};

B′
j∗∗t +1 −B′

j′′+1 < ta 6 B′
j∗∗t

−B′
j′′+1, t = 1, . . . , r − 1;

g′i,t,j′′ = fi + (Cij∗∗t +1 − Cij∗∗t−1
)

+ cij∗∗t−1
(B′

j∗∗t−1
−B′

j′′+1 − (t− 1)a) + cij∗∗t
(ta− (B′

j∗∗t +1 −B′
j′′+1));

GR
i,1,j′′ = g′i,1,j′′ ; GR

i,t,j′′ = g′i,t,j′′ + G̃R
i+1,t−1,j′′ , i′′ − i+ 1 > t > 2;

G̃R
i,1,j′′ = min

i6k6i′′
GR

k,1,j′′ = min
i6k6i′′

g′k,1,j′′ ;
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G̃R
i,t,j′′ = min

i6k6i′′, (i′′−k+1)>t
GR

k,t,j′′ = min
{
GR

i,t,j′′ , G̃
R
i+1,t,j′′

}
,

i′′ − i+ 1 > t > 2.

Осталось сделать последний шаг для вычисления величин
Qi′,i′′(j

′, j′′), а именно, пусть единственное ненасыщенное предприятие
i ∈ [i′, i′′] является t-м по счёту среди открытых предприятий, если счи-
тать от i′. Также оно является (r − t + 1)-м открытым предприятием,
если считать открытые от i′′. Обозначим через Sit затраты, связанные с
открытием этого ненасыщенного предприятия, включая затраты на удо-
влетворение этим предприятием своей области спроса. Тогда нетрудно
получить формулу

Sit = fi + (Cij∗∗r−t−1 − Cij∗t−1
) + cij∗t−1

(Bj∗t−1
−Bj′−1 − (t− 1)a)+

+cij∗∗r−t
(B′

j∗∗r−t
−B′

j′′+1 − (r − t)a), i− i′ + 1 > t.

Таким образом (рис. 9), слева от ненасыщенного предприятия i на-
ходятся ровно t − 1 открытых насыщенных предприятий, оптимальные
затраты на открытие и обслуживание которых составляют G̃L

i−1,t−1,j′ , а
справа от i находятся ровно r − t открытых насыщенных предприятий,
оптимальные затраты на открытие и обслуживание которых составляют
G̃R

i+1,r−t,j′′ .

bj′′bj′

a a a

bj∗t−1
bj∗∗r−t

a

Рис. 9. Единственное ненасыщенное предприятие сегмента [i′, i′′] имеет
номер t среди открытых, если считать от i′, и
r − t+ 1 среди открытых, если считать от i′′

Теперь можем выписать общую формулу для нахождения Qi′,i′′(j
′, j′′):

Qi′,i′′(j
′, j′′) = min

16t6r, i′6i6i′′

{
G̃L

i−1,t−1,j′ + Sit + G̃R
i+1,r−t,j′′

}
. (7)

C учётом всего вышесказанного формула для подсчёта Qi′,i′′(j
′, j′′)

имеет вид

Qi′,i′′(j
′, j′′) = min

16t6r, i′6i6i′′

{
G̃L

i−1,t−1,j′ + Sit + G̃R
i+1,r−t,j′′

}
. (8)

Описание алгоритма Ã закончено.
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4. Трудоёмкость алгоритма Ã

Теорема 1. Алгоритм Ã находит оптимальное решение сетевой за-
дачи UCFLP за время O(m4n2).

Доказательство. Оценим временну́ю сложность нахождения всех
необходимым величин.

На подсчёт всех значений Bj, Cij потребуется O(n), O(mn) операций
соответственно.

Построение множества T для каждого фиксированного j′ требует не
больше O(m) действий; следовательно, всего потребуется O(mn) опера-
ций.

Величины gi,t,j′ вычисляются за время O(nm2).
Подсчёт значений G̃L

i,t,j′ для всех 1 6 i′, i, t 6 m и 1 6 j′ 6 n осу-
ществляется за время O(m3n).

Вычисление величины Sit для фиксированных j′, j′′ потребует O(m2)
операций. Тогда вычисление этих величин для всех значений параметров
потребует не более O(n2m2) действий.

Таким образом, на вычисление всех необходимых для Qi′,i′′(j
′, j′′) ве-

личин будет затрачено не более O(n2m2) действий.
Сложность вычислений одной величины Qi′,i′′(j

′, j′′), как видно из
формулы (8), не превосходит O(m2). Вычисление этих величин для всех
значений параметров потребует не более O(m4n2) операций.

Из вида рекуррентной формулы (6) заключаем, что при найденных
Qi′,i′′(j

′, j′′) вычисление всех величин R(i, j) займёт время O(m2n2).
Таким образом, в результате работы алгоритма получаем решение с

оптимумом, равным R(m,n), за время, ограниченное величиной O(m4n2).
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