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АЦИКЛИЧЕСКАЯ ПРЕДПИСАННАЯ

3-РАСКРАШИВАЕМОСТЬ ПЛОСКИХ ГРАФОВ

БЕЗ ЦИКЛОВ ДЛИНЫ ОТ 4 ДО 12
∗)

О.В.Бородин

Аннотация. Известно, что всякий плоский граф предписанно ацик-
лически 7-раскрашиваем, и предполагается, что он предписанно
ациклически 5-раскрашиваем (О. В. Бородин и др., 2002). Это пред-
положение является совместным обобщением теорем Бородина об
ациклической 5-раскраске (1979) и Томассена о предписанной 5-
раскраске (1994). Однако до сих пор оно подтверждено лишь для
некоторых узких классов плоских графов. Получен ряд достаточ-
ных условий ациклической 4- и 3-раскрашиваемости. В частности,
плоские графы обхвата не менее 7 ациклически 3-раскрашиваемы
(О. В. Бородин, A. В. Косточка и Вудал, 1999) и предписанно ацик-
лически 3-раскрашиваемы (О. В. Бородин и др., 2009).

Естественной мерой разреженности плоского графа, введённой
Эрдёшем и Стейнбергом, является отсутствие k-циклов, 4 6 k 6 S.
В работе доказано, что каждый плоский граф без циклов длины от
4 до 12 предписанно ациклически 3-раскрашиваем.

Ключевые слова: плоский граф, aциклическая раскраска, предпи-
санная aциклическая раскраска.

Введение

Обозначим через V (G) и E(G) множества вершин и рёбер графа G,
а обхват графа G, т. e. длину минимального цикла в G, — через g(G).

Отображение f : V (G) −→ {1, 2, . . . , k} такое, что f(x) 6= f(y), если
вершины x и y смежны, называется правильной k-раскраской графа G.

По теореме Грёцша [7] каждый плоский граф без треугольников
3-раскрашиваем. В 1976 г. Стейнберг предположил, что каждый плос-
кий граф без 4- и 5-циклов является 3-раскрашиваемым. Эта гипотеза
остаётся неподтверждённой. Эрдёш предложил следующее ослабление
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гипотезы Стейнберга [14]: существует ли такая константа C, что отсут-
ствие циклов длины от 4 до C в плоском графе гарантирует его 3-рас-
крашиваемость? Наилучший результат в этом направлении, C 6 7, по-
лучен О.В.Бородиным и др. [5].

Пусть теперь у каждой вершины v графа G имеется список L(v) до-
пустимых цветов, представленных целыми положительными числами.
Говорят, что предписание L хроматично, если существует правильная
вершинная раскраска G такая, что цвет каждой вершины v принад-
лежит L(v). Граф G называется предписанно k-раскрашиваемым, если
любое предписание L на G, обладающее свойством |L(v)| > k для всех
v ∈ V (G), является хроматичным.

Томассен [15] доказал знаменитую теорему о том, что любой плос-
кий граф предписанно 5-раскрашиваем, а Фогт [17] показала, что эта
граница неулучшаема (что контрастирует с теоремой Аппеля и Хакена
о 4 красках). Кроме того, Фогт [18] построила плоский граф без тре-
угольников, который не является предписанно 3-раскрашиваемым (этот
факт контрастирует с теоремой Грёцша). Известно также, что плоский
граф предписанно 3-раскрашиваем, если его обхват не меньше 5 (Томас-
сен [16]) или если в нём нет циклов длины от 4 до 9 (О.В.Бородин [2]).

Правильная вершинная раскраска графа называется ациклической,
если на любом цикле встречается не менее трёх цветов (Грюнбаум [8]).
О.В.Бородин [1] доказал гипотезу Грюнбаума об ациклической 5-раскра-
шиваемости плоских графов. Эта граница неулучшаема, и, более того,
существуют даже двудольные 2-вырожденные плоские графы, не являю-
щиеся ациклически 4-раскрашиваемыми (A.В.Косточка, Л.С.Мельни-
ков [11]). Отметим, что ациклическая раскраска оказалась полезной при
получении результатов для других типов раскрасок [9, 10].

О.В.Бородин и др. [4] доказали, что каждый плоский граф ацикли-
чески предписанно 7-раскрашиваем, и предположили, что имеет место
совместное обобщение результатов О.В.Бородина [1] и Томассена [15].

Гипотеза 1. Каждый плоский граф ациклически предписанно 5-рас-
крашиваем.

Однако эта гипотеза очень трудна; пока её удалось подтвердить толь-
ко для некоторых узких классов плоских графов. Были также получе-
ны достаточные условия ациклической 4- и 3-раскрашиваемости плоских
графов (как обычной, так и предписанной). Минимальное k, при котором
G является ациклически k-раскрашиваемым (предписанно ациклически
k-раскрашиваемым), обозначим через a(G) (al(G)).

О.В.Бородин, A.В.Косточка и Вудал [3] показали, что если G —
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плоский граф обхвата g, то a(G) 6 4 при g > 5 и a(G) 6 3 при
g > 7. Монтасьер, Ошам и Распо [13] показали, что al(G) 6 4 при g > 6
и al(G) 6 3 при g > 8, что было улучшено до al(G) 6 4 при g > 5
Монтасьером [13] и до al(G) 6 3 при g > 7 О.В.Бородиным и др. [6].

Результатом данной работы является

Теорема 1. Каждый плоский граф без циклов длины от 4 до 12
предписанно ациклически 3-раскрашиваем.

1. Доказательство теоремы 1

Предположим, граф G с предписанием L — наименьший по числу
вершин контрпример к теореме 1. Очевидно, что G связен и не содер-
жит 1-вершин. Через F (G), d(v) и r(f) обозначим множество граней G,
степень вершины v и ранг грани f соответственно.

Из формулы Эйлера |V (G)|−|E(G)|+|F (G)| = 2, используя известные
равенства ∑

v∈V (G)

d(v) = 2|E(G)| =
∑

f∈F (G)

r(f),

имеем: ∑

v∈V (G)

(
11d(v)

2
− 13

)
+

∑

f∈F (G)

(r(f) − 13) < 0. (1)

Пусть начальные заряды каждой вершины v ∈ V (G) и грани f ∈ F (G)
равны ch(v) = 11d(v)/2−13 и ch(f) = r(f)−13 соответственно. Заметим,
что только 2-вершины и 3-грани имеют отрицательные начальные заря-
ды. Сначала мы дадим правила перераспределения зарядов, приводящие
к финальному заряду ch∗ такому, что

∑

x∈V (G)∪F (G)

ch(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

ch∗(x) < 0.

Затем, основываясь на структурных свойствах графа G, мы получим
противоречие, доказав, что ch∗(x) > 0 для каждого x ∈ V (G) ∪ F (G).

1.1. Структурные свойства минимального контрпримера

Лемма 1. В G нет 2-вершины v, принадлежащей 3-циклу.

Доказательство. Достаточно ациклически раскрасить граф G\{v}
в соответствии с предписанием L, а затем покрасить v отлично от её
соседей. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. В G нет двух смежных 2-вершин.
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Лемма 3. В G нет 3-грани, содержащей две 3-вершины, смежные с
2-вершинами.

Доказательство. Предположим, 3-грань xyz имеет d(x) = d(z) =
3, где x и z смежны с 2-вершинами x′ и z′ соответственно. Заметим, что
x′ 6= z′ по лемме 1. Через x′′ и z′′ обозначим соседей x′ и z′, отличных от
x и z соответственно.

Пусть c — ациклическая L-раскраска графа G \ {x′}, и пусть L(x′) =
{1, 2, 3}. Доказательство сразу завершается, если c(x′′) 6= c(x), поэтому
предположим, что c(x′′) = c(x) = 1 и существуют двухцветные (1, 2)- или
(1, 3)-циклы в G, если положить c∗(x′) = 2 или c∗(x′) = 3 соответственно.

Учитывая симметрию, можно считать, что c(y) = 2, c(z) = c(z′′) = 3
и c(z′) = 1. Если L(x) 6= {1, 2, 3} или L(z) 6= {1, 2, 3}, то достаточно
положить c∗(x) > 4 или c∗(z) > 4 соответственно, причём во втором
случае для x′ годится только цвет 3. Если же, напротив, L(x) = L(z) =
{1, 2, 3}, то полагаем c∗(x) = 3, c∗(z) = 1 и c∗(x′) = c∗(z′) = 2.

Построенная раскраска c∗ графа G — искомая. Лемма 3 доказана.

Назовём триплетом 3-грань, инцидентную трём 3-вершинам. Из лем-
мы 3 вытекает

Следствие 1. В G нет триплета, содержащего две 3-вершины, смеж-
ные с 2-вершинами.

Триплет назовём плохим, если одна из его вершин смежна с 2-верши-
ной.

Лемма 4. В G нет двух плохих триплетов, соединённых ребром.

Доказательство. Предположим, что триплеты x1y1z1 и x2y2z2 со-
единены ребром z1x2, а x′1 и z′2 — 2-вершины, смежные с x1 и z2 соответ-
ственно. Через x′′1 , z

′′
2 , y′1 и y′2 обозначим остальных соседей x′1, z

′
2, y1 и

y2 соответственно.
Пусть c — ациклическая L-раскраска графа G \ {x′1}. Основываясь

на свойствах частичной раскраски c и предписания L, мы в каждом из
возникающих вариантов построим ациклическую L-раскраску графа G,
подправляя c.

Шаг 1. Пусть L(x′1) = {1, 2, 3}. Как и в предыдущей лемме, можем
считать, что c(x′′1) = c(x1) = c(y′1) = c(x2) = 1, c(y1) = 2, c(z1) = 3 и су-
ществуют двуцветные (1, 2)- и (1, 3)-циклы в G, если положить c1(x′1)=2
и c2(x′1) = 3 соответственно.

Сначала мы пытаемся исправить одну из раскрасок c1 и c2, разорвав
соответствующий двуцветный цикл. А именно, если хотя бы одна из вер-
шин x1, y1 и z1 имеет допустимый для неё цвет α такой, что α > 4, то
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достаточно перекрасить эту вершину в α. Точнее говоря, если можно
перекрасить вершину x1, то любая из раскрасок c1 и c2 превращается в
искомую раскраску графа G. Если же есть возможность перекрасить в α
вершину y1, то в качестве исходной можно взять раскраску c1. Наконец,
если α ∈ L(z1), то подправляем раскраску c2. Итак, будем далее считать,
что L(x1) = L(y1) = L(z1) = {1, 2, 3}.

Шаг 2. Проследим за (1, 3)-циклом в раскраске c2. Мы знаем, что
c(x2) = 1, но далее он проходит либо через y2, либо через z2. Рассмотрим
ещё раскраску c3 графа G, получаемую из c1 так: c3(y1) = 3, а c3(z1) = 2.
В этой раскраске должен существовать (1, 2)-цикл, проходящий через x2,
так как иначе уже нечего доказывать.

Таким образом, вершина x′′1 соединена с x2 в G−{x1, y1, z1} при рас-
краске c как (1, 3)-, так и (1, 2)-цепью. Отсюда следует, что {c(y2), c(z2)} =
{2, 3}, c(y′2) = c(z′2) = 1, а c(z′′2 ) = c(z2).

Более того, L(x2) = L(y2) = L(z2) = {1, 2, 3}, иначе перекрашивани-
ем соответствующей вершины можно разорвать (1, 3)-цикл в раскраске
c2 или (1, 2)-цикл в раскраске c3 (как на шаге 1). При этом если пере-
крашивалась z2, то цвета соседних с z′2 вершин станут разными, поэтому
проблем с вершиной z′2 не возникает.

Случай 1. c(z2) = 3. Рассмотрим раскраску c4 графа G, получаемую
из c2 следующим образом: c4(x′1) = 2, c4(x1) = 3, c4(z1) = 1, c4(x2) = 3,
c4(z2) = 1, а c4(z′2) ∈ L(z′2) \ {1, 3}. Нетрудно видеть, что раскраска c4 —
искомая.

Случай 2. c(z2) = 2. Теперь рассмотрим раскраску c5 графа G, полу-
чаемую из c3 так: c5(x′1) = 3, c5(x1) = 2, c5(z1) = 1, c5(x2) = 2, c5(z2) = 1,
а c5(z

′
2) ∈ L(z′2) \ {1, 2}. Раскраска c5 также является ациклической L-

раскраской графа G.
В заключение отметим, что вершина x2 на шаге 2 находится в той же

ситуации, что и x1 на шаге 1: при двух «почти пригодных» раскрасках
графа G существуют двуцветные (1, 2)- и (1, 3)-циклы, проходящие через
рёбра x2y2 и x2z2, т. е. цвета 2 и 3 с точки зрения вершины x2 равноправ-
ны. Поэтому мы могли бы в конце доказательства сразу предположить,
что c(y2) = 2, c(z2) = 3, а не рассматривать два симметричных случая.
Лемма 4 доказана.

Лемма 5. В G нет триплета, смежного с двумя плохими триплетами.

Доказательство. В цепочке триплетов имеется единственный путь
P = x′1x1 . . . z3z

′
3, соединяющий 2-вершины x′1 и z′3, и мы последовательно

вынуждаем нежелательный двуцветный цикл пройти именно по P , а в
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конце делаем сдвиг раскраски вдоль всего P . Годятся те же рассуждения,
что и в доказательстве леммы 4, с тем только отличием, что шаг 2 при-
меняется дважды, причём в первый раз не делается сдвига, описанного в
случаях 1 и 2. Подробности мы оставляем заинтересованному читателю
в качестве упражнения. Лемма 5 доказана.

1.2. Завершение доказательства теоремы 1. Перераспределим
заряды вершин и граней по следующим правилам.

R1. Каждая 2-вершина получает заряд 1 от каждой смежной верши-
ны степени не менее 3.

R2. Каждая 3-грань f получает от каждой инцидентной вершины v
следующий заряд:

(i) 5/2, если d(v) = 3 и v смежна с 2-вершиной;
(ii) 3, если d(v) = 3 и v смежна с плохим триплетом;
(iii) 7/2, если d(v) = 3 и v не смежна ни с плохим триплетом, ни с

2-вершиной;
(iv) 9/2, если d(v) > 4.

R3. Каждый плохой триплет получает 1/2 от каждой смежной вер-
шины степени не менее 3.

Отметим, что правило R3 корректно благодаря лемме 4.
Проверим теперь, что ch∗(x) > 0 для всех x ∈ V (G) ∪ F (G).

Случай 1. f ∈ F (G). Если r(f) > 13, то

ch∗(f) = ch(f) = r(f)− 13 > 0.

Предположим, r(f) = 3, и напомним, что f получает не менее 5/2 от
инцидентных вершин по R2 самое большее один раз согласно лемме 3.

Если f инцидентна вершине степени не менее 4, то

ch∗(f) > r(f) − 13 +
9

2
+ 3 +

5

2
= 0

по R2, R3 и леммам 3–5. Предположим, что f — триплет. Если f — не
плохой, то

ch∗(f) > −10 + 2 × 7

2
+ 3 = 0

ввиду леммы 5. Наконец, если f — плохой триплет, то

ch∗(f) > −10 + 2 × 7

2
+

5

2
+ 2 × 1

2
> 0

по R2 и R3 ввиду лемм 3 и 4.
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Случай 2. v ∈ V (G). Если d(v) = 2, то ch∗(v) = −2 + 2 × 1 = 0
по R1 и лемме 2. Допустим, что d(v) = 3; тогда ch(v) = 7/2. Согласно
правилам R2(i)–(iii), R1 и R3 имеем ch∗(v) = 0, если v инцидентна 3-гра-
ни, в противном случае

ch∗(v) >
7

2
− 3 × 1 > 0.

Наконец, предположим, что d(v) = d > 4; тогда ch(v) = 11d/2 − 13 >

9. Пусть t — число 3-граней, инцидентных v. Отметим, что поскольку в
G нет 4-циклов, то t 6 ⌊d/2⌋. Отсюда по R1 и R2(iv) имеем

ch∗(v) >
11d

2
− 13 − 9t

2
− (d− 2t) × 1 =

9d

2
− 13 − 5t

2
>

9d

2
− 13 − 5d

4

=
13d

4
− 13 > 0.

Итак, после перераспределения зарядов согласно правилам R1–R3
заряды каждой вершины и грани графа G неотрицательны, что проти-
воречит (1). Теорема 1 доказана.

Автор благодарит университет Бордо-1 за приглашение на первую
половину 2009 г. и лично Андре Распо за гостеприимство, а рецензента —
за полезные замечания.
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