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Аннотация. Получена нижняя оценка Ω(n logn) сложности вы-
числения недетерминированными ветвящимися программами харак-
теристических функций кодов Боуза — Чоудхури — Хоквингема
(БЧХ-кодов) при некоторых значениях параметров этих кодов.
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Введение

Получение нижних оценок сложности дискретных устройств, вычис-
ляющих последовательности булевых функций, — важное направление в
теоретической кибернетике и дискретной математике. В последние два-
дцать лет интенсивно изучаются ветвящиеся программы. Настоящая ра-
бота является развитием работ [1–3]. В ней рассматривается получе-
ние нижних оценок сложности реализации характеристических функций
кодов (БЧХ-кодов) недетерминированными ветвящимися программами.
Как и в [1–3], нижние оценки сложности для схем без ограничений полу-
чены с помощью нижних оценок сложности для схем с ограничениями,
называемых ветвящимися k-программами. Определение недетермини-
рованной ветвящейся программы и ветвящейся k-программы можно най-
ти, например, в [2, 7].

Наилучшими известными нижними оценками сложности для детер-
минированных и недетерминированных программ, вычисляющих после-
довательности полностью определенных функций, являются оценки
Ω(n2/ log2 n) и Ω(n3/2/ log n) соответственно. Эти оценки получены в [8]
с помощью метода Нечипорука. Этот метод основан на мощностных со-
ображениях и применим только к функциям специального вида, вычис-
лимых в тех моделях, для которых сложность определяется через число
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элементов, помеченных переменными (контактные схемы, формулы, вет-
вящиеся программы и т. д.). Из оценки А.А.Разборова для контактно-
вентильных схем [4] следует нижняя оценка Ω(n log log log∗ n)∗ для слож-
ности недетерминированных программ, вычисляющих симметрические
булевы функции, включая функцию голосования. Е.А.Окольнишнико-
вой [2, 3] получены нижние оценки вида Ω(n log n/ log log n) сложности
недетерминированных программ, вычисляющих характеристические
функции кодов Рида — Маллера. Такая же оценка справедлива для
сложности детерминированных программ, вычисляющих некоторые сим-
метрические булевы функции, включая функцию голосования [6], а так-
же для сложности характеристических функций кодов Боуза — Чоудх-
ури — Хоквингема [1]. Кроме того, из оценки для глубины детермини-
рованной программы [5] следует нелинейная нижняя оценка сложности
детерминированных программ, вычисляющих булеву функцию, выража-
ющую некоторое свойство пар чисел. В данной работе получена нижняя
оценка Ω(n log n) для сложности как детерминированных, так и неде-
терминированных ветвящихся программ, вычисляющих характеристи-
ческие функции БЧХ-кодов при некоторых значениях параметров этих
кодов.

В настоящее время известны два метода [1, 7] получения нижних оце-
нок сложности ветвящихся k-программ, вычисляющих булевы функции.
В [1] предложен метод получения сверхполиномиальных оценок сложно-
сти детерминированных ветвящихся k-программ, вычисляющих булевы
функции от n переменных для k(n) = O(log n/ log log n). Использование
нижних оценок, полученных с применением этого метода, для получе-
ния нижних оценок сложности для ветвящихся программ без ограни-
чений позволило получить нижние оценки вида Ω(n log n/ log log n) для
сложности вычисления характеристических функций БЧХ-кодов детер-
минированными ветвящимися программами [1]. В [7] получены сверх-
полиномиальные нижние оценки сложности недетерминированных вет-
вящихся k-программ, вычисляющих булевы функции от n переменных
для k(n) = O(log n). В данной работе используется метод из [7, 9] для
получения нижних оценок сложности вычисления характеристических
функций БЧХ-кодов ветвящимися k-программами. Это позволяет полу-
чить оценки Ω(n log n) для сложности недетерминированных ветвящихся
программ без ограничений, вычисляющих характеристические функции
БЧХ-кодов.

∗Пусть функция t(x) от натурального аргумента x определяется следующей ре-
курсией: t(0) = 1, t(x + 1) = 2t(x). Положим log∗

n = max{x | t(x) 6 n}.
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В [2] показано, что применяя метод из [1] для оценки сложности вет-
вящихся k-программ и теорему о сведении сложности вычисления бу-
левых функций ветвящихся программ без ограничений к вычислению
оценок сложности k-программ [1, 2] для характеристических функций
кодов Рида — Маллера, удаётся получить нижние оценки вида

Ω(n log n/ log log n),

где n — число переменных реализуемой функции. Это нижняя оценка
является наилучшей среди тех, которые получаются прямым примене-
нием этого метода. Наилучшая оценка, которая получается применением
метода из [7, 9] и теоремы о сведении для характеристических функций
кодов Рида — Маллера равна Ω

(
n
√

log n log log n
)
. В данной работе по-

лучены оценки порядка n log n для сложности вычисления характери-
стических функций БЧХ-кодов. Эта оценка является наилучшей из тех,
которые могут быть получены применением метода из [7, 9] и теоремы
о сведении [1, 2].

1. Нижние оценки сложности ветвящихся программ

Через NBP(P) и NBPk(P) обозначим сложность недетерминирован-
ной ветвящейся программы P (недетерминированной ветвящейся k-про-
граммы P). Через NBP(f) и NBPk(f) обозначим соответственно слож-
ности недетерминированных ветвящихся программ и недетерминирован-
ных ветвящихся k-программ, вычисляющих булеву функцию f .

Идея метода получения нелинейных нижних оценок сложности вет-
вящихся программ та же, что и в [1, 2].

Пусть f(x1, x2, . . . , xn) — булева функция, X ′ = {xi1 , . . . , xim} — под-
множество множества переменных функции f , а α = {αi1 , . . . , αim} —
множество констант. Через f

∣∣
X′=α

обозначим функцию, которая полу-
чается из f подстановкой констант из α вместо переменных из X ′, а
именно, заменой переменной xij на константу αij , 1 6 j 6 m.

Теорема 1 [2, теорема 1]. Пусть g(X) — булева функция и C — кон-
станта, 0 < C < 1. Пусть для любого подмножества переменных X0,
X0 ⊆ X и |X0| = ⌊Cn⌋, существует такая подстановка констант из α
в X0, что сложность недетерминированных ветвящихся k(n)-программ,
реализующих функции g

∣∣
X0=α

(X \X0), не менее чем nψ(n), где ψ(n) —
возрастающая функция. Тогда сложность недетерминированных ветвя-
щихся программ без ограничений, реализующих функции g, не меньше

min{Cnk(n), nψ(n)}.
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Таким образом, для получения нижних оценок сложности программ
без ограничений, реализующих функции g, надо научиться получать
нижние оценки сложности ветвящихся k-программ, реализующих под-
функции функции g.

Рассмотрим всевозможные представления функции f(Y ), |Y | = n, в
виде

f(Y ) =
∨

j

f j
1

(
Y j

1 ∪ Y j
0

)
∧ f j

2

(
Y j

2 ∪ Y j
0

)
, (1)

где Y j
1 , Y j

2 и Y j
0 — непересекающиеся множества, Y = Y j

1 ∪ Y j
2 ∪ Y j

0 ,∣∣Y j
1

∣∣ > m1,
∣∣Y j

2

∣∣ > m2.
Через A(f ;n,m1,m2) обозначим минимальное число дизъюнктивных

членов в представлении (1).
I. Подход Е.Окольнишниковой. Идея получения нижних оценок

для сложности недетерминированных ветвящихся k-программ в [2] та
же, что и в [1]. Сформулируем теорему 3 из [2] для частного случая.

Теорема 2 [2, теорема 3]. Пусть f — булева функция, существенно
зависящая от n переменных, n > 16. Сложность NBPk(f) недетерми-
нированных ветвящихся k-программ, реализующих булеву функцию f ,
удовлетворяет неравенству

NBPk(f) > max

{
n;

1

8
√
k
· (A(f ;n,m1,m2))

1/(4k)

}
,

где m1 = ⌈n/(2(ke)k)⌉, m2 = ⌈n/(k + 1)⌉.
II. Подход А.Бородина, А.Разборова и Р.Смоленcкого. В

этих терминах результаты из [7, 9] могут быть сформулированы следую-
щим образом.

Теорема 3 [3, теорема 3]. Пусть f — булева функция, существенно
зависящая от n переменных. Сложность NBPk(f) недетерминированных
ветвящихся k-программ, реализующих булеву функции f , удовлетворяет
неравенству

NBPk(f) > max

{
n;

1

2
(A(f ;n,m1,m2))

1/(144k2·2k)

}
,

где m1 = ⌈(2/3)n/2k⌉, m2 = ⌈(2/3)n/2k⌉.
Можно предложить несколько способов для получения нижних оце-

нок величины A(f ;n,m1,m2). В данной работе будет использован тот же
способ, что и в [2].
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Среди всех i-мерных граней булева куба размерности n выделим
грань, в которой содержится максимальное число единиц функции f .
Число единиц в этой грани обозначим через Hi(f).

Имеет место

Лемма 1. Величина A(f ;n,m1,m2) удовлетворяет неравенству

A(f ;n,m1,m2) >
|f−1(1)|

2n−m1−m2Hm1(f)Hm2(f)
.

Используя эту лемму и теоремы 1, 2 и 3, можно доказать следующие
теоремы.

Теорема 4 [3, теорема 6]. Пусть заданы последовательность булевых
функций gn(Xn), |Xn| = n, возрастающая функция k(n) и константа C,
0 < C < 1. Тогда сложность NBP(gn) любой недетерминированной вет-
вящейся программы (без ограничений), реализующей функцию gn(Xn),
удовлетворяет неравенству

NBP(gn) > min



Cnk(n),

1

8
√
k

( ∣∣g−1
n (1)

∣∣
2n−m1−m2Hm1(gn)Hm2(gn)

)1/(4k)


 ,

где m1 =
⌈
⌈(1 − C)n⌉/

(
2(ke)k

)⌉
, m2 = ⌈⌈(1 − C)n⌉/(k + 1)⌉.

Теорема 5 [3, теорема 7]. Пусть заданы последовательность булевых
функций gn(Xn), |Xn| = n, возрастающая функция k(n) и константа C,
0 < C < 1. Тогда сложность NBP(gn) любой недетерминированной вет-
вящейся программы (без ограничений), реализующей функцию gn(Xn),
удовлетворяет неравенству

NBP(gn) > min



Cnk(n),

1

2

( ∣∣g−1
n (1)

∣∣
2n−m1−m2Hm1(gn)Hm2(gn)

)1/(144k2·2k)


 ,

где m1 = m2 =
⌈
(2/3)⌈(1 − C)n⌉2−k

⌉
.

Пусть B2r+1 — последовательность характеристических функций
БЧХ–кодов с параметрами (n,Mn, dn), где d > 2r + 1, M > 2n/(n + 1)r,
n — число переменных, M — число кодовых вершин, dn — минималь-
ное расстояние между двумя кодовыми вершинами. Вычислим значение
функции Hm(B2r+1).
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Так как все единицы кодовой функции B2r+1 лежат на расстоянии не
меньше (2r + 1) друг от друга, то

Hm 6
2m

(m
0

)
+
(m

1

)
+ . . .

(m
r

) 6
2m

(m
r

) . (2)

Из формул Стирлинга при 1 6 r 6 m/2 получаем

1

π
√
re3r2/4m

·
(me
r

)r
6

(
m

r

)
6

1

2

(me
r

)r
. (3)

Используя теорему 5, докажем следующее утверждение.

Теорема 6. Пусть α, 0 < α < 1/2, — константа. Тогда

n log n � NBP (B2nα+1) � n1+α log n.

Доказательство. Пусть C = 1/2 и

r(n) = nα, k(n) = β log2 n, (4)

где α > 0 и β > 0 — константы, причём α > β, α+β < 1/2. По теореме 5
имеем

NBP(B2r(n)+1) >
1

2
min

{
nk(n),

( ∣∣B−1
2r(n)+1(1)

∣∣

2n−m1−m2Hm1(B2r(n)+1)Hm2(B2r(n)+1)

)1/(144k2·2k)}
, (5)

где m1 = m2 = ⌈(2/3)⌈n/2⌉/nβ⌉.∗ Подставив оценку (2) в формулу (5),
получим

NBP(B2r(n)+1) >
1

2
min




nk(n),


 2n−ln

2n−m1−m2 · 2m1

(m1
r )

· 2m2

(m2
r )




1/(144k2·2k)




>
1

2
min

{
nk(n),

((
m1

r

)
·
(
m2

r

)
· 1

(n+ 1)r

)1/(144k2·2k)
}
. (6)

∗ Далее в доказательстве этой теоремы вместо обозначения r(n) будем использо-
вать обозначение r.
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Проверим, что

1

2

((
m1

r

)
·
(
m2

r

)
· 1

(n + 1)r

)1/(144k2·2k)

>
1

2
k(n) · n. (7)

Тогда из (6) следует, что

NBP(B2r(n)+1) >
1

2
k(n) · n.

Чтобы иметь возможность воспользоваться формулой (3), а также
для оценки величины r/m1 проверим, что m1/2 > r.

Поскольку m1 = m2 =
⌈
(2/3)⌈n/2⌉ · 2−k

⌉
, α+β < 1/2, при достаточно

больших n имеем
m1 > (1/3)n1−β > nα = r.

Используя (3), покажем, что при достаточно больших n верно нера-
венство

log2

((
m1

r

)
·
(
m2

r

)
· 1

(n+ 1)r

)
> r log2 n (1 − 2α− 2β + o(1)) . (8)

В самом деле,

log2

((
m1

r

)
·
(
m2

r

)
· 1

(n + 1)r

)

> log2

((
m1 ·m2 · e2
r2 · (n+ 1)

)r

· 1

π2r · e3r2/4m1+3r2/4m2

)

> r

(
log2m1 + log2m2 + 2 log2 e− 2 log2 r − log2(n + 1)

− log2 π
2r

r
− 6r log2 e

4m1

)
> r ((1 − 2β − 2α) log2 n−O(1)) .

Перейдём к доказательству неравенства (7).
Прологарифмировав левую часть (7) и используя (8), а также соот-

ношение α > β, при достаточно больших n имеем

log2

((
m1

r

)
·
(
m2

r

)
· 1

(n + 1)r

)1/(144k2·2k)

>
r

144k22k
log2 n(1 − 2α− 2β + o(1))

=
nα

144(β log2 n)2nβ
log2 n(1 − 2α− 2β + o(1))

& 2 log2 n & log2 n+ log2 β + log2 log2 n.
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Неравенство (7) доказано. Из этого неравенства следует нижняя оцен-
ка утверждения теоремы.

Поскольку БЧХ — линейные коды, то их можно вычислить как конъ-
юнкцию не более чем l линейных функций, причём l < r log2(n + 1).
Известно, что сложность вычисления линейной функции от n перемен-
ных детерминированными программами не больше 2n. Из этих фактов
следует верхняя оценка утверждения теоремы. Теорема 6 доказана.
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