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Аннотация. Известно, что всякий плоский граф ациклически
5-раскрашиваем (О.В.Бородин, 1976), причём эта оценка неулучша-
ема. Получен также ряд достаточных условий ациклической 4-рас-
крашиваемости. В частности, ациклическая 4-раскрашиваемость до-
казана для следующих плоских графов: не содержащих 3- и 4-циклов
(О.В.Бородин, А.В.Косточка и Вудал, 1999), без циклов длины 4,
5 и 6 (Монтасьер, Распо и Ванг, 2006), без 4-, 6- и 7-циклов, а также
без циклов длины 4, 6 и 8 (Чен, Распо и Ванг, 2009).

В данной работе доказано, что всякий плоский граф, не содержа-
щий 4- и 6-циклов, ациклически 4-раскрашиваем.

Ключевые слова: плоский граф, aциклическая раскраска, предпи-
санная aциклическая раскраска.

Введение

Обозначим через V (G) и E(G) множества вершин и рёбер графа G,
а обхват графа G, т. e. длину минимального цикла в G, — через g(G).

Отображение f : V (G) −→ {1, 2, . . . , k} такое, что f(x) 6= f(y), если
вершины x и y смежны, назовём правильной k-раскраской графа G.

По теореме Грецша [9] каждый плоский граф без треугольников
3-раскрашиваем. В 1976 г. Стейнберг предположил, что каждый плос-
кий граф без 4- и 5-циклов является 3-раскрашиваемым. Эта гипоте-
за остаётся неподтверждённой. Эрдёш [17] предложил следующее ослаб-
ление гипотезы Стейнберга: существует ли такая константа C, что от-
сутствие циклов длины от 4 до C в плоском графе гарантирует его
3-раскрашиваемость? Аббот и Жу [4] доказали, что такое C существует,
причём C 6 11. Наилучший результат в данном направлении, C 6 7,
получен О. В. Бородиным и др. [8].

Правильная вершинная раскраска графа называется ациклической,
если на любом цикле встречается не менее трёх цветов [10]. Отметим,
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что ациклическая раскраска оказалась полезной при получении резуль-
татов для других типов раскрасок [11, 12]. Улучшая предыдущие оценки
9, 8, 7 и 6, полученные соответственно Грюнбаумом [10], Митчемом [14],
Альбертсоном и Берманом [5] и А. В. Косточкой [3], О. В. Бородин [1, 6]
доказал гипотезу Грюнбаума об ациклической 5-раскрашиваемости плос-
ких графов. Эта оценка неулучшаема, и, более того, существуют даже
двудольные 2-вырожденные плоские графы, не являющиеся ацикличе-
ски 4-раскрашиваемыми (А. В. Косточка, Л. С. Мельников [13]). В связи с
этим естественно рассматривать достаточные условия для ациклической
3- и 4-раскрашиваемости в духе гипотезы Стейнберга, задавая ограни-
чения на длины циклов.

Получен также ряд достаточных условий ациклической 4- и 3-раскра-
шиваемости плоских графов. Через a(G) обозначим то минимальное k,
при котором граф G является ациклически k-раскрашиваемым. Боро-
дин, Косточка и Вудал [7] доказали, что если G — плоский граф обхвата
g, то a(G) 6 4 при g > 5 и a(G) 6 3 при g > 7. Отметим, что первый из
этих результатов уже неулучшаем в терминах обхвата ввиду упомянутой
выше конструкции Косточки и Мельникова [13]. Бородин [2] доказал, что
a(G) 6 3 при условии, что в G нет циклов длины от 4 до 12.

Монтасьер, Распо и Ванг [15] доказали оценку a(G) 6 4 для любого
плоского графа G без 4-, 5- и 6-циклов, а Чен, Распо и Ванг (частное
сообщение) — при условии, что в G нет либо 4-, 6- и 7-циклов, либо нет
циклов длины 4, 6 и 8.

В данной работе доказано следующее достаточное условие ацикличе-
ской 4-раскрашиваемости плоских графов, перекрывающее результаты,
перечисленные в предыдущем абзаце.

Теорема 1. Всякий плоский граф, не содержащий 4- и 6-циклов,

ациклически 4-раскрашиваем.

Проблема 1. Верно ли, что любой плоский граф, не содержащий

4-циклов, ациклически 4-раскрашиваем?

1. Доказательство теоремы 1

Предположим, граф G — наименьший по числу вершин контрпример
к теореме 1. Очевидно, что G связен и не содержит 1-вершин. Через
F (G), d(v) и r(f) обозначим множество граней G, степень вершины v и
ранг грани f соответственно.

Из формулы Эйлера |V (G)| − |E(G)| + |F (F )| = 2, используя извест-
ные равенства

∑
v∈V (G)

d(v) = 2|E(G)| =
∑

f∈F (G)

r(f), получаем
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∑

v∈V (G)

(2d(v) − 6) +
∑

f∈F (G)

(r(f) − 6) < 0. (1)

Полагаем начальные заряды каждой вершины v ∈ V (G) и грани
f ∈ F (G) равными ch(v) = 2d(v) − 6 и ch(f) = r(f) − 6 соответственно.
Заметим, что только 2-вершины, а также 3- и 5-грани имеют отрицатель-
ные начальные заряды, равные −2, −3 и −1 соответственно. Далее мы
дадим правила перераспределения зарядов, приводящие к финальному

заряду ch∗ такому, что
∑

x∈V (G)∪F (G)

ch∗(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

ch(x) < 0.

Затем, основываясь на структурных свойствах графа G, мы получим
противоречие, доказав, что ch∗(x) > 0 для каждого x ∈ V (G) ∪ F (G).

1.1. Структурные свойства минимального контрпримера

Вершина и ребро называются треугольными, если они инцидентны
3-грани. Вершина степени не менее k (не более k) есть k+- (k−-)вершина.
Аналогичные наименования используются для граней.

Ясно, что в G нет треугольных 2-вершин. Отметим, что 3-грань не
может быть смежна с 3- или 5-гранью, поскольку в G нет ни 4-, ни
6-циклов. Число 3-граней, инцидентных вершине v, обозначим через τ(v);
всегда τ(v) 6 ⌊d(v)

2 ⌋.
Треугольная 3-вершина, соединённая с вершиной v нетреугольным

ребром, называется плохим соседом вершины v, а число плохих соседей
вершины v равно β(v). Через νk(v) обозначим число k-вершин, смежных
с вершиной v.

Лемма 1. В графе G у 3-вершин нет плохих соседей.

Доказательство. Пусть x — плохой сосед вершины v. Обозначим
соседние с v вершины по часовой стрелке через v1, v2, x, и пусть x лежит
в 3-грани xyz, сориентированной также по часовой стрелке. Ввиду ми-
нимальности графа G, граф G \ {x} имеет ациклическую 4-раскраску c.
Без ограничения общности можно считать, что c(y) = 1, c(z) = 2.

Мы легко завершаем доказательство, если c(v) /∈ {1, 2}, поэтому бу-
дем считать, что c(v) = 1 и что через вершины v и y в G \ {x} проходят
двуцветные (1, 3)- и (1, 4)-цепи. Также ввиду симметрии можно считать,
что v1 и v2 окрашены в 3 и 4 соответственно. Поскольку нет (2, 4)-цепи
между v2 и z, можно положить c(x) = 4, c(v) = 2.



6 О. В. Бородин6 О. В. Бородин6 О. В. Бородин

Доказательства лемм 2 и 3 можно найти в [7].

Лемма 2 [7]. Если v ∈ V (G), то

(i) ν2(v) = 0 при d(v) 6 3;
(ii) ν2(v) 6 1 при d(v) = 4 и ν2(v) 6 d(v) − 2 при d(v) 6 9;
(iii) если d(v) = 5 и ν2(v) = 3, то 2-вершины встречаются в цикличе-

ском порядке вокруг v подряд, причём обе грани между последователь-

ными 2-вершинами являются 7+-гранями;
(iv) если d(v) = 5, ν2(v) = 2 и ν3(v) = 3, то v инцидентна по меньшей

мере одной 7+-грани;
(v) если d(v) = 5 и ν2(v) = 3, либо d(v) = 6 и ν2(v) = 4, то ν3(v) = 0.

Под слабой вершиной понимается любая 3-вершина, а также такая
4-вершина v, что ν2(v) = 1 и ν3(v) > 1.

Лемма 3 [7]. В графе G нет нетреугольной 3-вершины, смежной с

более чем одной слабой вершиной.

Лемма 4 [15]. Если v — слабая 4-вершина в графе G, то β(v) =
τ(v) = 0.

Идея следующей леммы возникла в [16].

Лемма 5. В графе G слабая 4-вершина v4 не может быть инцидентна

такой 5-грани v1 . . . v5, что d(v3) = 3, а d(v5) = 2.

Лемма 6 [15]. В графе G нет такой 5-вершины v, что ν2(v) = 3 и

τ(v) = 1.

Лемма 7 [15]. Если 3-грань xyz в графе G такая, что d(x) = d(y) = 3,

то d(z) > 5.

1.2. Завершение доказательства теоремы 1

Перераспределим заряды вершин и граней графа G следующим об-
разом.

R0: Всякая 7+-грань отдаёт заряд 1
7 каждому инцидентному ребру xy.

Затем эта 1
7 отдаётся на соседнюю 3-грань, если ребро xy треугольное, а

в противном случае:
(i) на y, если d(x) = 2 или x — нетреугольная 3-вершина, а d(y) > 4;
(ii) на 3-грань vwx, если x — треугольная 3-вершина;
(iii) на x и y по 1

14 , если d(x) > 4 и d(y) > 4.

R1: Пусть ребро xy инцидентно граням f1 и f2, причём d(x) = 2.
Тогда x получает от y следующий заряд:
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(i) 6
5 при r(f1) = r(f2) = 5;

(ii) 11
10 при r(f1) = 5 и r(f2) > 7;

(iii) 1 при r(f1) > 7 и r(f2) > 7.

R2: Пусть ребро xy инцидентно граням f1 и f2, причём x — нетре-
угольная 3-вершина, а вершина y не является слабой. Тогда x получает
от y

(i) 3
10 при r(f1) = r(f2) = 5;

(ii) 1
5 при r(f1) = 5 и r(f2) > 7.

R3: Каждая 5-грань получает по 1
5 от каждой инцидентной вершины.

R4: Если x — плохой сосед вершины v, то v даёт 1
2 3-грани xyz.

R5: Каждая 3-грань f = uvw получает от 4+-вершины v
(i) 1, если f инцидентна 3-вершине;
(ii) 6

7 в противном случае.

Проверим теперь, что ch∗(x) > 0 для всех x ∈ V (G) ∪ F (G).

СЛУЧАЙ 1. f ∈ F (G). Если r(f) > 7, то ch∗(f) = r(f)− 6− r(f)
7 > 0

согласно R0. Если r(f) = 5, то ch∗(f) = 5 − 6 + 5 × 1
5 = 0 по R3.

Пусть f = xyz, где d(x) 6 d(y) 6 d(z). Тогда

ch(f) = r(f) − 6 = −3.

Вспомним, что f получает 3
7 от смежных граней согласно R0. Если d(x) =

d(y) = 3, то d(z) > 5 ввиду леммы 7, откуда

ch∗(f) = −3 +
7

7
+ 2 × 1

2
+ 1 = 0

согласно правилам R4 и R5(i), поскольку и x, и y приводят к дополни-
тельной передаче в 2

7 на f от смежных 7+-граней согласно R0(ii). Если
d(x) = 3, а d(y) > 4, то, аналогично, ch∗(f) = −3 + 5

7 + 1
2 + 2 × 1 > 0.

Наконец, если d(x) > 4, то ch∗(f) = −3 + 3
7 + 3 × 6

7 = 0.

СЛУЧАЙ 2. v ∈ V (G). Вспомним, что v даёт 1
5 каждой инцидентной

5-грани согласно R3.
Подслучай 2.1. d(v) = 2. Как уже отмечалось, v не инцидентна

3-грани. Если v инцидентна двум 5-граням, то

ch∗(v) = ch(v) + 2 × 6

5
− 2 × 1

5
= 0

согласно R1(i). Аналогично, если у v имеется не более одной инцидентной
5-грани, то ch∗(v) = 0 ввиду правил R1(ii) и R1(iii).
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Подслучай 2.2. d(v) = 3. Если вершина v — треугольная, то v не
делает передач по правилам R0–R5, т. е. ch∗(v) = ch(v) = 0. Пусть v
окружена гранями f1, f2 и f3, где 5 6 r(f1) 6 r(f2) 6 r(f3). Вспомним,
что v смежна по меньшей мере с двумя неслабыми вершинами ввиду
леммы 3, и что каждая такая вершина даёт v либо 3

10 , либо 1
5 , либо 0

согласно правилу R2.
Если r(f1) > 5, то ch∗(v) = ch(v) = 0. Если r(f1) = 5 < r(f2), то

ch∗(v) >
1

5
− 1

5
= 0

согласно R2(ii). Если r(f2) = 5 < r(f3), то

ch∗(v) > 2 × 1

5
− 2 × 1

5
= 0

согласно R2(i) и R2(ii). Наконец, если r(f3) = 5, то

ch∗(v) > 2 × 3

10
− 3 × 1

5
= 0

ввиду R2(i).
Подслучай 2.3. d(v) = 4. Теперь ch(v) = 2, а ν2(v) 6 1 согласно

лемме 2(ii).
(A) Вершина v нетреугольная. Предположим, что ν2(v) = 1. Тогда

ввиду леммы 4 имеем β(v) = 0. Вспомним, что если ν3(v) > 1, то v
является слабой, а значит, не делает передач на 3-вершины по правилу
R2, откуда следует, что при любом ν3(v) согласно R1 и R3 имеем

ch∗(v) > 2 − 6

5
− 4 × 1

5
= 0.

Теперь предположим, что ν2(v) = 0, и пусть ϕ5(v) — число 5-граней
при v. Заметим, что ϕ5(v) 6 4 − β(v); отсюда следует, что

ch∗(v) > 2 − β(v)

2
− 3(4 − β(v))

10
− ϕ5(v)

5
> 2 − β(v)

2
− 4 − β(v)

2
= 0

согласно R2–R4.
(B) Вершина v треугольная. Если τ(v) = 2, то ch∗(v) > 2 − 2 × 1 = 0

согласно R5. Пусть τ(v) = 1; тогда ϕ5(v) 6 1.
Рассмотрим случай ν2(v) = 1. Теперь ν3(v) = 0 согласно лемме 4.

Если ϕ5(v) = 0, то ch∗(v) = 2 − 2 × 1 = 0 по R5 и R1(iii). В противном
случае лемма 5 утверждает, что v получает 1

7 + 1
14 по R0(i) и R0(iii) и
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отдаёт 6
7 инцидентной 3-грани согласно R5(ii). Кроме того, v даёт 1

5 своей
5-грани и 11

10 — соседней 2-вершине. Таким образом,

ch∗(v) > 2 +
1

7
+

1

14
− 6

7
− 1

5
− 11

10
= 1 +

5

14
− 1 − 3

10
> 0.

Теперь допустим, что ν2(v) = 0. Если β(v) > 1, то v не инцидентна
5-граням, откуда следует, что ch∗(v) > 2 − 1 − 2 × 1

2 = 0 по R2, R4 и R5;
в противном случае ch∗(v) > 2 − 1 − 1

5 − 2 × 3
10 > 0 по R2, R3 и R5.

В дальнейшем для сокращения перебора вариантов воспользуемся
следующим приёмом.

Замечание 1. Чтобы оценить суммарный расход зарядов 5+-верши-
ны v по правилам R1–R5, представим себе, что каждая 3- и 5-грань
. . . uvw . . . делит получаемый ею заряд 1 или 1

5 , соответственно, поровну
между вершинами u и w. Тогда каждая смежная 2-вершина получит от
v не более 6

5 + 2 × 1
10 = 7

5 , а любая другая смежная вершина — не более
3
10 + 2 × 1

10 = 1
2 . Отсюда

ch∗(v) > 2d(v) − 6 − ν2(v) × 7

5
− (d(v) − ν2(v)) × 1

2
= ρ(v).

Подслучай 2.4. d(v) = 5. Теперь ch(v) = 4, а ν2(v) 6 3 ввиду лем-
мы 2(ii).

Сначала предположим, что ν2(v) = 3. Ввиду леммы 3 вершина v
нетреугольная, а из леммы 2(iii, v) известно, что ν3(v) = β(v) = 0, смеж-
ные с v вершины степени 2 идут по циклу подряд, а одна из них окружена
7+-гранями. Отсюда ch∗(v) > 4− 1− 2× 11

10 − 4× 1
5 = 0 согласно R1 и R3.

Если ν2(v) 6 1, то ch∗(v) > ρ(v) > 0, поэтому будем далее считать,
что ν2(v) = 2. Теперь ρ(v) = − 3

10 , но возможно усилить нижнюю оценку
ch∗(v) > − 3

10 , привлекая дополнительные соображения.
Если v смежна с 4+-вершиной z по нетреугольному ребру, то фак-

тическая изменённая передача от v на z не превосходит 2 × 1
10 , а это

меньше 1
2 , включённой в формулу для вычисления ρ(v), т. е. получаем

ch∗(v) > ρ(v) + 1
2 − 2 × 1

10 = 0.
Далее, если вершина v треугольная или имеет плохого соседа, то су-

ществуют по меньшей мере две стыковочные 7+-грани . . . uvw . . . такие,
что либо ребро vu треугольное, либо u — плохой сосед для v, тогда как
w — либо 2-вершина, либо нетреугольная 3-вершина. Каждая стыковоч-
ная грань экономит 1

10 на ребре vw, а также приносит 1
7 вершине v по

правилу R0(ii), откуда

ch∗(v) > ρ(v) + 2 × 1

7
+ 2 × 1

10
= − 3

10
+

2

7
+

1

5
> 0.
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Остаётся допустить, что ν2(v) = 2, ν3(v) = 3 и τ(v) = β(v) = 0. Ввиду
леммы 2(iv) при v имеется 7+-грань, поэтому снова имеем

ch∗(v) > ρ(v) + 2 × 1

7
+ 2 × 1

10
> 0.

Подслучай 2.5. d(v) = 6. Теперь ch(v) = 6, а ν2(v) 6 4 согласно
лемме 2. При ν2(v) = 4 эта же лемма утверждает, что ν3(v) = 0. Если
τ(v) = 1, то ϕ5(v) 6 3, а значит, v получает 1

7 от инцидентных 7+-граней
по правилу R0(ii) по меньшей мере дважды, откуда ch∗(v) > 6 − 1 − 2 ×
11
10−2× 6

5−3× 1
5+2× 1

7 > 0. При τ(v) = 0 имеем ch∗(v) > 6−4× 6
5−5× 1

5 > 0.
Пусть ν2(v) 6 3. Тогда ch∗(v) > 6 − 3 × 7

5 − 3 × 1
2 > 0.

Подслучай 2.6. 7 6 d(v) 6 9. Ввиду леммы 2 имеем ν2(v) 6 d(v)−2.
Согласно замечанию 1

ch∗(v) > 2d(v) − 6 − (d(v) − 2) × 7

5
− 2 × 1

2
=

3

5
(d(v) − 7) > 0.

Подслучай 2.7. d(v) > 10. По замечанию 1

ch∗(v) > 2d(v) − 6 − d(v) × 7

5
=

3

5
(d(v) − 10) > 0.

Итак, после перераспределения зарядов согласно правилам R0–R5
заряды всех вершин и граней графа G неотрицательны, что противоре-
чит (1).

Автор благодарит университет Бордо-1 за приглашение на первую
половину 2009 г. и лично Андре Распо за гостеприимство.
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