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Аннотация. Рассматривается задача синтеза асимптотически опти-
мальных схем, реализующих булевы функции, при инверсных неис-
правностях на выходах элементов в базисе {&,¬}. Доказано, что
почти все булевы функции можно реализовать асимптотически оп-
тимальными по надёжности схемами, которые функционируют с
ненадёжностью, асимптотически равной 5ε при ε → 0, где ε — веро-
ятность инверсной неисправности на выходе базисного элемента.
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Схемой из функциональных элементов в базисе B будем называть
ациклический упорядоченный орграф, в котором

каждому истоку (полюсу) приписана некоторая переменная, причём
разным истокам приписаны разные переменные (истоки при этом на-
зываются входами схемы, а приписанные им переменные — входными

переменными);
каждой вершине, в которую входят k > 1 дуг, приписана булева

функция из базиса B, существенно зависящая от k переменных (вер-
шина с приписанной функцией при этом называется функциональным

элементом);
некоторые вершины выделены как выходы (истоки одновременно мо-

гут являться выходами).
Глубиной схемы будем называть длину максимального пути в ней.

Глубиной функционального элемента схемы будем называть длину мак-
симального пути между ним и выходным элементом схемы.

Слоем глубины k (или k-м слоем) назовём множество всех функцио-
нальных элементов схемы глубины k.
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Далее будем предполагать, что B = {&,¬} и элементы базиса под-
вержены инверсным неисправностям на выходах. Эти неисправности ха-
рактеризуются тем, что в исправном состоянии функциональный эле-
мент реализует приписанную ему булеву функцию e, а в неисправном —
функцию e. Предполагается, что все элементы схемы переходят в неис-
правные состояния независимо друг от друга с вероятностью ε ∈ (0; 1/2).

Будем считать, что схема из ненадёжных элементов реализует бу-
леву функцию f(x1, x2, . . . , xn), если при поступлении на входы набора
ã = (a1, a2, . . . , an) при отсутствии неисправностей в схеме на её выходе
появляется значение f(ã).

Обозначим через Pf(ã)(S, ã) вероятность ошибки на входном наборе ã

схемы S, реализующей функцию f . Число P (S) = max
ã

Pf(ã)(S, ã) назовём

ненадёжностью схемы S. Надёжность схемы S равна 1 − P (S).
Пусть Pε(f) = inf

S
P (S), где ε — вероятность инверсной неисправно-

сти на выходе функционального элемента, а инфимум берётся по всем
схемам S из ненадёжных элементов, реализующим функцию f(x1, x2, . . .,
xn). Схема A из ненадёжных элементов, реализующая функцию f , на-
зывается асимптотически оптимальной по надёжности, если P (A) ∼
Pε(f) при ε → 0, т. е. lim

ε→0
Pε(f)/P (A) = 1.

С. И. Аксёновым [1] получена верхняя оценка ненадёжности схем в
произвольном полном конечном базисе при инверсных неисправностях
на выходах элементов. Он доказал, что при ε ∈ (0; ε0), 0 < ε0 < 1/2,
любую булеву функцию можно реализовать такой схемой S, что

P (S) 6 5ε + cε2, (1)

где константы c, ε0 положительны и зависят от базиса.
Это утверждение верно и в базисе {&,¬}. В [3] явно найдены кон-

станты c, ε0 и доказана

Теорема 1. При ε ∈ [0, 1/240] любую булеву функцию f в базисе

{&,¬} можно реализовать схемой S с ненадёжностью

P (S) 6 5ε + 99ε2.

Вопрос о возможности понижения константы 5 в оценке ненадёжности
до сих пор оставался открытым. В этой статье доказано, что для почти
всех булевых функций константа 5 неулучшаема (теорема 4). Таким об-
разом, асимптотически оптимальные по надёжности схемы в рассматри-
ваемом базисе для почти всех булевых функций имеют ненадёжность 5ε
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при ε → 0. Для доказательства теоремы 4 нам потребуются некоторые
утверждения.

Теорема 2 [2]. Пусть f — произвольная булева функция, отлич-

ная от константы, S — любая схема, её реализующая. Пусть подсхема

C схемы S содержит выход схемы S и реализует булеву функцию h с

ненадёжностью P (C) 6 1/2. Обозначим через p11, . . . , p1k всевозможные

различные вероятности ошибок на выходе схемы C при нулевых вход-

ных наборах b̃, т. е. h(̃b) = 0. Аналогично, пусть p01, . . . , p0m — всевоз-

можные различные вероятности ошибок на выходе схемы C при единич-

ных входных наборах b̃, т. е. h(̃b) = 1. Полагаем p1 = min{p11, . . . , p1k},
p0 = min{p01, . . . , p0m}. Тогда вероятности ошибок на выходе схемы S
удовлетворяют неравенствам P1(S, ã) > p1, если f(ã) = 0; P0(S, ã) > p0,

если f(ã) = 1.

Следствие 1 [2]. P (S) > pi, i = 0, 1.

Пусть в схеме, реализующей булеву функцию, отличную от констан-
ты, выделена подсхема A, имеющая один вход и содержащая выход схе-
мы. Обозначим через S′ подсхему, получаемую из схемы S удалением
подсхемы A. Если выполнено неравенство P (S) > P (S′), то будем го-
ворить, что схема S′ надёжнее схемы S и получается из S удалением
подсхемы A.

Так как схема S реализует функцию, отличную от константы, схема
A реализует либо тождественную функцию, либо инверсию.

Схема S, реализующая функцию f , отличную от константы, являет-
ся bc-схемой, если из неё нельзя получить более надёжную схему, реа-
лизующую f или f , удалением подсхемы, реализующей тождественную
функцию или инверсию.

Теорема 3 [3, 4]. Пусть схема S, ненадёжность которой равна P (S),
реализует функцию f и является bc-схемой. Если в схеме S можно выде-

лить подсхему, имеющую один вход, содержащую выход схемы и реали-

зующую инверсию или тождественную функцию с вероятностями оши-

бок p0 и p1 такими, что 0 < p0 + p1 < 1, то верно неравенство

min

{
p0

p0 + p1
,

p1

p0 + p1

}
6 P (S).

Обозначим через K(n) множество булевых функций f , зависящих от
переменных x1, x2, . . . , xn, не представимых в виде (xa

i &g(x̃))b

(i = 1, 2, . . . , n, a, b ∈ {0, 1}).
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Заметим, что константы 0, 1 не принадлежат K(n) и в базисе {&,¬}
любая схема S, реализующая функцию f(x̃) ∈ K(n), содержит не менее
пяти элементов.

Утверждение 1. Пусть функция f(x, y) = min {x/(x + y), y/(x + y)}
задана в квадрате D = {(x, y) | a 6 x 6 b, a 6 y 6 b, 0 < a < b}. Тогда

max
D

f(x, y) = 1/2, min
D

f(x, y) = a/(a + b).

Доказательство. Функцию f(x, y) в области D можно представить
в виде

f(x, y) =

{
x/(x + y) при x 6 y,
y/(x + y) при x > y.

Найдём наибольшее и наименьшее значения для функции
h(x, y) = x/(x + y), x 6 y, a 6 x 6 b, a 6 y 6 b, 0 < a < b.

Вычислим частные производные и приравняем их к нулю:

∂h(x, y)

∂x
=

y

(x + y)2
= 0,

∂h(x, y)

∂y
=

−x

(x + y)2
= 0.

Эта система не имеет решения, так как x, y > 0. Следовательно, ста-
ционарных точек нет, максимальное и минимальное значения достига-
ются на границе области.

Если x = a, a 6 y 6 b, 0 < a < b, то h(a, y) = a/(a + y) — гипербола,
монотонно убывающая на отрезке a 6 y 6 b, поэтому

min
a6y6b

h(a, y) = h(a, b) =
a

a + b
, max

a6y6b
h(a, y) = h(a, a) =

a

a + a
=

1

2
.

Если y = b, a 6 x 6 b, 0 < a < b, то

h(x, b) = x/(x + b) = 1 − b/(x + b)

— гипербола, монотонно возрастающая на отрезке a 6 x 6 b, следова-
тельно,

min
a6x6b

h(x, b) = h(a, b) =
a

a + b
, max

a6y6b
h(x, b) = h(b, b) =

b

b + b
=

1

2
.

Если y = x, a 6 x 6 b, a 6 y 6 b, 0 < a < b, то h(x, x) = x/(x+x) = 1/2
и

min
a6x6b

h(x, x) = max
a6x6b

h(x, x) =
1

2
.
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Заметим, что функции x/(x + y) и y/(x + y) симметричны относи-
тельно прямой y = x, поэтому min

D
f(x, y) = a/(a + b), max

D
f(x, y) = 1/2.

Утверждение 1 доказано.

Лемма 1. Если в схеме S, реализующей булеву функцию f ∈ K(n) с

ненадёжностью P (S) 6 5ε + 99ε2, ε ∈
(
0, 1

240

]
, можно выделить связную

подсхему A с ненадёжностью P (A) 6 5ε(1 − ε)4, состоящую хотя бы из

одного элемента, имеющую один вход и содержащую выход схемы, то

схема S не является bc-схемой.

Доказательство от противного. Пусть схема S является bc-схемой
и A — связная подсхема схемы S, состоящая хотя бы из одного элемента,
имеющая один вход и содержащая выход схемы S.

По условию ненадёжность схемы A удовлетворяет неравенству

ε 6 P (A) 6 5ε(1 − ε)4.

Следовательно, по определению ненадёжности вероятности ошибок p0

и p1 для схемы А также удовлетворяют этому неравенству. Тогда из
утверждения 1 следует, что

1

6
<

ε

ε + 5ε(1 − ε)4
6 min

{
p0

p0 + p1
,

p1

p0 + p1

}
.

С другой стороны, по теореме 3 верно неравенство

min

{
p0

p0 + p1
,

p1

p0 + p1

}
6 P (S).

Таким образом, 1
6 < min

{
p0

p0+p1
, p1

p0+p1

}
6 P (S) 6 5ε + 99ε2, т. е.

1
6 < 5ε + 99ε2, что неверно при ε ∈

(
0, 1

240

]
. Лемма 1 доказана.

Теорема 4. Пусть ε ∈ (0, 1/240], f(x̃) ∈ K(n) и S — любая схема,

реализующая функцию f . Тогда P (S) > 5ε(1 − ε)4.

Доказательство. Пусть S — произвольная схема, реализующая
функцию f(x̃) ∈ K(n). Без ограничения общности схему S можно счи-
тать bc-схемой.

Пусть A — связная подсхема схемы S, состоящая хотя бы из одного
элемента и содержащая выход схемы. Обозначим через p11, . . . , p1k все-
возможные различные вероятности ошибок на выходе схемы A при нуле-
вых входных наборах b̃. Аналогично, пусть p01, . . . , p0m — всевозможные
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различные вероятности ошибок на выходе схемы A при единичных вход-
ных наборах b̃. Полагаем p1 = min{p11, . . . , p1k}, p0 = min{p01, . . . , p0m}.

Оценим ненадёжность схемы S.

1. Если подсхема A имеет один вход, то A реализует тождественную
функцию или инверсию (так как f(x̃) ∈ K(n) и 0, 1 /∈ K(n)). Возможны
два случая.

1.1. Ненадёжность схемы A удовлетворяет неравенству

P (A) > 5ε(1 − ε)4.

Тогда этому неравенству удовлетворяет хотя бы одно из чисел p0, p1, и
P (S) > 5ε(1 − ε)4 по следствию 1.

1.2. Ненадёжность схемы A удовлетворяет неравенству

P (A) 6 5ε(1 − ε)4;

противоречие лемме 1.

2. Если в схеме S нельзя выделить подсхему A, имеющую ровно один
вход и содержащую выход схемы, то выделим связную подсхему C схемы
S из 5 элементов, содержащую выход схемы S (это возможно сделать, так
как f(x̃) ∈ K(n)). В этом случае выходной элемент E1 — конъюнктор.

2.1. Пусть в схеме C элемент E1 размещён на 0-м, E2 и E3 — на 1-м, E4

и E5 — на 2-м слое и удалением истоков (входных вершин) и некоторых
рёбер из схемы C можно получить граф, изображённый на рис. 1.

Рис. 1

Выходы элементов E4 и E5 могут быть соединены только с входами
элементов E2 и E3. Для каждой из возможных схем этого типа ошибка в
точности одного элемента на единичном наборе σ̃ приводит к появлению
нуля на выходе схемы C. Значит, p0 > 5ε(1 − ε)4, и P (S) > 5ε(1 − ε)4 по
следствию 1.

2.2. Пусть в схеме C элемент E1 размещён на 0-м, E2 и E3 — на 1-м,
E4 — на 2-м, E5 — на 3-м слое и удалением истоков (входных вершин)
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и некоторых рёбер из схемы C можно получить граф, изображённый на
рис. 2.

2.2.1. Пусть элемент E2 — конъюнктор (рис. 2). Тогда на единичном
наборе при ошибке в одном элементе на выходе схемы C появится нуль.
Следовательно, p0 > 5ε(1−ε)4, и по следствию 1 верно P (S) > 5ε(1−ε)4.

Рис. 2

2.2.2. Пусть элемент E2 — инвертор (см. рис. 2). Так как схема S
реализует функцию f(x̃) ∈ K(n), то ни один вход элемента E3 не мо-
жет быть соединён со входом схемы S (иначе f(x̃) /∈ K(n)). Возможны
следующие случаи.

2.2.2.1. Один вход элемента E3 соединён с выходом элемента E4. За-
метим, что элементы E2 и E3 — конъюнкторы (иначе f(x̃) /∈ K(n)). В
этом случае на единичном наборе при ошибке одного элемента на выходе
схемы C появится нуль. Следовательно, p0 > 5ε(1−ε)4, и по следствию 1
верно P (S) > 5ε(1 − ε)4.

2.2.2.2. Один вход элемента E3 соединён с выходом элемента E5. То-
гда на единичном наборе при ошибке одного элемента на выходе схемы
C появится нуль. Следовательно, p0 > 5ε(1 − ε)4, и P (S) > 5ε(1 − ε)4 по
следствию 1.

2.2.2.3. Ни один вход элемента E3 не соединён с элементами схемы А.
Тогда в схеме S существует элемент E6, выход которого соединён со вхо-
дом элемента E3. Следовательно, в схеме S можно выделить подсхему
C ′ из элементов E1, E2, E3, E4 и E6. Схема C ′ удовлетворяет случаю 2.1.

2.3. Пусть в схеме C элемент E1 размещён на 0-м, E2 — на 1-м, E3 и
E4 — на 2-м, E5 — на 3-м слое и удалением истоков (входных вершин)
и некоторых рёбер из схемы C можно получить граф, изображённый на
рис. 3.

Для каждой схемы данного типа ошибка одного элемента на единич-
ном наборе приводит к появлению нуля на выходе схемы C. Следова-
тельно, p0 > 5ε(1 − ε)4, и по следствию 1 верно P (S) > 5ε(1 − ε)4.
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Рис. 3

2.4. Пусть в схеме C элемент E1 размещён на 0-м, E2 — на 1-м, E3 —
на 2-м, E4, E5 — на 3-м слое и удалением истоков (входных вершин)
и некоторых из схемы C рёбер можно получить граф, изображённый
на рис. 4.

Рис. 4

2.4.1. Пусть элемент E2 — конъюнктор (рис. 4). Тогда на единичном
наборе при ошибке одного элемента на выходе схемы C появится нуль.
Следовательно, p0 > 5ε(1 − ε)4, и P (S) > 5ε(1 − ε)4 по следствию 1.

2.4.2. Пусть элемент E2 — инвертор (см. рис. 4). Так как схема S
реализует функцию f(x̃) ∈ K(n), то ни один вход элемента E1 не мо-
жет быть соединён с полюсом схемы S (иначе f(x̃) /∈ K(n)). Возможны
следующие случаи.

2.4.2.1. Один вход элемента E1 соединён с выходом элемента E3. То-
гда на единичном наборе при ошибке одного любого элемента на выходе
схемы C появится нуль. Следовательно, p0 > 5ε(1−ε)4, и по следствию 1
верно P (S) > 5ε(1 − ε)4.

2.4.2.2. Один вход элемента E1 соединён с выходом элемента E4(E5).
Тогда в схеме S существует элемент E6, выход которого соединён со вхо-
дом элемента E4(E5). Следовательно, в схеме S можно выделить подсхе-
му C ′ из элементов E1, E2, E3, E4(E5) и E6. При ошибке одного элемента
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на единичном наборе на выходе схемы C ′ появится нуль. Следовательно,
p0 > 5ε(1 − ε)4, и P (S) > 5ε(1 − ε)4 по следствию 1.

2.4.2.3. Ни один вход элемента E1 не соединён с элементами схемы C.
Тогда в схеме S существует элемент E6, выход которого соединён со
входом элемента E1. Тогда в схеме S можно выделить подсхему C ′ (см.
рис. 4), для которой утверждение теоремы верно.

2.5. Пусть в схеме C элемент E1 размещён на 0-м, E2 — на 1-м, E3 — на
2-м, E4 — на 3-м, E5 — на 4-м слое и удалением истоков (входных вершин)
и некоторых рёбер из схемы C можно получить граф, изображённый на
рис. 5a.

Рис. 5

Во всех схемах, за исключением случаев, изображённых на рис. 5б, в,
ошибка одного элемента в схеме C приводит к появлению нуля на выхо-
де элемента. Следовательно, в этих случаях p0 > 5ε(1 − ε)4, и по след-
ствию 1 верно P (S) > 5ε(1−ε)4. Рассмотрим варианты схем, попадающих
в случаи на рис. 5б, в.

2.5.1. Для схем C (рис. 5б ) элемент E1 не может быть соединён со
входом схемы S (иначе f(x̃) /∈ K(n)). Возможны следующие варианты.

2.5.1.1. Один вход элемента E1 соединён с выходом одного элемента
E3 или E4. Тогда на единичном наборе при ошибке одного элемента на
выходе схемы C появится нуль. Следовательно, p0 > 5ε(1 − ε)4, и по
следствию 1 верно P (S) > 5ε(1 − ε)4.

2.5.1.2. Один вход элемента E1 соединён с выходом элемента E5. То-
гда в схеме S существует элемент E6, выход которого соединён со вхо-
дом элемента E5. Следовательно, в схеме S можно выделить подсхему
C ′ из элементов E1, E2, E3, E5 и E6. При ошибке одного элемента на
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единичном наборе на выходе схемы C ′ появится нуль. Следовательно,
p0 > 5ε(1 − ε)4, и P (S) > 5ε(1 − ε)4 по следствию 1.

2.5.1.3. Ни один вход элемента E1 не соединён с другими элемента-
ми схемы C. Тогда в схеме S существует элемент E6, выход которого
соединён со входом элемента E1. Тогда в схеме S можно выделить под-
схему C ′ (см. рис. 2).

2.5.2. Для схем C (рис. 5в) элемент E2 не может быть соединён с
полюсом схемы S (иначе f(x̃) /∈ K(n)). Возможны следующие варианты.

2.5.2.1. Один вход элемента E2 соединён с выходом одного элемента
E4 или E5. Тогда на единичном наборе при ошибке одного элемента на
выходе схемы C появится нуль. Следовательно, p0 > 5ε(1 − ε)4, и по
следствию 1 верно P (S) > 5ε(1 − ε)4.

2.5.2.2. Ни один вход элемента E2 не соединён с элементами схемы C.
Тогда в схеме S существует элемент E6, выход которого соединён со
входом элемента E1, и в схеме S можно выделить подсхему C ′ (см. рис. 3).

2.5.2.3. Один вход элемента E2 соединён с выходом элемента E3, а
свободный вход элемента E1 соединён с выходом элемента E4 или E5.
Тогда на единичном наборе при ошибке одного элемента на выходе схемы
C появится нуль. Следовательно, p0 > 5ε(1 − ε)4, и P (S) > 5ε(1 − ε)4 по
следствию 1.

2.5.2.4. Один вход элемента E2 соединён с выходом элемента E3, а сво-
бодный вход элемента E1 не соединён с другими элементами схемы C.
Тогда в схеме S существует элемент E6, выход которого соединён с вхо-
дом элемента E1. Следовательно, в схеме S можно выделить подсхему
C ′ из элементов E1, E2, E3, E4 и E6. При ошибке одного элемента на
единичном наборе на выходе схемы C ′ появится нуль. Следовательно,
p0 > 5ε(1 − ε)4, и по следствию 1 верно P (S) > 5ε(1 − ε)4. Теорема 4
доказана.

Из теоремы 4 следует, что при ε ∈ (0, 1/240] любая схема, удовлетво-
ряющая условиям теоремы 3 и реализующая булеву функцию
f(x̃) ∈ K(n), является асимптотически оптимальной по надёжности и
функционирует с ненадёжностью, асимптотически равной 5ε при ε → 0.

Также из теоремы 4 следует, что оценка (1), полученная С. И. Аксё-
новым [1] для произвольного конечного полного базиса B, не может быть
снижена в общем случае, так как в базисе {&,¬} асимптотически опти-
мальные по надёжности схемы функционируют с ненадёжностью, рав-
ной 5ε при ε → 0.
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