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Аннотация. Доказана NP-полнота задачи MSSC — кластеризации
множества векторов евклидова пространства по критерию миниму-
ма суммы квадратов — для случая, когда размерность пространства
является, а число кластеров не является частью входа задачи.
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Введение

Объект исследования настоящей статьи — проблемы оптимизации в
задачах анализа данных и распознавания образов. Предмет исследова-
ния — задача кластеризации (разбиения) множества векторов евклидова
пространства по критерию минимума суммы квадратов. Цель работы —
анализ алгоритмической сложности этой задачи в случае, когда размер-
ность пространства и число кластеров соответственно является и не яв-
ляется частью входа задачи.

Задача разбиения множества векторов евклидова пространства на
подмножества (кластеры) по критерию минимума суммы квадратов рас-
стояний от элементов кластеров до их центров (центр кластера опреде-
ляется как среднее значение вектора в кластере) известна в литературе
как задача MSSC (от английского Minimum-Sum-of-Squares Clustering).
Эта задача в некоторых публикациях фигурирует под названием k-means
(k средних), которое соответствует названию одного из ранних алгорит-
мов [7], предложенных для её решения. К задаче MSSC сводится ряд
типичных проблем анализа данных, возникающих в широком спектре
приложений (см., например, [2, 4, 6–8] и цитированные там работы). Суть
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этих проблем состоит в том, чтобы по имеющейся совокупности, вклю-
чающей несколько результатов измерения набора (вектора) каких-либо
характеристик для элементов из некоторого множества материальных
объектов, найти подмножества наборов, соответствующих каждому из
этих объектов, или найти подмножества «похожих» объектов.

1. Анализ сложности

Задача MSSC в форме верификации свойств формулируется следую-
щим образом.

Задача MSSC. Дано: множество V = {v1, v2, . . . , vN} векторов из
R

q и положительное число K. Вопрос: существует ли такое разбиение
множества V на непустые подмножества (кластеры) C1, C2, . . . , CJ , что
имеет место неравенство

J∑

j=1

∑

v∈Cj

‖v − v(Cj)‖2
6 K, (1)

где v(Cj) =
∑

v∈Cj

v/|Cj |, j = 1, 2, . . . , J , — центр j-го кластера?

Напомним известные факты об алгоритмической сложности задачи
MSSC. Одномерный вариант задачи разрешим за полиномиальное вре-
мя [9]. Четыре возможных случая многомерного варианта этой задачи
индуцируются комбинированием размерности пространства и числа кла-
стеров как элементов, которые либо являются, либо не являются частью
входа задачи. Относительно этих случаев известно следующее.

Если размерность пространства и число кластеров не являются ча-
стью входа, то задача решается точно за полиномиальное время [6].
Оставшиеся три случая на протяжении многих лет бездоказательно счи-
тались NP-трудными.

В [4] представлено доказательство труднорешаемости задачи MSSC
для случая, когда размерность пространства является частью входа. Од-
нако это доказательсво оказалось ошибочным [2]. Корректное доказа-
тельство было опубликовано в [3] для подслучая, когда число кластеров
фиксировано и равно двум. При доказательстве установлена полиноми-
альная сводимость NP-трудной задачи о максимально плотном разрезе
графа к рассматриваемому подслучаю задачи MSSC [3]. Из неё следует
NP-трудность задачи MSSC для случая, когда размерность простран-
ства и число кластеров являются частью входа, так как задача с двумя
кластерами является частным случаем задачи с числом кластеров не
меньше двух.
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Далее, в [8] установлена NP-трудность задачи MSSC в подслучае, ко-
гда число кластеров является частью входа, а размерность пространства
фиксирована и равна двум. При доказателстве показана полиномиаль-
ная сводимость известной [5] NP-полной задачи 3-SAT к анализируемому
подслучаю задачи MSSC. Из этого результата так же, как и из результа-
та, полученного в [3], следует NP-трудность задачи MSSC в случае, ко-
гда число кластеров и размерность пространства являются частью вхо-
да, так как двумерная задача MSSC есть частный случай задачи MSSC
большей размерности.

Наконец, нетрудно установить, что, когда число кластеров является
частью входа, q-мерная задача MSSC полиномиально сводится к частно-
му случаю (q + 1)-мерной задачи путём введения нулевой (q + 1)-й ком-
поненты. Поэтому из результата, полученного в [8] для фиксированного
q = 2, следует NP-трудность задачи MSSC в случае, когда число кла-
стеров является, а размерность пространства не является частью входа
задачи.

Ниже проанализирован последний из неизученных ранее случаев за-
дачи. При анализе сложности применяется методика, сходная с методи-
кой, использованной в [1].

Теорема 1. Задача MSSC NP-полна в случае, когда размерность

пространства является, а число кластеров не является частью входа за-

дачи соответственно.

Доказательство. Принадлежность задачи MSSC классу NP оче-
видна. Пусть число кластеров J не является частью входа задачи. По-
кажем, что для любого J > 2 задача J-MSSC полиномиально сводится к
частному случаю задачи (J +1)-MSSC. Тогда результат будет следовать
из NP-полноты [3] задачи 2-MSSC.

По произвольной индивидуальной задаче J-MSSC построим следую-
щую индивидуальную задачу (J + 1)-MSSC. Положим

a = max
i=1,...,N

max
j=1,...,q

∣∣vj
i

∣∣,

где vj
i — j-я компонента вектора vi =

(
v1
i , . . . , v

q
i

)
∈ V . Без ограниче-

ния общности будем считать, что a 6= 0. Далее, в задаче (J + 1)-MSSC
положим K̃ = K и Ṽ = V ∪{x}, где x = (2a+K+1, . . . , 2a+K+1) ∈ R

q.
Покажем, что для того, чтобы в задаче J-MSSC существовало разби-

ение множества V на кластеры C1, C2, . . . , CJ , удовлетворяющее усло-
вию (1), необходимо и достаточно, чтобы в задаче (J + 1)-MSSC суще-
ствовало разбиение множества Ṽ на кластеры B1, B2, . . . , BJ+1 такое,



42 А. В. Долгушев, А. В. Кельманов42 А. В. Долгушев, А. В. Кельманов42 А. В. Долгушев, А. В. Кельманов

что

J+1∑

j=1

∑

v∈Bj

‖v − v(Bj)‖2
6 K̃. (2)

Необходимость. Пусть в задаче J-MSSC существует разбиение мно-
жества V на кластеры C1, C2, . . . , CJ такое, что выполняется неравен-
ство (1). Тогда нетрудно убедиться, что в задаче (J + 1)-MSSC суще-
ствует разбиение множества Ṽ на кластеры B1 = C1, B2 = C2, . . . , BJ =
CJ , BJ+1 = {x} такое, что выполнено (2). Действительно,

J+1∑

j=1

∑

v∈Bj

‖v − v(Bj)‖2 =
J∑

j=1

∑

v∈Bj

‖v − v(Bj)‖2 +
∑

v∈BJ+1

‖v − v(BJ+1)‖2

=
J∑

j=1

∑

v∈Bj

‖v − v(Bj)‖2 + ‖x − x‖2

=
J∑

j=1

∑

v∈Cj

‖v − v(Cj)‖2
6 K = K̃. (3)

Достаточность. Заметим сначала, что для любого подмножества
X ⊆ V такого, что |X| > 1, в составе которого имеется некоторый век-
тор y, справедлива следующая цепочка равенств:

∑

v∈X

‖v − v(X)‖2 =
∑

v∈X

‖v‖2 − 2
∑

v∈X

(v, v(X)) + |X|‖v(X)‖2

=
∑

v∈X

‖v‖2 − 2

∑
v∈X

(v,
∑

u∈X

u)

|X| +

‖ ∑
v∈X

v‖2

|X| =
∑

v∈X

‖v‖2 −
‖ ∑

v∈X

v‖2

|X|

= ‖y‖2 +
∑

u∈X\{y}

‖u‖2 − ‖y‖2

|X| −
2

(
y,

∑
u∈X\{y}

u

)

|X| −
‖ ∑

u∈X\{y}

u‖2

|X|

=
|X| − 1

|X| ‖y‖2 +




∑

u∈X\{y}

‖u‖2 −
‖ ∑

u∈X\{y}

u‖2

|X| − 1



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+

‖ ∑
u∈X\{y}

u‖2

|X| − 1
−

‖ ∑
u∈X\{y}

u‖2

|X| −
2
(
y,

∑
u∈X\{y}

u
)

|X|

=
|X| − 1

|X| ‖y‖2 −
2

∑
u∈X\{y}

(u, y)

|X|

+
∑

v∈X\{y}

‖v − v(X \ {y})‖2 +

‖ ∑
u∈X\{y}

u‖2

(|X| − 1)|X| . (4)

Допустим теперь, что в задаче (J + 1)-MSSC существует разбиение
множества Ṽ на кластеры B1, B2, . . . , BJ+1, удовлетворяющее неравен-
ству (2). Не ограничивая общность, будем считать, что x ∈ BJ+1.

Пусть |BJ+1| = 1. Тогда BJ+1 = {x} и в задаче J-MSSC существует
разбиение множества V на кластеры C1 = B1, C2 = B2, . . . , CJ = BJ

такое, что справедливо (1). В самом деле,

J∑

j=1

∑

v∈Cj

‖v − v(Cj)‖2 =

J∑

j=1

∑

v∈Bj

‖v − v(Bj)‖2 + ‖x − x‖2

=
J∑

j=1

∑

v∈Bj

‖v − v(Bj)‖2 +
∑

v∈BJ+1

‖v − v(BJ+1)‖2
6 K̃ = K. (5)

Пусть |BJ+1| > 1. Заметим, что цепочка равенств (4) справедлива
при подстановке X = BJ+1 и y = x. Сделав эту подстановку, найдём

∑

v∈BJ+1

‖v − v(BJ+1)‖2 =
|BJ+1| − 1

|BJ+1|
‖x‖2 −

2
∑

u∈BJ+1\{x}

(u, x)

|BJ+1|

+
∑

v∈BJ+1\{x}

‖v − v(BJ+1 \ {x})‖2 +

‖ ∑
u∈BJ+1\{x}

u‖2

(|BJ+1| − 1)|BJ+1|
. (6)

В правой части этого выражения последние два члена неотрицательны.
Напомним, что x = (2a+K+1, . . . , 2a+K+1), и заметим, что ‖u‖ 6 a

√
q

для всех u ∈ BJ+1 по построению. Используя свойства скалярного про-
изведения, для разности первых двух членов в правой части (6) получим
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оценку

|BJ+1| − 1

|BJ+1|
‖x‖2 −

2
∑

u∈BJ+1\{x}

(u, x)

|BJ+1|

>
|BJ+1| − 1

|BJ+1|
{q(2a + K + 1)2 − 2aq(2a + K + 1)}

=

(
1 − 1

|BJ+1|

)
q(2a + K + 1)(K + 1) > qK/2 > K = K̃,

так как q > 2. Отсюда для задачи (J + 1)-MSSC имеем

J+1∑

j=1

∑

v∈Bj

‖v−v(BJ+1)‖2 =
J∑

j=1

∑

v∈Bj

‖v−v(Bj)‖2+
∑

v∈BJ+1

‖v−v(BJ+1)‖2 > K̃,

что противоречит условию (2). Следовательно, |BJ+1| = 1, а для этого
случая существование разбиения множества V , удовлетворяющего усло-
вию (1), на кластеры C1, C2, . . . , CJ было показано выше. Теорема 1
доказана.

Таким образом, установлена NP-полнота задачи MSSC в случае, ко-
гда размерность пространства и число кластеров соответственно являет-
ся и не является частью входа задачи. Установленный факт дополняет
известные результаты и закрывает вопрос о сложностном статусе воз-
можных случаев этой задачи.
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