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Аннотация. Для решения задачи размещения в так называемой
p-медианной форме представлены приближённый алгоритм с вре-
менно́й сложностью O(n2) и результаты его вероятностного анализа.
Входные данные определены на полном графе с расстояниями меж-
ду вершинами — случайными независимыми переменными с оди-
наковой функцией равномерного распределения. Значение целевой
функции, получаемой в результате работы алгоритма, представляет
собой сумму случайных величин, анализ которых основан на оценке
вероятностей больших уклонений этих сумм. В работе используется
одна из предельных теорем такого анализа в форме неравенства Пет-
рова, при этом учтён фактор зависимости суммируемых случайных
величин. Результатом вероятностного анализа являются оценки от-
носительной погрешности и вероятности несрабатывания представ-
ленного алгоритма, а также условия его асимптотической точности.
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Введение

Одним из актуальных направлений в дискретной оптимизации явля-
ется построение полиномиальных приближённых алгоритмов решения
трудных задач принятия решений и их вероятностный анализ на слу-
чайных входных данных [1–3, 7, 9–11]. Вероятностный анализ алгоритмов
решения трудных задач дискретной оптимизации, как правило, прово-
дится в предположении о независимости случайных величин, входящих
в исследуемую целевую функцию задачи. Нетривиальные трудности воз-
никают при наличии зависимых составляющих в целевой функции. В ка-
честве такого примера можно привести работу [1] по вероятностному
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анализу приближённого алгоритма отыскания в полном случайном гра-
фе однородного связного подграфа.

В настоящей статье представлены полиномиальный приближённый
алгоритм и его вероятностный анализ для известной труднорешаемой
задачи дискретной оптимизации [4] — задачи размещения в так называ-
емой p-медианной форме [8].

Запишем постановку задачи о p -медиане. Пусть V = {1, 2, . . . , n}.
Требуется найти булевы переменные выбора xi и назначения xij так,
чтобы минимизировать целевую функцию

F (x) =
n∑

i=1

∑

j∈V \i
cijxij → min

(xi)(xij)

при условиях

n∑

i=1

xi = p;
n∑

i=1

xij = 1, j = 1, n; xij 6 xi = xii для любых i 6= j.

При фиксированном значении параметра p задача полиномиально
разрешима. Поэтому интерес представляет случай, когда p = p (n) —
растущая функция от n.

Далее нам понадобятся некоторые определения и свéдения.
Рассмотрим алгоритм A решения оптимизационной задачи на мини-

мум. Через FA(I) и F ∗(I) обозначим значения целевой функции задачи
на допустимом и оптимальном решениях, полученном алгоритмом A на
входе I.

Следуя [2], говорим, что алгоритм A имеет оценки (εn, δn) в клас-
се Kn задач минимизации размерности n, если для каждого n выполнено
неравенство

Pr{FA(I) > (1 + εn)F ∗(I)} 6 δn,

где Pr{·} — вероятность соответствующего события, εn — относитель-

ная погрешность, δn — вероятность несрабатывания алгоритма A. Ал-
горитм называется асимптотически точным в классе задач

K =
∞⋃

n=1

Kn,

если для него существуют такие оценки (εn, δn), что εn → 0, δn → 0
при n → ∞.
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Пусть K — класс полных n-вершинных графов с расстояниями cij

между вершинами i и j — независимыми случайными величинами из
отрезка (an, bn), an > 0, с одинаковой функцией распределения

Pξ(x) = Pr{ξ < x}
нормализованной случайной величины

ξ = (cij − an)/(bn − an), 0 6 ξ 6 1.

Через E θ будем обозначать математическое ожидание случайной вели-
чины θ. Через K̃ ⊂ K обозначим подкласс входов задачи с равномерной
функцией распределения расстояний.
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Рис. 1. Вид решения задачи о p-медиане для n = 15 и p = 3.

Для вероятностного анализа алгоритма Ã, описанного в следующем
разделе, нам понадобится следующая

Теорема (неравенства Петрова) [6]. Пусть для независимых случай-

ных величин X1, . . . , Xn с суммой S =
n∑

j=1
Xj существуют положительные

постоянные g1, . . . , gn и T такие, что

E etXj 6 e
1
2
gjt2 (j = 1, . . . , n)

для всех 0 6 t 6 T, и пусть G =
n∑

j=1
gj . Тогда

Pr{S > x} 6

{
e−x2/2G при 0 6 x < GT,

e−Tx/2 при x > GT.
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1. Приближённый алгоритм решения задачи о p-медиане
на классе K̃ и основная теорема

Алгоритм Ã.
Сначала все вершины графа не помечены. Положим m = ⌈n/p⌉−1.

(Далее, для упрощения изложения, считаем, что n = (m + 1)p.)
Алгоритм состоит из p-кратного повторения следующего общего

шага.

Общий шаг k = 1, p.
НАЧАЛО: Среди непомеченных вершин выбираются произ-

вольная вершина в качестве медианной, а также m ближайших к
ней, после чего выбранные вершины помечаются, а соответствую-
щие переменные выбора и назначения полагаются равными 1.

КОНЕЦ.

На рис. 1 медианные вершины выделены черным цветом, осталь-
ные — в клеточку. Алгоритм Ã выполняется за время O(n2).

Полученное в результате работы алгоритма значение целевой функ-
ции может быть записано в виде F

Ã
= mp an + (bn − an)Y, где Y —

нормализованное значение целевой функции, представимое в виде сум-
мы случайных величин

Y =

p∑

k=1

(Y(1)(nk) + . . . + Y(m)(nk)).

Здесь nk = n − (k − 1)(m + 1) − 1 равно числу непомеченных вершин
в начале k-го шага алгоритма, из которых выбираются m вершин, бли-
жайших к последней медианной; Y(r)(nk) — r-я порядковая статистика,
1 6 r 6 m, на шаге k = 1, p.

В следующем разделе представлен вероятностный анализ прибли-
жённо эффективного алгоритма Ã.

Сформулируем основной результат этого анализа.

Теорема 1. Приближённый алгоритм Ã решения задачи о p-медиане

на классе K̃ случайных входов с равномерным распределением асимпто-

тически точен при выполнении условий

bn

an
= o

(
p

ln p

)
; (1)

p = p(n) → ∞ при n → ∞. (2)
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2. Вероятностный анализ алгоритма

Заметим, что в результате работы алгоритма Ã мы получаем в каче-
стве нормализованного значения целевой функции случайную величину
Y , равную сумме mp случайных величин и состоящую из p подсумм

Yk = Y(1)(nk) + . . . + Y(m)(nk), 1 6 k < p; Yp = mξ.

Каждая подсумма Yk, в свою очередь, является случайной величи-
ной, состоящей из m порядковых (минимальных) статистик, которые не
являются независимыми случайными величинами. Поэтому мы не мо-
жем использовать теорему Петрова напрямую для всех mp случайных
величин, входящих в целевую функцию, поскольку в теореме предпола-
гается независимость каждой из них. Однако мы можем воспользовать-
ся независимостью p случайных величин Y1, . . . , Yp . Более определенно,
рассмотрим совокупность p смещённых случайных независимых вели-
чин

Xk = Yk − (1 + ρ)EYk, k = 1, p, (3)

где ρ — константа, зависящая от m. Наша дальнейшая цель — пока-
зать, что на входах из класса K̃ эти случайные величины удовлетворяют
условиям теоремы Петрова при значениях констант ρ = 1

12m , T = 1/m

и gk = (1 + ρ)2β2
k, где βk = m(m+1)

2(nk+1) , а именно, для любых 0 6 t 6 T
выполняются неравенства

E etXk 6 e
1
2
gkt2 , k = 1, p.

Прежде всего нам потребуется ряд вспомогательных утверждений.
Оценим математическое ожидание случайной величины вида etY(m)(ν),

где Y(m)(ν) — m-я порядковая статистика в системе из ν > m независи-
мых случайных величин, равномерно распределённых в интервале (0, 1).

По определению [5]

E etY(m)(ν) = νCm−1
ν−1

1∫

0

etxxm−1(1 − x)ν−mdx. (4)

Лемма 1. В случае равномерного распределения при всяких r 6 m
и ν > m для математического ожидания случайной величины etY(r)(ν)

справедлива формула

E etY(r)(ν) =
1

(r − 1)!

∞∑

i=0

(i + 1) · · · (i + r − 1)

(ν + 1) · · · (ν + i)
ti.
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Доказательство. Рассмотрим случай r = 1 и µ 6 ν. Поскольку для
равномерного распределения Pξ(x) = x функция распределения случай-
ной величины X(1)(µ) имеет вид PX(1)(µ)(x) = 1 − (1 − x)µ, то

EetX(1)(µ+1) =

1∫

0

etxdPX(1)(µ+1)(x) =

1∫

0

etx(µ + 1)(1 − x)µdx

=
µ + 1

t


µ

1∫

0

etx(1 − x)µ−1dx − 1


 =

µ + 1

t
(EetX(1)(µ) − 1).

Дальнейшее доказательство проведём индукцией по r и µ, причём
1 6 r 6 µ 6 ν.

При r = µ = 1 имеем

EetX(1)(1) =

1∫

0

etxdx =
et − 1

t
=

1

0!

∞∑

i=0

ti

(i + 1)!
.

Считая утверждение доказанным для выбора минимального из µ эле-
ментов, покажем справедливость его при выборе из µ + 1 элементов:

E etY1(µ+1) =

1∫

0

etxdPY1(µ+1)(x) =

1∫

0

etx(µ + 1)(1 − x)µdx

=
µ + 1

t


µ

1∫

0

etx(1 − x)µ−1dx − 1


 =

µ + 1

t
(E etY(1)(µ) − 1)

=
µ + 1

t

( ∞∑

i=0

ti

(µ + 1) · · · (µ + i)
− 1

)
=

µ + 1

t

∞∑

i=1

ti

(µ + 1) · · · (µ + i)

=
∞∑

i=0

ti

(µ + 2) · · · (µ + 1 + i)
.

Таким образом, для первой порядковой статистики формула верна:

E etY(1)(ν) =
∞∑

i=0

ti

(ν + 1) · · · (ν + i)
.
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Для произвольных 1 < r 6 ν имеем

E etY(r)(ν) = νCr−1
ν−1

1∫

0

etxxr−1(1 − x)ν−rdx

= νCr−1
ν−1

1∫

0

etxxr−2(1 − (1 − x))(1 − x)ν−rdx

= νCr−1
ν−1

1∫

0

etxxr−2(1 − x)ν−rdx − νCr−1
ν−1

1∫

0

etxxr−2(1 − x)ν−r+1dx

=
ν

r − 1
E etY(r−1)(ν−1) − ν − r + 1

r − 1
E etY(r−1)(ν)

=
ν

(r − 1)!

∞∑

i=0

(i + 1) . . . (i + r − 1)

ν(ν + 1) . . . (ν + i − 1)
ti

− ν − r + 1

(r − 1)!

∞∑

i=0

(i + 1) . . . (i + r − 1)

(ν + 1) . . . (ν + i)
ti

=
1

(r − 1)!

∞∑

i=0

(i + 1) . . . (i + r − 1)

(ν + 1) . . . (ν + i)
ti.

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. В случае равномерного распределения при любых ν > m
и t 6 1/m для математического ожидания случайной величины etY(m)(ν)

справедлива оценка

E etY(m)(ν) 6 exp

(
mt

ν + 1

)
exp

(
1

2

(
mt

ν + 1

)2)
.

Доказательство. Пусть α = m/ν + 1. Следуя лемме 1, имеем

E etY(m)(ν) =
1

(m − 1)!

∞∑

i=0

(i + 1) . . . (i + m − 1)

(ν + 1) . . . (ν + i)
ti

= 1 +
mt

ν + 1
+

m(m + 1)t2

2(ν + 1)(ν + 2)
+

m(m + 1)(m + 2)t3

3!(ν + 1)(ν + 2)(ν + 3)
+ . . .

6 1 + αt +
(m + 1)(ν + 1)

2m(ν + 2)
(αt)2

∞∑

i=0

(
(m + 2)t

3(ν + 3)

)i
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= 1 + αt +
(m + 1)(ν + 1)

2m(ν + 2)

(αt)2
(
1 − (m+2)t

3(ν+3)

) ,

а поскольку для любых 1 6 m 6 ν и t 6 1/m выполнено

(m + 1)(ν + 1)

2m(ν + 2)
6 1 − (m + 2)t

3(ν + 3)
,

то окончательно получим

E etY(m)(ν) 6 1 + αt + (αt)2

6

(
1 + αt +

(αt)2

2

)(
1 +

(αt)2

2

)
6 exp

(
mt

ν + 1

)
exp

(
1

2

(
mt

ν + 1

)2)
.

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Для любых 1 6 µ 6 m справедлива формула

u∫

0

etxµdxµ

xµ∫

0

etxµ−1dxµ−1 . . .

x2∫

0

etx1dx1 =
1

µ!

(
etu − 1

t

)µ

.

Доказательство. Доказательство проведём индукцией по индек-
су µ. Обозначим левую часть равенства через Jµ(u). Для µ = 1 имеем

J1(u) =

u∫

0

etx1dx1 =
etu − 1

t
.

Предполагая утверждение доказанным для J1(u), . . . , Jµ−1(u), полу-
чим

Jµ(u) =

u∫

0

etxµJµ−1(xµ)dxµ =
1

(µ − 1)! tµ

u∫

0

(etx − 1)
µ−1

detx

=
1

µ!

(
etu − 1

t

)µ

.

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Для t 6 1/m и ρ = 1/(12m) выполнено

et − 1

t
6 exp

(
1 + ρ

2
t

)
.
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Доказательство. Имеем

et − 1

t
= e

t
2
e

t
2 − e−

t
2

t
= e

t
2

∞∑

i=0

1

(2i + 1)!

(
t

2

)2i

6 e
t
2

∞∑

i=0

1

i!

(
t2

24

)i

6 e
t
2

∞∑

i=0

1

i!

(
t

24m

)i

= e
t
2 e

t
24m = exp

(
1 + ρ

2
t

)
.

Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть Y (ν) — сумма m минимальных статистик

среди ν > m случайных величин в классе K̃. Тогда справедлива оценка

сверху для математического ожидания случайной величины etY (ν):

E etY (ν) 6 E exp

(
(1 + ρ)(m + 1)

2
t Y(m)(ν)

)
.

Доказательство. Совместная функция распределения статистик
Y(1)(ν), Y(2)(ν), . . . , Y(m)(ν) для x1 6 x2 6 . . . 6 xm, 1 6 m 6 ν, имеет
вид [5]:

f1,2,...,m(x1, . . . , xm) =
ν!

(ν − m)!
p(x1) . . . p(xm)(1 − p(xm))ν−m.

По определению математического ожидания

E etY (ν) =

1∫

0

xm∫

0

. . .

x2∫

0

et(x1+...+xm)f1,2,...,m(x1, . . . , xm)dx1dx2 . . . dxm.

В случае равномерного распределения с учётом леммы 3 имеем

E etY (ν) =

1∫

0

etxm(1 − xm)ν−mdxm

xm∫

0

etxm−1dxm−1 . . .

x2∫

0

etx1dx1

=
ν!

(ν − m)!

1∫

0

etu(1 − u)ν−mJm−1(u)du

= νCm−1
ν−1

1∫

0

etu(1 − u)
ν−m

(
etu − 1

t

)m−1

du

= νCm−1
ν−1

1∫

0

etuum−1(1 − u)ν−m

(
etu − 1

tu

)m−1

du.
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Поскольку tu 6 1/m, по лемме 4 верно

etu − 1

tu
6 exp

(
1 + ρ

2
tu

)
.

Отсюда и из (6) следует, что

E etY (ν) 6 νCm−1
ν−1

1∫

0

e
(1+ρ)(m+1)

2
tuum−1(1 − u)ν−mdu

= E exp

(
(1 + ρ)(m + 1)

2
t Y(m)(ν)

)
.

Лемма 5 доказана.

Напомним обозначения, принятые выше для любых k = 1, p:

nk = n − (k − 1)(m + 1) − 1; βk =
m(m + 1)

2(nk + 1)
; gk = (1 + ρ)2β2

k.

Очевидно, для всякого k = 1, p верно EYk = βk.
Из лемм 2 и 5 непосредственно следует

Лемма 6. При t 6 1/m для любых k = 1, p центрированные случай-

ные величины Ỹk = Yk − EYk удовлетворяют неравенству

E etỸk 6 eρβkt e
1
2
gkt2 .

Лемма 7. Справедливы неравенства

EY =

p∑

k=1

EYk 6
m ln p

1 + ρ
;

G =

p∑

k=1

gk 6 (1 + ρ)2
m2

2
.

Доказательство. Действительно,

EY =

p∑

k=1

EYk =

p∑

k=1

βk =

p∑

k=1

m(m + 1)

2(nk + 1)
=

m(m + 1)

2

p∑

k=1

1

nk + 1

=
m(m + 1)

2

p∑

k=1

1

k(m + 1)
=

m

2

p∑

k=1

1

k
6

m(1 + ln p)

2
,
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и с учётом верного при p > 3 неравенства 1 + ρ 6 (1 − ρ) ln p имеем

EY 6
m ln p

1 + ρ
;

G =

p∑

k=1

gk =

p∑

k=1

(1 + ρ)2β2
k = (1 + ρ)2

p∑

k=1

(
m(m + 1)

2(nk + 1)

)2

=

(
(1 + ρ)m(m + 1)

2

)2 p∑

k=1

1

k2(m + 1)2
=

(
(1 + ρ)m

2

)2 p∑

k=1

1

k2

6 (1 + ρ)2
m2

2
.

Лемма 7 доказана.

Лемма 8. При T = 1/m алгоритм Ã решает задачу о p -медиане на

классе K̃ случайных входов с равномерным распределением со следую-

щими оценками относительной погрешности и вероятности несрабатыва-

ния:

εn = 2
bn/an

p/ ln p
; (5)

δn =
1√
p

. (6)

Доказательство. Рассмотрим совокупность p смещённых случай-
ных величин Xk = Ỹk−ρβk, определённых формулой (3). Их сумма равна
S = Ỹ − ρ EY .

Оценим вероятность несрабатывания алгоритма Ã, учитывая, что
F

Ã
= mp an + (bn − an)Y , F ∗ > mp an и согласно лемме 7 EY 6 m ln p

1+ρ :

Pr{F
Ã

> (1 + εn)F ∗} 6 Pr

{
Y >

mp εn

bn/an

}

= Pr

{
Ỹ >

mp εn

bn/an
− EY

}
= Pr

{
S >

mp εn

bn/an
− (1 + ρ)EY

}

6 Pr

{
S >

mp εn

bn/an
− m ln p)

}
. (7)

Задавшись величиной относительной погрешности алгоритма Ã, равной

εn = 2
bn/an

p/ ln p
,
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продолжим неравенство (9) для оценки вероятности несрабатывания ал-
горитма Ã:

Pr{F
Ã

> (1+ εn)F ∗} 6 Pr

{
S >

mp εn

bn/an
−m ln p

}
= Pr{S > m ln p}. (8)

Воспользуемся теоремой Петрова для совокупности случайных вели-
чин {X1, . . . , Xp}.

С учётом леммы 7 при T = 1/m и достаточно больших p (бо́льших
двух) имеем

GT 6
m(1 + ρ)2

2
6 m ln p

и, положив x = m ln p, оцениваем правую часть неравенства (10) согласно
теореме Петрова

Pr{FA > (1 + εn)F ∗} 6 Pr{S > m ln p} 6 exp
(
− ln p

2

)
=

1√
p

= δn.

Итак, оценки относительной погрешности и вероятности несрабаты-
вания представленного в работе алгоритма Ã имеют вид (7) и (8) соот-
ветственно. Лемма 8 доказана.

Из вида оценок εn и δn, полученных в лемме 8, заключаем, что усло-
вия (2)–(3), накладываемые на параметр p, влекут асимптотическую точ-
ность приближённого алгоритма Ã решения задачи о p-медиане на клас-
се случайных входов K̃.

Тем самым основное утверждение статьи — теорема 1 — доказано.

Замечание. Результаты, полученные для задачи о p-медиане, спра-
ведливы на классе K случайных входных данных для любых распреде-
лений мажорирующего типа: Pξ(x) > x, 0 6 x 6 1.
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