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Аннотация. Продолжены исследования модели экономики с эндо-
генным инвестированием применительно к ситуации, когда инвести-
ционный процесс неограничен во времени, а инвесторы (они же по-
требители) образуют сменяющие друг друга перекрывающиеся поко-
ления. В отличие от рассматривавшихся ранее в серии работ случаев,
здесь пространство товаров бесконечномерно, хотя каждому поколе-
нию в отдельности доступен лишь ограниченный ассортимент това-
ров. Доказано существование равновесной траектории цен и равно-
весного межвременно́го распределения благ, которые формируются
в результате предельного перехода в слабой топологии пространства
всех последовательностей действительных чисел.
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1. Модель экономики с перекрывающимися поколениями

С формальной точки зрения экономическая деятельность каждого
поколения идентична всей экономике, рассмотренной в [3]. В данной ста-
тье мы ограничимся напоминанием основных обозначений, определений
и предварительных результатов, за более подробным изложением и мо-
тивацией следует обратиться к [3, 4].

1.1. Производственный сектор. Пусть L = {1, . . . , l} — номиналь-

ный ассортимент всех имеющихся в экономике товаров. Товар k ∈ L,
который номинально является одним и тем же в различные периоды
времени t ∈ {1, 2, . . .}, может иметь различную цену pt

k и поэтому со сто-
имостной точки зрения должен рассматриваться как множество различ-
ных товаров, т. е. пространство товаров, как и пространство цен, будет
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бесконечномерным, хотя в каждый конкретный момент времени размер-
ность пространства потенциально доступных товаров является конечной
и равной l.

Замечание 1. Для правильного понимания дальнейших рассужде-
ний следует уточнить различие в употреблении терминов момент време-

ни и период времени. Фактически в рассматриваемой модели экономики
используется непрерывная временна́я шкала [0, +∞), разбитая счётным
множеством моментов времени t ∈ {0, 1, . . .} на периоды времени еди-
ничной длины [t, t+1], при этом в качестве номера (или идентификатора)
временно́го периода будет использоваться его правый край, т. е. заключи-
тельный момент времени t + 1. Это соглашение соответствует принципу
постнумерандо при оценке потоков платежей в финансовой математике
(см., например, [5, с. 96]). С этой точки зрения первый временно́й период
протекает между начальным (нулевым) и первым моментами времени,
т. е. совпадает с [0, 1], второй период — это [1, 2] и т. д.

Каждый технологический процесс длится ровно один период, затра-
ты технологического процесса, протекающего в t-м периоде относятся к
моменту времени t − 1, а выпуск — к моменту t. Далее будем полагать,
что в течение каждого периода времени цены постоянны, а именно, в
t-м периоде действующие цены образуют вектор pt ∈ R

L
++. Поскольку

производственный процесс совершается не мгновенно, оценку стоимости
затрат в начальный момент t−1 следует проводить относительно цен pt.
В свою очередь, выпуск будет относиться к моменту времени t, одна-
ко его реализация и потребление будут осуществляться в течение вре-
менно́го промежутка [t, t + 1], тем самым извлекаемую выручку следует
оценивать в соответствии с ценами pt+1.

Подобно классической модели Эрроу — Дебре (см., например, [2,
§15.3]) производство рассматривается в терминах потоков, т. е. положи-
тельные компоненты технологического вектора интерпретируются как
выпуск, а отрицательные — как затраты. Однако в нашем случае раз-
новременны́е потоки затрат и выпуска уже не могут компенсировать
друг друга «в абсолютном выражении», поэтому более корректным будет
представление технологического процесса в виде 2l-мерного вектора, раз-
делив отрицательные и положительные компоненты. Тем самым техно-
логическое множество Y рассматривается как подмножество
в

(
−R

L
+

)
×R

L
+, где R

L
+ = {y ∈ R

L | y > 0}, и каждый элемент технологи-
ческого множества Y может быть представлен в виде y = (−y−, y+), где
y± > 0. Здесь y− — вектор затрат, указывающий на ассортимент и коли-
чество затрачиваемого сырья, а y+ — вектор выпуска, указывающий на
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ассортимент и количество конечной продукции. Здесь и далее для век-
торных неравенств будут использоваться следующие обозначения: y > z
означает, что yk > zk для всех k; y ≫ z означает, что yk > zk для всех k;
наконец, y > z означает, что y > z и y 6= z. Кроме того, для множе-
ства всех строго положительных по всем компонентам векторов будет
использоваться обозначение R

L
++ = {y ∈ R

L | y ≫ 0}. Прежде чем сфор-
мулировать предположения, налагаемые на технологические множества,
введём некоторые обозначения и определения.

Определение 1. Границей эффективности технологического мно-
жества Y называется множество Eff(Y ) = {y ∈ Y | (∀ y > y) y /∈ Y }.

Определение 2. Пусть y ∈ Y — некоторая допустимая ненулевая
технология такая, что луч Λ(y) = R+ · y содержится в Y . В этом случае
будем говорить, что технология y ∈ Y допускает постоянную отдачу

от увеличения масштаба.

С содержательной точки зрения это означает, что при любом λ > 0
пропорциональное увеличение затрат сырья в λ раз допускает увеличе-
ние выпуска конечной продукции как минимум в той же пропорции.

Пусть теперь p = (pt, pt+1) ∈ R
L
++×R

L
++ — некоторый строго положи-

тельный по всем компонентам вектор, в дальнейшем интерпретируемый
как совокупный вектор цен, характеризующий начальные цены pt, дей-
ствующие на временно́м промежутке [t − 1, t], и конечные цены pt+1 на
промежутке [t, t + 1]. Тогда для любой допустимой технологии y ∈ Y
скалярное произведение Π(p, y) := p · y = pt+1 · y+ − pt · y− выражает
номинальную чистую прибыль (разность выручки и издержек) от ис-
пользования технологии y. Эта величина отличается от реальной или
экономической чистой прибыли, учитывающей межвременно́е различие
стоимостей.

Определение 3. Технология y ∈ Y называется p-рентабельной, если
Π(p, y) > 0, и p-оптимальной, если Π(p, y) > Π(p, z) для любого z ∈ Y .

Теперь сформулируем основные предположения, налагаемые на тех-
нологические множества. Предполагается, что для каждого последую-
щего условия считаются выполненными все предыдущие. Это особенно
важно для правильной интерпретации двух последних условий.

Y1. Множество Y выпукло и замкнуто.
Y2. Множество Y удовлетворяет условию свободного расходования в(

− R
L
+

)
× R

L
+: если y ∈ Y и y′ ∈

(
− R

L
+

)
× R

L
+ таковы, что y′ 6 y, то

y′ ∈ Y .
Y3. Множество Y удовлетворяет условию отсутствия рога изоби-
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лия: 0 ∈ Eff(Y ).
Y4. Множество Y удовлетворяет условию убывания отдачи от уве-

личения масштаба: для любой технологии y ∈ Y , допускающей посто-
янную отдачу от увеличения масштаба, выполнено y+ = 0.

Y5. Множество Y удовлетворяет условию эффективной строгой вы-

пуклости: λy + (1 − λ)y′ 6∈ Eff(Y ) для любых y, y′ ∈ Eff(Y ), y 6= y′ и
λ ∈ (0, 1).

Подробное обсуждение содержательной интерпретации и роли каж-
дого из этих условий приведено в [3]. Отметим также, что понятие эф-
фективной строгой выпуклости, изначально ориентированное на техно-
логические множества, разумеется, слабее строгой выпуклости в общема-
тематическом смысле. Однако в силу устоявшейся традиции в контексте
технологических множеств термин «строгая выпуклость» используется
только в этом, «эффективном» смысле.

Сформулируем ряд утверждений, которые уже доказаны в рамках
«краткосрочной» модели без перекрывающихся поколений в [3]. Отме-
тим, что они, как и некоторые из последующих результатов, носят «ло-
кальный» характер, т. е. ограничены некоторым временны́м промежут-
ком [t − 1, t], что с технической точки зрения неотличимо от однопери-
одного случая на промежутке [0, 1].

Лемма 1 [3]. Пусть выполнены условия Y1–Y4 и K ⊂ R
L
++ × R

L
++ —

произвольный компакт. Тогда объединение множеств p-рентабельных

технологий по всем p ∈ K ограничено. В частности, если K = {p}, то

множество всех p-рентабельных технологий является непустым выпук-

лым компактным множеством.

Лемма 2 [3]. Пусть выполнены условия Y1–Y4. Тогда для любого

p ∈ R
2L
++ множество p-оптимальных технологий S(p) является непустым

выпуклым компактным подмножеством границы эффективности Eff(Y ),
точечно-множественное отображение S : p 7→ S(p) имеет замкнутый гра-

фик во всей области определения и образ S(K) для любого компактного

подмножества K ⊂ R
2L
++ является ограниченным множеством. Если до-

полнительно выполнено условие Y5, то S(p) = {y(p)} — одноэлементное

множество и функция y : R
2L
++ → Y является непрерывной.

Предположим, что в момент времени t фирмы образуют непустое
конечное множество Mt и производственные возможности каждой фир-
мы j ∈ Mt характеризуются технологическим множеством Y j

t , удовле-
творяющим условиям Y1–Y5. Тогда в силу леммы 2 определены непре-
рывные функции yt,j(p

t, pt+1), характеризующие оптимальный производ-
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ственный план фирмы j ∈ Mt. Определим функцию совокупного произ-
водственного предложения

yt(p
t, pt+1) =

∑

j∈Mt

yt,j(p
t, pt+1).

Тогда функции

y−t (pt, pt+1) =
∑

j∈Mt

y−t,j(p
t, pt+1), y+

t (pt, pt+1) =
∑

j∈Mt

y+
t,j(p

t, pt+1)

характеризуют совокупные затраты и совокупный выпуск соответствен-
но.

Заметим, что в силу условия Y3 равенство yt(p
t, pt+1) = 0 имеет ме-

сто тогда и только тогда, когда y−t (pt, pt+1) = 0, что, в свою очередь,
эквивалентно выполнению равенства y−t,j(p

t, pt+1) = 0 для всех j ∈ Mt.
Используя это обстоятельство, введём следующую функцию:

rt(p
t, pt+1) =





(pt, pt+1) · yt(p
t, pt+1)

pt · y−t (pt, pt+1)
при yt(p

t, pt+1) 6= 0,

0 при yt(p
t, pt+1) = 0,

которую можно интерпретировать как среднюю доходность производ-
ственного сектора, т. е. величину совокупной чистой прибыли, отнесённой
к совокупным затратам. Непосредственно из определения функции rt

следует её положительная однородность степени нуль.

Лемма 3 [3]. Функция rt(p
t, pt+1) непрерывна всюду в R

2L
++.

1.2. Потребительский сектор. В потребительском секторе эконо-
мики действуют экономические агенты, образуя сменяющие друг друга
поколения. Каждое поколение функционирует в течение двух периодов
времени, т. е. в каждый период сосуществуют ровно два поколения («от-
цы и дети»). Это обстоятельство и обосновывает термин «перекрыва-
ющиеся поколения». В каждый момент времени t ∈ {1, 2, . . .} рожда-
ется новое поколение Nt, являющееся непустым конечным множеством,
и каждый участник i ∈ Nt характеризуется вектором начального за-
паса ωi,t = (ωi,t, ωi,t+1) ∈ R

2L
+ , где ωi,t и ωi,t+1 — запасы участника i

в момент времени t и t + 1 соответственно. Особый случай поколения
N0 подробнее рассмотрен ниже. Допустимые потребительские наборы
поколения Nt, t = 1, 2, . . ., образуют множество R

2L
+ , на котором зада-

ны индивидуальные отношения предпочтения <t
i. При этом отношение

x <t
i y трактуется следующим образом: «для потребителя i набор x не ху-

же набора y», что допускает отношение безразличия. Тот факт, что для
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данного потребителя «x лучше чем y», будет обозначаться как x ≻t
i y.

Подобно процессу производства процесс потребления также распределен
во времени, однако имеется и определенное отличие: для производителя
сырьевой вектор y− и вектор конечной продукции y+ связаны в единый
технологический процесс, в то время как потребитель формирует два
относительно независимых плана потребления xi,t, xi,t+1 ∈ R

L
+ для на-

чального и конечного моментов времени.
Отметим в качестве особого случая поколение N0, члены которого,

в отличие от всех остальных, характеризуются l-мерным начальным за-
пасом ωi,1 и отношением предпочтения <0

i , определенным на множестве
R

L
+. Будем полагать, что эти начальные запасы уже включают в себя вы-

пуск производственных процессов, протекавших в промежутке [0, 1], что
позволит нам в будущем сосредоточиться на «полных» технологических
процессах, начинающихся с момента времени t = 1, и более поздних.
Также поколение N0 не будет участвовать в процессе инвестирования в
производство, о котором более подробно рассказано ниже. Впрочем, бо-
лее точным будет утверждение, состоящее в том, что возможные итоги
инвестиционной активности этого поколения уже учтены в величине его
начального запаса.

Перейдём к описанию бюджетных ограничений поколения Nt, t > 1,
при заданных ценах p = (pt, pt+1) ∈ R

2L
++. В классической модели Эр-

роу — Дебре доход потребителя i складывался из стоимости начального
запаса p · ωi и дополнительного дохода от участия в разделе прибылей
фирм j ∈ M . Эти доли участия характеризовались экзогенно заданны-
ми величинами 0 6 θij 6 1. В отличие от этого в изучаемой модели
каждый потребитель в начальный момент времени t может капитали-
зировать некоторую часть di

t своего дохода от реализации начального
запаса p·ωi,t либо инвестировав его в производственный сектор, либо ссу-
див его другим экономическим агентам. Допустимыми являются также
и отрицательные значения di

t — этот случай интерпретируется как заём
в размере

∣∣di
t

∣∣. По окончании временно́го промежутка [t, t+1] на инвести-
рованные суммы (суммы займа) происходит начисление процентов в со-
ответствии с процентной ставкой rt, единой для всех типов финансовых
операций в данный период времени. Вопрос о том, как именно определя-
ется процентная ставка rt, рассмотрен ниже. В данный момент ставка rt

и цены p рассматриваются потребителем как экзогенные параметры. Тем
самым величины дохода, направляемые на потребление в начальный и
конечный моменты времени, составляют ptωi,t−di

t и pt+1ωi,t+1+(1+rt)d
i
t

соответственно. Отсюда вытекает, что бюджетное множество потребите-
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ля i ∈ Nt при ценах p = (pt, pt+1) ∈ R
2L
++ и процентной ставке rt имеет

вид

Bt
i(p, rt) =

{
xi = (xi,t, xi,t+1) ∈ R

2L
+ |

(
∃ di

t ∈ R
)

pt · xi,t = pt · ωi,t − di
t, pt+1 · xi,t+1 6 pt+1 · ωi,t+1 + (1 + rt) · di

t

}
.

В этом бюджетном множестве потребитель осуществляет выбор макси-
мальных элементов относительно предпочтения <t

i, формируя множе-
ство спроса

Dt
i(p, rt) =

{
xi ∈ Bt

i(p, rt) |
(
∀ z ∈ Bt

i(p, rt)
)
xi <t

i z
}
.

Предыдущие рассуждения касались только тех поколений, которые
родились в момент времени t > 1. В случае членов поколения N0, играю-
щего в рамках данной модели менее активную роль, бюджетное множе-
ство и множество спроса полностью идентичны соответствующим мно-
жествам в классической модели экономики чистого обмена:

B0
i (p1) =

{
x ∈ R

L
+ | p1 · x 6 p1 · ωi,1

}
,

D0
i (p

1) =
{
xi ∈ B0

i (p1) |
(
∀z ∈ B0

i (p1)
)
xi <0

i z
}
.

Определение 4. Отношение предпочтения < на топологическом про-
странстве X называется непрерывным, если для любого x ∈ X множества
{y ∈ X | y < x} и {y ∈ X | x < y} замкнуты.

Определение 5. Отношение предпочтения < на выпуклом множе-
стве X называется выпуклым, если для любых x, y ∈ X таких, что x < y,
и любого λ ∈ [0, 1] выполнено λx + (1 − λ)y < y.

Определение 6. Отношение предпочтения < называется локально

ненасыщаемым вверх на топологическом пространстве X, если для лю-
бого x ∈ X и любой относительной окрестности U ⊂ X точки x найдётся
точка y ∈ U такая, что y ≻ x.

Лемма 4 [3]. Пусть отношение предпочтения <t
i для t > 1, i ∈ Nt,

непрерывно, выпукло, локально ненасыщаемо и (ωi,t, ωi,t+1) 6= 0. Тогда

для любых p = (pt, pt+1) ∈ R
2L
++ и r > 0 множество Dt

i(p, rt) является

непустым выпуклым компактом и для любого x ∈ Dt
i(p, rt) выполнено

тождество

(
pt,

pt+1

1 + rt

)
· (xt, xt+1) =

(
pt,

pt+1

1 + rt

)
· (ωi,t, ωi,t+1).
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Аналогично, если при t = 0 отношения предпочтения <0
i непрерывны,

выпуклы, локально ненасыщаемы и ωi,1 6= 0, то множества D0
i (p

1) яв-

ляются непустыми выпуклыми компактами и для любого x ∈ D0
i (p

1)
выполнено тождество Вальраса: p1 · x = p1 · ωi,1.

1.3. Взаимодействие секторов экономики. Рассмотрим оба сек-
тора экономики в рамках единой системы, связав их с помощью опера-
ций кредитования (инвестирования). Одним из параметров, формирую-
щих потребительский спрос, является доходность кредитных операций
(процентная ставка) rt, формально независимая от цен. Начиная с это-
го момента будем полагать, что она совпадает со средней доходностью
производственного сектора rt(p

t, pt+1) в промежутке [t, t + 1]. Более по-
дробное обсуждение обоснованности этого отождествления можно найти
в [3].

Рассмотрим отображение PV : R
2L
++ → R

2L
++, заданное формулой

PV(pt, pt+1) =

(
pt,

pt+1

1 + rt(pt, pt+1)

)
.

В силу леммы 3 PV является непрерывной векторнозначной функцией.
Кроме того, из положительной однородности степени нуль функции rt

следует положительная однородность первой степени для PV. Далее по-
ложим Dt

i(p
t, pt+1) := Dt

i(p
t, pt+1, rt(p

t, pt+1)). Теперь из лемм 3 и 4 выте-
кает следующая

Лемма 5. Пусть отношение предпочтения <t
i для t > 1, i ∈ Nt непре-

рывно, выпукло, локально ненасыщаемо и (ωi,t, ωi,t+1) 6= 0. Кроме того,

пусть выполнены предположения Y1–Y5. Тогда для любого p ∈ R
2L
++

множество Dt
i(p

t, pt+1) является непустым выпуклым компактом и для

любого x ∈ Dt
i(p

t, pt+1) выполнено тождество

PV
(
pt, pt+1

)
· (xt, xt+1) = PV

(
pt, pt+1

)
· (ωi,t, ωi,t+1). (1)

При этом точечно-множественное отображение Dt
i(p

t, pt+1) полунепре-

рывно сверху.

Доказательство этого утверждения следует из леммы 4 и требует
уточнения лишь в части полунепрерывности. Для этого достаточно пока-
зать, что точечно-множественное отображение Dt

i имеет замкнутый гра-
фик и для любого компактного подмножества K ⊂ R

2L
++его образ Dt

i(K)
ограничен. Ограниченность образа вполне очевидна, поскольку это мно-
жество состоит из неотрицательных векторов, чьи компоненты ограни-
чены сверху величиной ωmax/pmin, где ωmax — максимальная компонента
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вектора (ωi,t, ωi,t+1), а pmin = min
(
pt+δ

j | p ∈ K, j ∈ L, δ ∈ {0, 1}
)

> 0 . До-
казательство замкнутости графика проходит по стандартной схеме (см.,
например, [2, лемма 16.4 (iii)]) за исключением того, что вместо скаляр-
ного умножения на p используется другой непрерывный положительно-
однородный функционал — умножение на PV

(
pt, pt+1

)
. Это никак не от-

ражается на ходе доказательства, поэтому результат будет тем же. Лем-
ма 5 доказана.

Замечание 2. Полученное тождество имеет важный содержатель-
ный смысл: величина PV

(
pt, pt+1

)
x представляет собой так называемую

«современную стоимость» (present value) потребительского набора x. По-
нятие современной стоимости используется в финансовой математике
для сравнения между собой разновременны́х платежей (см. например, [5,
§ 4.2]). В русскоязычной литературе по финансовому анализу использу-
ется также синонимичное ему понятие «приведённая стоимость». В даль-
нейшем PV

(
pt, pt+1

)
будем называть приведёнными ценами, а стоимость

PV
(
pt, pt+1

)
x, выраженную в приведённых ценах, — приведённой стои-

мостью на промежутке [t, t+1]. В соответствии с этим равенство (1) яв-
ляется тождеством Вальраса относительно приведённых цен. При этом
легко видеть, что относительно номинальных цен

(
pt, pt+1

)
тождество

Вальраса не имеет места. Кроме того,

PV(pt, pt+1) · yt(p
t, pt+1) =

pt+1 · y+
t (pt, pt+1)

1 + rt(pt, pt+1)
− pt · y−t (pt, pt+1)

=
pt+1 · y+

t (pt, pt+1)(pt · y−t (pt, pt+1))

pt+1 · y+
t (pt, pt+1)

− pt · y−t (pt, pt+1) = 0

для любого (pt, pt+1) ∈ R
2L
++. Иными словами, чистая экономическая при-

быль совокупного производства на промежутке [t, t + 1] равна нулю, в
отличие от номинальной, которая, как правило, строго положительна.
Этот вывод вполне закономерен в рамках теории конкурентного рын-
ка, где равенство нулю чистой прибыли является следствием свободного
входа в отрасль.

1.4. Основной результат и схема доказательства. Сформулиру-
ем вначале некоторые дополнительные предположения и определения,
которые понадобятся для формулировки и доказательства основного ре-
зультата данной работы. Прежде всего напомним, что множество L ха-
рактеризует лишь номинальный ассортимент товаров, для более точ-
ной характеристики следует указать время потребления/производства.
В связи с этим t-товаром будем называть пару (k, t) где k ∈ L, 1 6 t 6 T .
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Определение 7. Будем говорить, что потребитель i ∈
T−1⋃
τ=0

Nτ об-

ладает t-товаром (k, t), если ωi,t
k > 0, и он желает t-товар (k, t), ес-

ли для любого потребительского набора x и любого ε > 0 выполнено
x + εe(k) ≻t

i x, где

e(k) =





ek при t = 1, i ∈ N0,

(0, ek) при t > 1, i ∈ Nt−1,

(ek, 0) при i ∈ Nt,

ek ∈ R
L — k-й единичный вектор.

Заметим, что непосредственно из определения обладания или жела-
ния товара (k, t) следует, что промежуток жизнедеятельности агента i
включает период t.

Определение 8. Будем говорить, что потребительский сектор удо-
влетворяет условию смежной ресурсной связности, если для любых раз-
личных товаров (k, t) 6= (k′, t′) таких, что |t−t′| 6 1, найдётся участник i,
который желает t-товар (k, t) и обладает t′-товаром (k′, t′).

Разумеется, данное условие не принадлежит к числу наиболее общих
предположений, обеспечивающих существование равновесий, хотя оно
значительно слабее часто используемых условий полной начальной на-
делённости агента ωi,t ≫ 0 или строгой монотонности предпочтений по
всем переменным. Одним из более слабых условий, позволяющим полу-
чить те же результаты ценой усложнения изложения, является условие
межвременно́й неприводимости Маккензи (см. например, [7, c. 58–59]).

Определение 9. Будем говорить, что производственный сектор удо-
влетворяет условию производственной ненасыщаемости, если для лю-
бых t 6 T − 1 и y ∈ Yt =

∑
j∈Mt

Y j
t найдётся z ∈ Yt такой, что z+ > y+.

Как отмечалось выше, пространство товаров (точнее, t-товаров), как
и пространство цен, формально бесконечно. Для того чтобы коррект-
но определить понятие равновесия в этой ситуации, вначале определим
множество всех допустимых распределений в экономике с перекрываю-
щимися поколенями:

Z =
{

z = (z1, z2, . . .), zt =
(
xi,t > 0, yj,t ∈ Y j

t

)
|

∑

i∈Nt−1∪Nt

xi,t = Ωt +
∑

j∈Mt−1

y+
t−1,j −

∑

j∈Mt

y−t,j

}
.
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Определение 10. Допустимое распределение z ∈ Z называется рав-

новесным, если существует последовальность векторов цен (p1, p2, . . .)
такая, что (∀i ∈ N0) xi,1 ∈ D0

i (p
1), (∀t > 1)(∀i ∈ Nt)

(
xi,t, xi,t+1

)
∈

Dt
i(p

t, pt+1), (∀j ∈ Mt) yj,t = yj,t(p
t, pt+1).

Основным результатом этого раздела и всей статьи является

Теорема 1. Пусть в производственном секторе все технологические

множества удовлетворяют условиям Y1–Y5, выполнено условие произ-

водственной ненасыщаемости, потребительские отношения предпочте-

ния <t
i непрерывны, выпуклы, локально ненасыщаемы в каждый момент

времени t , ωi,t 6= 0 и выполнено условие смежной ресурсной связности.

Тогда в экономике с перекрывающимися поколениями существует рав-

новесное распределение.

Доказательство теоремы будет проводиться по следующей схеме.
Прежде всего рассматривается последовательность экономик с конеч-
ным числом товаров (модели с ограниченным горизонтом), в известной
мере «аппроксимирующих» модель с перекрывающимися поколениями.
Детальная формулировка этой «аппроксимации» дана в следующем раз-
деле. Используя традиционную конечномерную технику, покажем суще-
ствование равновесных состояний в каждой экономике с ограниченным
горизонтом, входящей в эту последовательность. Заметим, что последо-
вательность соответствующих равновесных распределений содержится
в множестве Z. Далее, используя теорему Тихонова, покажем компакт-
ность в слабой топологии R

∞ множества допустимых распределений Z
и множества определённым образом нормированных цен P. В конечном
счёте, искомое равновесие будет получено как предельная точка после-
довательности равновесий с ограниченным горизонтом в слабой тополо-
гии R

∞ × R
∞.

2. Модель экономики с ограниченным горизонтом

Пусть T > 2 — некоторое натуральное число. Определим модель
экономики с перекрывающимися поколениями и ограниченным гори-
зонтом T следующим образом. В производственном секторе деятель-
ность завершается в момент времени T , т. е. последний производствен-
ный процесс протекает в промежутке [T − 1, T ] на предприятиях из
множества MT−1. В период времени T происходит получение выпуска
производственных процессов, реализация произведённой продукции по
ценам pT и начисление процентов на инвестированные суммы в соот-
ветствии со средней доходностью rT−1(p

T−1, pT ). С формальной точки
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зрения это означает, что Mt = ∅ для всех t > T . Аналогично в потреби-
тельском секторе участники последнего поколения NT−1, родившегося в
период времени T−1, завершают свою деятельность в момент времени T ,
получив и полностью израсходовав свой основной pT ωi,T и дополнитель-
ный инвестиционный доход (1 + rT−1(p

T−1, pT ))dT−1
i . Новые поколения

больше не рождаются, т. е. NT = ∅ для всех t > T . Мы не придаём это-
му «концу света» какой-либо содержательной интерпретации, посколь-
ку модели с ограниченным горизонтом будут играть, главным образом,
вспомогательную роль.

Для моделей экономики с ограниченным горизонтом имеется воз-
можность ввести конечномерное пространство товаров R

T ·L, единое для
всех поколений. Пусть 1 6 t 6 T − 1 — произвольный момент времени,
j ∈ Mt — некоторое предприятие, начавшее производственный процесс
y ∈ Y j

t , и i ∈ Nt — представитель поколения, родившегося в момент вре-
мени t с начальными запасами ωi = (ωi,t, ωi,t+1) и планируемым межвре-
менны́м распределением потребления x = (xt, xt+1). Тогда эти количе-
ственные характеристики получают представление в пространстве R

T ·L

следующим образом: ωi 7→ (0, . . . , 0, ωi,t, ωi,t+1, 0, . . . , 0), y 7→ (0, . . . , 0,
−y−, y+, 0, . . . , 0), x 7→ (0, . . . , 0, xt, xt+1, 0, . . . , 0), где 0 ∈ R

L и в каж-
дом TL-мерном векторе начальный нулевой отрезок образует нулевой
элемент в пространстве R

(t−1)L. Двойственное пространство цен будет
иметь ту же самую размерность TL. Для произвольной траектории цен
p = (p1, p2, . . . , pT ) определим вектор

y(p) = (−y−1 (p1, p2), . . . , y+
t−1(p

t−1, pt) − y−t (pt, pt+1), . . . ,

y+
T−1(p

T−1, pT )),

где y±t (pt, pt+1) — функции, определённые в п. 1.1. Отметим, что функция
производственного предложения y(p) для экономики с ограниченным
горизонтом в точности совпадает с соответствующей функцией в мно-
гопериодной модели экономики с краткосрочным планированием, изу-
чавшейся в [4] (в части потребительского сектора между ними имеют-
ся значительные различия). Поэтому некоторые обозначения, понятия
и связанные с ними результаты из [4] без особых проблем могут быть
перенесены в настоящую статью.

Для более компактной записи дальнейших выкладок введём следую-
щие обозначения:

Rt(p) = 1 + rt(p
t, pt+1), R[t](p) =

t∏

τ=1

Rτ (p), Ωt =
∑

i∈Nt−1∪Nt

ωi,t.
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Здесь в случае t = T символически полагаем NT = ∅. Кроме того, опре-
делим отображение приведённых цен на временно́м промежутке [1, T ]
следующим образом:

PVT (p1, . . . , pT ) =

(
p1,

p2

R1(p)
,

p3

R1(p)R2(p)
, . . . ,

pT

R[T−1](p)

)
.

Тогда справедлива

Лемма 6. Функция y(p) непрерывна и PVT (p) · y(p) ≡ 0 для любо-

го p ∈ R
TL
++.

Доказательство этого утверждение элементарно и заключается в
многократном применении тождества, полученного в замечании 2. Лем-
ма 6 доказана.

Далее, для траектории цен p определим множество траекторий сово-
купного спроса:

D(p) =
{

(x1, . . . , xT ) |
(
∃xi,1 ∈ D0

i (p
1)

) (
∃ (xi,t, xi,t+1) ∈ Dt

i(p
t, pt+1)

)

xt =
∑

i∈Nt−1∪Nt

xi,t
}

Аналогично определяется траектория совокупного начального запа-
са Ω = (Ω1, Ω2, . . . ,ΩT ).

Лемма 7. Пусть для всех t > 1, i ∈ Nt отношения предпочтения <t
i

непрерывны, выпуклы и локально ненасыщаемы и (ωi,t, ωi,t+1) 6= 0. Кро-

ме того, пусть выполнены предположения Y1–Y5. Тогда множество D(p)
является непустым выпуклым компактом для любого p ∈ R

TL
++ и для лю-

бого x ∈ D(p) выполнено тождество

PVT (p) · x ≡ PVT (p) · Ω.

При этом точечно-множественное отображение D(p) имеет замкнутый

график, для любого компактного подмножества K ⊂ R
TL
++ образ D(K)

ограничен, в частности, D(p) полунепрерывно сверху.

Доказательство. Множество D(p) аддитивно определяется через
множества Dt

i(p), поэтому свойства выпуклости и компактности есте-
ственным образом наследуются, равно как и полунепрерывность сверху
отображения D. Тождество Вальраса для траектории спроса x также
легко вытекает из равенства (1), которое применяется после приведения
подобных слагаемых в PVT (p) · x = PVT (p) · Ω путём группировки по
поколениям Nt. Лемма 7 доказана.
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Определение 11. Вектор p∗ ∈ R
TL
++ называется равновесной систе-

мой цен в модели экономики с горизонтом T , если существует x ∈ D(p∗)
такой, что x = Ω + y(p∗).

Следующая теорема является промежуточным результатом по отно-
шению к исследованию равновесий с неограниченным горизонтом, одна-
ко она может быть интересна и сама по себе.

Теорема 2. Пусть в производственном секторе все технологические

множества удовлетворяют условиям Y1–Y5, выполнено условие произ-

водственной ненасыщаемости, потребительские отношения предпочте-

ния <t
i непрерывны, выпуклы, локально ненасыщаемы в каждый момент

времени t, ωi,t 6= 0 и выполнено условие смежной ресурсной связности.

Тогда для любого T существует равновесная система цен p ∈ R
TL
++ в эко-

номике с ограниченным горизонтом T .

2.1. Вспомогательные результаты. Прежде чем перейти непо-
средственно к доказательству приведённой выше теоремы, сформули-
руем некоторые результаты технического характера.

Лемма 8 [4]. Для любого вектора q ∈ R
TL
++ прообраз PV−1

T (q) яв-

ляется непустым выпуклым компактным подмножеством в R
TL
++. При

этом для любого λ > 0 выполнено PV−1
T (λq) = PV−1

T (q) и множество

y(PV−1
T (q)) одноэлементно.

Лемма 9 [4]. Точечно-множественное отображение PV−1
T имеет за-

мкнутый график, и для любого компактного множества K ⊂ R
LT
++ его

образ PV−1
T (K) ограничен.

Следствие 1. Справедливы следующие утверждения:

(i) точечно-множественное отображение PV−1
T : R

TL
++ ⇆ R

TL
++ полуне-

прерывно сверху;

(ii) суперпозиция отображений ỹ = y ◦ PV−1
T : R

TL
++ ⇆ R

TL является

непрерывной функцией, положительно однородной степени нуль и удо-

влетворяющей тождеству q · ỹ(q) = 0 для всех q ∈ R
TL
++;

(iii) точечно-множественное отображение

D̃ = D ◦ PV−1
T : R

TL
++ ⇆ R

TL
+

полунепрерывно сверху, положительно однородно степени нуль и удовле-

творяет тождеству Вальраса: q · D̃(q) = q · Ω для всех q ∈ R
TL
++;

(iv) для любого q ∈ R
TL
++ множество D̃(q) непусто, выпукло и ком-

пактно.
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Доказательство. Утверждение (i) — следствие леммы 9. Из него
и из непрерывности функции y следует полунепрерывность точечно-
множественного отображения ỹ. Однако из леммы 8 следует одноэле-
ментность множества ỹ(q) при любом значении аргумента, поэтому ỹ —
непрерывная функция. Однородность суперпозиции следует из выполне-
ния этого свойства для y и PV−1

T . Далее, пусть q ∈ R
TL
++ — произвольный

элемент. В силу леммы 8 найдётся p ∈ R
TL
++ такой, что q = PVT (p). Тогда

q · ỹ(q) = PVT (p)(y ◦ PV−1
T (PVT (p))) = PVT (p) · y(p) = 0

в силу леммы 6. Из аналогичных соображений и леммы 7 вытекают
утверждения (iii) и (iv). Следствие 1 доказано.

Определим на R
TL
++ точечно-множественное отображение q 7→ Z(q),

полагая Z(q) = D̃(q) − Ω − ỹ(q). Заметим, что вектор p∗ ∈ R
TL
++ яв-

ляется равновесным тогда и только тогда, когда p∗ ∈ PV−1
T

(
q∗

)
, где

q∗ ∈ R
TL
++ удовлетворяет условию 0 ∈ Z(q∗). Действительно, в этом слу-

чае y(p∗) = ỹ(q∗), D(p∗) = D̃(q∗) в силу определения правых частей.
Поэтому найдётся x ∈ D(p∗) = D̃(q∗) такое, что x = Ω + y(p∗).

Лемма 10. Отображение Z(q) удовлетворяет следующим условиям:

(i) при любом q ∈ R
TL
++ множество Z(q) является непустым выпуклым

компактом;

(ii) при любом λ > 0 выполнено равенство Z(λq) = Z(q);

(iii) для любых q ∈ R
TL
++ и z ∈ Z(q) выполнено тождество q · z = 0;

(iv) точечно-множественное отображение Z(q) имеет замкнутый гра-

фик и для любого компактного подмножества K ⊂ R
TL
++ его образ Z(K)

ограничен.

Доказательство. Справедливость леммы вытекает из лемм 7–9 и
следствия 1. Лемма 10 доказана.

Рассмотрим следующее множество векторов:

Z̃T =
{

z ∈ R
TL |

(
∃xi,t > 0)

(
∃ yj,t ∈ Y j

t

)

zt =
∑

i∈Nt−1∪Nt

xi,t −
∑

j∈Mt−1

y+
t−1,j +

∑

j∈Mt

y−t,j − Ωt
}

.

Как и ранее, применяя это определение для «крайних» значений t пола-
гаем N−1 = ∅, M0 = ∅, NT = ∅, MT = ∅. В силу определения выполнено
включение Z(q) ⊂ Z̃T .
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Лемма 11. Пусть v ∈ R
TL и Z̃T (v) = {z ∈ Z̃T | z 6v}. Тогда множе-

ство всех слагаемых, входящих во все элементы z ∈ Z̃T (v), т. е. всех xi,t,

yt−
j , yt+

j для всех i ∈ Nt, j ∈ Mt, t ∈ {0, . . . , T}, равномерно ограничено

сверху, т. е. существует верхняя граница, зависящая от выбора v, но не

зависящая от z.

Доказательство этого утверждения при T = 2 содержится в лем-
ме 13 [4]. Используя индукцию, докажем общий случай. Заметим, что
для любого подмножества U ⊂ Y j

t ⊂ R
2L из ограниченности проекции

множества U на первые l компонент следует ограниченность всего мно-
жества U . Действительно, если существует последовательность yn ∈ U
такая, что ‖yn‖ → +∞, то без потери общности можно считать после-
довательность элементов единичной сферы zn = yn/‖yn‖ сходящейся к
некоторому z 6= 0. При этом z− = lim

n→∞
y−n /‖yn‖ = 0 в силу ограниченно-

сти последовательности числителей, тем самым z > 0. С другой стороны,
для всех n таких, что ‖yn‖ > 1, выполнено

zn = (1 − 1/‖yn‖)0 + (1/‖yn‖)yn ∈ Y t
j ,

поэтому z ∈ Y j
t , что противоречит условию отсутствия «рога изобилия».

Базис индукции. Пусть t = 1. Тогда

z1 =
∑

i∈N0∪N1

xi,1 +
∑

j∈M1

y−1,j − Ω1 6 v1.

Отсюда следует, что все xi,1, y−1,j ограничены сверху вектором Ω1 + v1,
который не зависит от выбора z1.

Шаг индукции. Предположим, что для всех t < τ доказана огра-
ниченность всех xi,t, y±t,j и для t = τ доказана ограниченность xi,τ , y−τ,j . В
силу сделанного выше замечания отсюда следует ограниченность множе-
ства всех слагаемых вида y+

τ,j Рассмотрим теперь всевозможные векторы
вида

zτ+1 =
∑

i∈Nτ∪Nτ+1

xi,τ+1 +
∑

j∈Mτ+1

(
y−τ+1,j

)
−

∑

j∈Mτ

(
y+

τ,j

)
− Ωτ+1 6 vτ+1.

В силу индукционного предположения и сделанного выше замечания от-
сюда вытекает ограниченность множества всех слагаемых вида xi,τ+1,
y−τ+1,j , что завершает выполнение шага индукции. Лемма 11 доказана.

2.2. Окончание доказательства существования равновесия
в модели с ограниченным горизонтом. Оставшаяся часть доказа-
тельства носит вполне традиционный характер и опирается на известную
теорему о неподвижной точке Какутани (см., например, [1, C.III.(14)]).
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Теорема Какутани. Пусть S ⊂ R
m — непустое выпуклое компакт-

ное множество. Если соответствие ϕ : S → 2S \ {∅} выпуклозначно и

замкнуто, то оно имеет неподвижную точку x∗ ∈ ϕ
(
x∗).

Доказательство теоремы 2. Из сказанного выше следует, что для
доказательства теоремы достаточно доказать существование q∗ ∈ R

TL
++

такого, что 0 ∈ Z(q∗). Рассмотрим единичный симплекс

∆ =

{
q ∈ R

TL
+ |

l∑

k=1

T∑

t=1

qt
k = 1

}

и его относительную внутренность ∆0 = {q ∈ ∆ | q ≫ 0}. В силу свойства
однородности степени нуль достаточно рассмотреть ограничение Z(q) на
множество ∆0. Для каждого n > 1 определим множество

∆n =

{
q ∈ ∆ | (∀k) qt

k >
1

n + T l

}
⊂ ∆0,

являющееся, очевидно, компактом. В силу леммы 10 образ Z(∆n) явля-
ется ограниченным множеством, поэтому существует выпуклый компакт
Bn ⊃ Z(∆n). Для произвольного элемента z ∈ Bn определим множество

Qn(z) = {q ∈ ∆n | (∀q ∈ ∆n) q · z 6 q · z}.

Легко видеть, что Qn является выпуклозначным замкнутым соответ-
ствием. Поэтому соответствие ϕn : ∆n × Bn → ∆n × Bn, где ϕn(q, z) =
Qn(z)×Z(q), также будет выпуклозначным и замкнутым и, следователь-
но, будет иметь неподвижную точку (qn, zn). Согласно определению ϕn

выполнено zn ∈ Z(qn), и в силу тождества Вальраса q · zn 6 qn · zn = 0
для всех q ∈ ∆n. В силу компактности множества ∆ без потери общности
можно считать, что qn → q∗ ∈ ∆.

Рассмотрим последовательность zn ∈ R
TL. Покажем прежде всего,

что она ограничена. Предположим противное, тогда без ограничения
общности можно считать, что 0<‖zn‖ → +∞. Рассмотрим ограничен-
ную последовательность vn = zn/‖zn‖. Тогда в силу леммы 11 все по-
следовательности, образованные слагаемыми вида xi,t

n /‖zn‖, (yt,j)
±
n /‖zn‖,

ограничены, поэтому, переходя, если нужно, к подпоследовательности,
можно считать, что xi,t

n /‖zn‖ → xi,t > 0, (y±t,j)n/‖zn‖ → y±t,j . Заметим,
что в силу неограниченного возрастания ‖zn‖ при любом λ > 0 для всех
достаточно больших номеров

λ
(
− y−t,j,n, y+

t,j,n

)
/‖zn‖ ∈ Y j

t .
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Следовательно, λyt,j ∈ Y j
t , что в силу условия Y4 означает, что y+

t,j = 0
для всех t и j ∈ Mt. Поэтому

vt
n =

( ∑

i∈Nt−1∪Nt

xi,t
n

‖zn‖
− Ωt −

∑

j∈Mt−1

y+
t−1,j,n

‖zn‖
+

∑

j∈Mt

y−t,j,n
‖zn‖

)
→ vt

=
( ∑

i∈Nt−1∪Nt

xi,t +
∑

j∈Mt

y−t,j

)
> 0,

т. е. v > 0. С другой стороны, q · vn = q · zn/‖zn‖ 6 0 при любом n для
всех q ∈ ∆n. Отсюда с помощью предельного перехода получаем, что
q · v 6 0 для всех q ∈ ∆, что с учётом предыдущего возможно лишь
при v = 0. Однако это невозможно ввиду очевидного равенства ‖v‖ = 1.
Итак, предположив неограниченность последовательности zn, мы при-
шли к противоречию, следовательно, zn ограничена. Ещё раз применяя
лемму 11, получим, что последовательности xi,t

n и y±t,j,n ограничены, по-
этому, переходя, если нужно, к подпоследовательности, можно считать,
что для всех t имеет место сходимость

zt
n → zt =

∑

i∈Nt−1∪Nt

xi,t − Ωt −
∑

j∈Mt−1

y+
t−1,j +

∑

j∈Mt

y−t,j ,

где xi
n → xi, y±t,j,n → y±t,j . Поскольку для всех n выполнено q · zn 6 0 для

любого q ∈ ∆n, то как и выше получаем z 6 0.
Покажем, что предельный вектор q∗ строго положителен по всем ком-

понентам. Поскольку q∗ ∈ ∆, то найдётся
(
qt
k

)∗
> 0 для некоторых t ∈

{1, . . . , T} и k ∈ L, иными словами, цена на t-товар (k, t) строго положи-
тельна. Полагая в условии смежной ресурсной связности t′ = t и k′ 6= k,
получаем, что существует потребитель i, который желает t-товар (k′, t)
и обладает товаром (k, t). Покажем, что qt

k′ > 0. Для определённости бу-
дем считать, что i ∈ Nt−1, т. е. принадлежит к «старшему» поколению. В
случае «молодого» потребителя доказательство аналогично. Вспомним,
что потребительские планы

(
xi,t−1

n , xi,t
n

)
агента i бюджетно-допустимы

при ценах qn, более того, удовлетворяют тождеству Вальраса:
(
qt−1
n , qt

n

)
·
(
xi,t−1

n , xi,t
n

)
≡

(
qt−1
n , qt

n

)
· (ωi,t−1, ωi,t).

Предположим, что qt
k′ = 0. Тогда для потребительского плана

x̃i = (xi,t−1, xi,t + ek′

) и любого числа 0 < ε < 1 выполнено строгое
неравенство

(qt−1, qt)∗ · ε(xi,t−1, xi,t) < (qt−1, qt)∗ · (ωi,t−1, ωi,t).
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Поэтому для всех достаточно больших номеров n план εx̃i будет бюджет-
но-допустимым и при ценах qn. В силу оптимальности планов

(
xi,t−1

n , xi,t
n

)

при ценах qn и полунепрерывности отношений предпочтения сверху и
снизу после предельных переходов по n → +∞ и ε → 1 получаем соот-
ношение

(xi,t, xi,t+1) <t
i (xi,t, xi,t+1 + ek′

),

противоречащее условию желательности товара (k′, t) для потребителя i.
Из полученного противоречия следует, что (qt)∗ ≫ 0 ввиду произволь-
ности k′. Теперь, применяя условие смежной ресурсной связности при
|t′ − t| = 1, аналогично получаем, что (qt−1)∗ ≫ 0 и (qt+1)∗ ≫ 0. Продол-
жая эти рассуждения по индукции, в конечном счёте имеем q∗ ≫ 0.

Таким образом, последовательность qn целиком содержится в некото-
ром компакте K ⊂ R

TL
++. Отсюда в силу замкнутости графика точечно-

множественного отображения Z
(
q
)

получаем, что z ∈ Z
(
q∗

)
; в част-

ности, выполнено тождество Вальраса q∗ · z = 0. При этом, как было
доказано выше, z 6 0. Следовательно, z = x − Ω − ỹ(q∗) =0 ∈ Z(q∗)
для некоторого x ∈ D̃(q∗). Теперь в силу тождеств D(p) = D̃(PVT (p))
и y(p) = ỹ(PVT (p)) в качестве равновесных цен можно выбрать любой
элемент p∗ ∈ PV−1

T (q∗). Теорема 2 доказана.

3. Равновесия в модели экономики с неограниченным
горизонтом

Рассмотрим теперь общий случай модели экономики с перекрываю-
щимися поколениями, т. е. экономику с бесконечным периодом функцио-
нирования. Напомним определение множества всех допустимых распре-
делений в экономике с неограниченным горизонтом:

Z =
{

z =
(
z1, z2, . . .

)
| zt =

(
xi,t > 0, yj,t ∈ Y j

t

)
,

∑

i∈Nt−1∪Nt

xi,t = Ωt +
∑

j∈Mt−1

y+
t−1,j −

∑

j∈Mt

y−t,j

}
.

Отметим важное свойство этого множества.

Лемма 12. Множество Z компактно в слабой топологии простран-

ства R
∞.

Доказательство. Покажем, что для любого t > 1 существует по-
рядковый промежуток Qt в пространстве R

L(|Nt−1|+|Nt|)+2L·|Mt|, содержа-
щий все возможные векторы zt, образующие элементы множества Z.
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Справедливость этого утверждения вытекает из леммы 11, применяе-
мой в ходе бесконечного индукционного процесса по t > 1 при vt ≡ 0.

Таким образом, Z ⊂
∞∏

t=1
Qt — замкнутое подмножество прямого произ-

ведения компактов, которое по теореме Тихонова будет компактным в
слабой топологии. Тем самым лемма 12 доказана.

Определение 12. Пусть T > 1 — произвольный период времени.
Допустимое распределение z ∈ Z называется T-равновесным, если су-
ществует последовательность векторов цен (p1, p2, . . .) такая, что (∀i ∈
N0) xi,1 ∈ D0

i (p
1), (∀T > t > 1) (∀i ∈ Nt)

(
xi,t, xi,t+1

)
∈ Dt

i(p
t, pt+1),

(∀j ∈ Mt) yj,t = yj(p
t, pt+1).

Заметим, что согласно определению всякое T -равновесное распреде-
ление является также t-равновесным для любого t 6 T .

Лемма 13. Для любого периода T > 1 существует T-равновесное

распределение.

Доказательство. По теореме 2 существует равновесие с ограни-
ченным горизонтом T + 1. Сдвиг горизонта необходим для того, чтобы
в периоде T выполнялось правильное условие баланса спроса и предло-
жения. Теперь, взяв за основу равновесие с ограниченным горизонтом,
можно построить T -равновесие, дополнив последовательность цен лю-
быми положительными векторами, а оставшиеся компоненты распреде-
ления — произвольными сбалансированными сочетаниями спроса и про-
изводственного предложения. Например, можно взять yt,j = 0, xi,t = ωi,t

для t > T + 1, j ∈ Mt, i ∈ Nt. Лемма 13 доказана.

Лемма 14. Пусть (pn, zn) — слабо сходящаяся последовательность

T-равновесий, т. е. pn → p, zn → z сходятся поточечно. Тогда (p, z) тоже

является T -равновесием.

Доказательство. Очевидно, что z ∈ Z. Остаётся показать, что все
zt для t 6 T порождены векторами спроса и предложения для после-
довательности строго положительных цен pt при t 6 T + 1. Рассмот-
рим конечномерную последовательность p̃n =

(
p1

n, p2
n, . . . , pT+1

n

)
, кото-

рая сходится к p̃ = (p1, . . . , pT+1), и положим qn = PVT+1(p̃n). В си-
лу непрерывности функции PVT+1 последовательность qn сходится к
q = PVT+1(p̃). Теперь мы фактически находимся в ситуации экономики с
ограниченным горизонтом, поэтому, повторяя в точности аргументацию
из окончания доказательства теоремы 2, опиравшуюся на условие смеж-
ной ресурсной связности, приходим к выводу: q ≫ 0, что эквивалентно
p̃ = (p1, . . . , pT+1) ≫ 0 в силу определения вектор–функции PVT+1.
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Теперь, используя полунепрепрерывность сверху отображений Dt
i(p) и

непрерывность функций yj,t(p), заключаем, что все слагаемые вида xi,t,
yj,t, входящие в zt для t 6 T , образованы оптимальными решениями за-
дач потребителей и производителей при строго положительных ценах pt,
что и требовалось доказать. Лемма 14 доказана.

Лемма 15. Существует допустимое распределение z∗, являющееся

T-равновесным для любого T > 1 .

Доказательство. Рассмотрим последовательность периодов
τ → ∞ и соответствующие последовательности τ -равновесных распре-
делений zτ и τ -равновесных цен pτ . В силу слабой компактности мно-
жества Z существует подпоследовательность {zτn} ⊂ {zτ}, слабо сходя-
щаяся к предельной точке z∗ ∈ Z. Пусть теперь T > 1 — произвольный
временно́й промежуток. В силу свойства положительной однородности
степени нуль для отображений спроса и предложения без ограничения
общности можно считать, что τn-равновесные цены pτn удовлетворяют
следующему условию нормировки:

‖(p1, p2, . . . , pT+1)‖ = 1.

Переходя при необходимости к подпоследовательности, без потери общ-
ности можем считать, что для всех 1 6 t 6 T +1 имеет место сходимость
pt

τn
→ pt. Доопределим положительные векторы pt для t > T + 2 произ-

вольным образом и заметим, что допустимое распределение z∗ является
T -равновесным относительно последовательности цен pt. Мы попали в
условия леммы 14 при zn ≡ z∗, pn = pτn . Лемма 15 доказана.

Следующее утверждение идентично лемме 2 [6], однако поскольку
там исследуется несколько иная модель (без производства и межвре-
менно́го процентного наращивания стоимостей), приведём её доказатель-
ство полностью.

Лемма 16. Для всех t > 1 найдутся конечные числа Kt такие, что

если допустимое распределение z∗ является T-равновесным при ценах p,

то ‖pt+1‖ 6 Kt‖p1‖ для любого t 6 T .

Доказательство. Пусть T > 1 произвольно и
(
z∗, p

)
— некоторое

T -равновесие. Предположим, что утверждение леммы неверно, т. е. су-
ществует последовательность T -равновесий

(
z∗, pm

)
такая, что

lim
m→∞

∥∥pτ+1
m

∥∥/
∥∥p1

m

∥∥ = ∞

для некоторого τ 6 T . Как и выше, можно нормализовать члены по-
следовательности pm так, что

∥∥(
p1

m, . . . , pT+1
m

)∥∥ = 1, тогда без потери
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общности будем считать, что pt
m → p̃t при m → ∞ для всех t 6 T + 1,

что, в частности, влечёт ограниченность последовательности pτ+1
m . Тогда

из предположения lim
m→∞

‖pτ+1
m ‖/‖p1

m‖ = ∞ вытекает, что p̃1 = 0. С другой

стороны, в силу леммы 14 приходим к выводу, что распределение z∗ явля-
ется T -равновесным и для последовательности цен p̃1, . . . , p̃T+1, pT+2, . . .,
что исключает возможность p̃1 = 0; противоречие. Лемма 16 доказана.

3.1. Доказательство существования равновесия при неогра-
ниченном горизонте. Рассмотрим множество

P =
{
(p1, p2, . . .) | pt > 0, ‖p1‖ = 1, (∀t > 1)‖pt+1‖ 6 Kt

}
.

В силу леммы 16 и теоремы Тихонова P является компактным множе-
ством в топологии поточечной сходимости. Далее, в силу леммы 15 суще-
ствует последовательность τ -равновесий вида

(
z∗, pτ

)
для всех

τ > 1, причём благодаря лемме 16 можно считать выполненными вклю-
чения pτ ∈ P. Учитывая эти факты и переходя, если нужно к подпосле-
довательности, можно считать, что существует предел p∗ = lim

τ→∞
pτ ∈ P

в топологии слабой сходимости. Пусть теперь T > 1 произвольно. Тогда
в силу выбора пара (z∗, pτ ) будет задавать T -равновесие для всех τ > T .
Снова воспользуемся леммой 14, из которой следует, что (z∗, p∗) явля-
ется T -равновесием. В силу произвольности числа T теорема 1 доказана.
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