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Аннотация. Приводятся два метода построения вершинно-
транзитивных и 2-транзитивных разбиений n-куба на совершенные
коды, а также нижние оценки числа неэквивалентных транзитив-
ных, вершинно-транзитивных и 2-транзитивных разбиений n-куба
на совершенные коды.
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Введение

Исследование разбиений n-куба En (множества всех двоичных векто-
ров длины n) на совершенные коды освещено в небольшом количестве
статей. Две конструкции (свитчинговая и каскадная) предложены в [3],
первая из них позволила получить нетривиальную нижнюю
оценку 22(n−1)/2

числа разбиений пространства En на совершенные дво-
ичные коды длины n > 15 [1, 14].

В [1] показано, что для каждого n = 2k − 1, k > 5, существует разби-
ение множества всех двоичных векторов длины n на попарно не эквива-
лентные совершенные двоичные коды длины n с кодовым расстоянием 3.
В [11] предложено несколько конструкций разбиений En на попарно не
параллельные коды Хэмминга длины n для любого n > 15. В [14] Фелп-
сом классифицированы все неэквивалентные разбиения E7 на коды Хэм-
минга, их оказалось 11.

Исследование разбиений n-куба на совершенные коды представля-
ется важным, в частности, из-за тесной связи с задачей перечисления
всех совершенных двоичных кодов. Известно, что между количеством
таких разбиений и числом различных совершенных двоичных кодов су-
ществует следующая зависимость: предел отношения двойных логариф-
мов этих чисел равен 1, хотя число разбиений заведомо больше числа
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неэквивалентных кодов. Другими мотивациями исследования и построе-
ния разбиений En на коды (необязательно совершенные) является связь
разбиений со следующими проблемами раскрасок вершин En: разбие-
ние En на коды индуцирует раскраски, связанные с оптоволоконными
сетями [13], или совершенные раскраски, именуемые также полностью
регулярными кодами, partition designs, equitable partitions [7]. В [5, 16]
предложено несколько конструкций транзитивных разбиений n-куба En

на двоичные коды, в частности, на совершенные коды. Исследованию
матриц пересечения совершенных двоичных кодов посвящена статья [8].
О построении разбиений n-мерного q-значного куба En

q , q > 2, на совер-
шенные коды см. [6, 8]. В [6] приведена нижняя оценка числа разбиений
En

q на совершенные коды, являющаяся на сегодняшний день лучшей.
В настоящей статье продолжено исследование и конструирование

транзитивных разбиений на совершенные двоичные коды [5, 16]. Ниже
приводятся две конструкции вершинно-транзитивных и 2-транзитивных
разбиений En на совершенные двоичные коды, вычисляются нижние
оценки числа неэквивалентных транзитивных, вершинно-транзитивных
и 2-транзитивных разбиений En на совершенные коды.

1. Необходимые определения и понятия

Множество En образует n-мерное метрическое пространство по отно-
шению к метрике Хэмминга. Расстояние Хэмминга d(x, y) между век-
торами x и y из En равно количеству координат, в которых различают-
ся эти векторы. Двоичным кодом называется произвольное подмноже-
ство C из En. Совершенным двоичным кодом, исправляющим одиноч-

ные ошибки, (далее кратко совершенным кодом) называется такое под-
множество C из En, что любой вектор пространства En находится на
расстоянии не больше 1 от некоторого единственного вектора из C.

Известно, что группа автоморфизмов пространства En исчерпывает-
ся всеми изометриями En, каждая такая изометрия определяется под-
становкой π на множестве координат и сдвигом на произвольный вектор
v ∈ En. Группа автоморфизмов Aut(En) пространства En определяется
как

Aut(En) = {(v, π) | v ∈ En, π ∈ Sn},
где Sn — симметрическая группа подстановок длины n. Группой ав-

томорфизмов Aut(C) кода C длины n назовём группу изометрий про-
странства En, переводящих код в себя. Код называется транзитивным,
если его группа автоморфизмов действует транзитивно на всех его ко-
довых словах. Группой автоморфизмов произвольного разбиения Pn =
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{C0, C1, . . . , Cn} пространства En на совершенные коды C0, C1, . . . , Cn,
n⋃

i=0
Ci = En, называется группа изометрий пространства En, переводя-

щих разбиение Pn в себя. Каждый такой автоморфизм индуцирует под-
становку γ на элементах множества индексов I = {0, 1, . . . , n}, перестав-
ляющую коды в разбиении Pn:

γ({C0, C1, . . . , Cn}) = {Cγ(0), Cγ(1), . . . , Cγ(n)},

т. е. группа автоморфизмов разбиения Pn изоморфна некоторой под-
группе группы Sn+1. Семейство кодов Pn называется k-транзитивным,
1 6 k 6 n, если для любой пары упорядоченных подмножеств {i1, . . . , ik}
и {j1, . . . , jk} из I существует автоморфизм σ из Aut(Pn) такой, что
σ(Cit) = Cjt , t = 1, . . . , k. При k = 1 семейство кодов Pn называется
транзитивным. Семейство кодов Pn назовём вершинно-транзитивным,
если для любых двух вершин u ∈ Ci, v ∈ Cj существует автоморфизм σ
из Aut(Pn) такой, что σ(u) = v. При этом если i = j для любого i ∈ I, то
получим вершинно-транзитивное разбиение на транзитивные коды (на-
пример, на классы смежности кода Хэмминга). Далее будем говорить,
что разбиение имеет длину n, если оно состоит из кодов длины n.

2. Вспомогательные утверждения

В дальнейшем нам понадобятся разбиения куба E7 на коды Хэммин-
га. Несмотря на то, что в E7 существует единственный, с точностью до
изоморфизма, совершенный код — линейный код Хэмминга, таких раз-
биений согласно классификации Фелпса [14] оказалось 11.

Лемма 1. Среди 11 неэквивалентных разбиений пространства E7 на

коды Хэмминга имеется семь транзитивных разбиений, шесть из кото-

рых — вершинно-транзитивные, два разбиения из этих семи являются

2-транзитивными; при k > 3 в E7 не существует k-транзитивных разби-

ений.

Лемма доказана с помощью компьютерных исследований, таблица,
отвечающая этим разбиениям, с учётом нумерации разбиений, приве-
дённой в [14], выглядит следующим образом:

Разбиения в E7 P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10

транзитивность − + + − − + + + + + −
2-транзитивность − − − − − + − − + − −
вершинная транзитивность − + + − − + + + − + −
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Отметим, что разбиение под номером 5 в таблице на классы смежно-
сти кода Хэмминга является транзитивным, а также вершинно-транзи-
тивным и 2-транзитивным, а разбиение под номером 8 — 2-транзитив-
ным, но не вершинно-транзитивным.

Рассмотрим произвольное разбиение Pn =
{
Hn

0 , . . . , Hn
n

}
куба En

на коды Хэмминга Hn
0 , . . . , Hn

n . Введём для любого такого разбиения
понятие матрицы пересечений разбиения — это симметричная матри-
ца M(Pn) порядка n+1 с элементами mij =

∣∣Hn
i ∩H

n
j

∣∣, где H
n
i = x+Hn

i

для некоторого кодового слова x ∈ Hn
i , т. е. нулевое кодовое слово 0

n

принадлежит коду H
n
i , i, j ∈ {0, 1, . . . , n}. Поскольку код Хэмминга ли-

неен, число mij не зависит от выбора вектора x.
Заметим, что в случае разбиения на нелинейные коды (именно по

причине их нелинейности), в отличие от случая разбиения на классы
смежности линейных кодов, может возникнуть уже не одна матрица пе-
ресечений с точностью до эквивалентности, а целый класс таких матриц.

Матрицы M
(
Pn

1

)
и M

(
Pn

2

)
двух разбиений Pn

1 и Pn
2 назовём эквива-

лентными, если эти матрицы совпадают с точностью до перестановки
столбцов и строк. Из того простого факта, что если Pn

1 и Pn
2 эквивалент-

ны, то матрицы M
(
Pn

1

)
и M

(
Pn

2

)
также эквивалентны, легко вытекает

следующая

Лемма 2. Если матрицы M
(
Pn

1

)
и M

(
Pn

2

)
двух разбиений Pn

1 и Pn
2

не эквивалентны, то эти разбиения не эквивалентны.

В приложении приведены матрицы пересечений M
(
P 7

i

)
, i = 0, . . . , 10,

для всех одиннадцати разбиений из [14] куба E7 на коды Хэмминга дли-
ны 7. В таблицах S

(
P 7

i

)
, i = 0, 1, . . . , 10, проиллюстрирован состав мат-

риц выше главной диагонали, т. е. сколько раз на пересечении i-й и j-й
строк, i < j, встречаются числа из множества {2, 4, 8, 16} (других чи-
сел быть не может, так как коды Хэмминга длины 7 могут пересекаться
только по 2, 4, 8 или 16 векторам, см. [10]). Заметим, что таблицы соста-
вов у всех одиннадцати матриц пересечений разбиения куба E7 разные.
Отсюда, в частности, следует, что все эти разбиения неэквивалентны.

Следует отметить, что вследствие леммы 2 матрицы пересечений
можно использовать наравне с такими уже известными инструмента-
ми доказательства неэквивалентности кодов и разбиений на коды, как,
например, ранги и размерности ядер кодов.

3. Конструкции вершинно-транзитивных разбиений

Для построения вершинно-транзитивных разбиений En на совершен-
ные коды используем две конструкции, введённые в [5] для построения
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транзитивных разбиений на двоичные коды, необязательно совершен-
ные.

3.1. Конструкция А. В этом разделе покажем, используя конструк-
цию Васильева [2], что можно строить вершинно-транзитивные (2-тран-
зитивные) разбиения En на совершенные коды любой допустимой дли-
ны n > 15.

Пусть Pn =
{
Cn

0 , Cn
1 , . . . , Cn

n

}
— произвольное разбиение En на со-

вершенные коды длины n, es — вектор веса 1 длины n с единичной s-й
координатой. Тогда совокупность кодов

C2n+1
i =

{
(x, |x|, x + y) | x ∈ En, y ∈ Cn

i

}
, C2n+1

n+i+1 = C2n+1
i + en+1,

i = 0, 1, . . . , n,

задаёт разбиение P 2n+1, названное в [5] конструкцией А.
Для доказательства вершинной транзитивности разбиения P 2n+1 до-

кажем сначала транзитивность этого разбиения. Доказательство анало-
гично доказательству теоремы 1 из [5], однако приведём его для полноты
изложения.

Лемма 3. Пусть Pn =
{
Cn

0 , Cn
1 , . . . , Cn

n

}
является произвольным вер-

шинно-транзитивным разбиением En на совершенные коды длины n.

Тогда разбиение P 2n+1 транзитивно.

Доказательство. Из того, что Pn вершинно-транзитивно, следу-
ет, что оно транзитивно, а значит, для любых 0 6 s, r 6 n существует
автоморфизм δ разбиения Pn такой, что δ

(
Cn

s

)
= Cn

r , где δ = (y, π),

π ∈ Sn, y ∈ En. Пусть π =

(
1 2 . . . n
π1 π2 . . . πn

)
. Используя π, зададим

перестановку σπ следующим образом [4]:

σπ =

(
1 2 . . . n n + 1 n + 2 n + 3 . . . 2n + 1
π1 π2 . . . πn n + 1 n + 1 + π1 n + 1 + π2 . . . n + 1 + πn

)
.

Зафиксируем произвольный вектор x ∈ En. Определим следующее
преобразование ϕ разбиения P 2n+1 :

ϕ = ((x, |x| + α + β, x + y), σπ), (1)

где

α =

{
0, если 0 6 i 6 n,
1, если n < i 6 2n + 1;

(2)
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β =

{
0, если 0 6 j 6 n,
1, если n < j 6 2n + 1.

(3)

Покажем, что ϕ — автоморфизм разбиения P 2n+1, т. е. ϕ(P 2n+1) = P 2n+1.

Пусть 0 6 i, j 6 n и i = s, j = r. Рассмотрим код C2n+1
i из P 2n+1 :

C2n+1
i =

{
(x′, |x′|, x′ + y′) | x′ ∈ En, y′ ∈ Cn

i

}
.

Покажем, что ϕ
(
C2n+1

i

)
= C2n+1

j . Согласно (1) получим

ϕ
(
C2n+1

i

)
= (x, |x|, x + y) + σπ

(
C2n+1

i

)

= (x, |x|, x + y) + {(π(x′), |π(x′)|, π(x′ + y′))}
= {(x + π(x′), |x + π(x′)|, x + π(x′) + y + π(y′))}. (4)

Ясно, что вектор x′′ = x + π(x′) принадлежит En, а в силу выбора δ
и того, что y′ ∈ Cn

s , получаем, что y′′ = y + π(y′) ∈ Cn
r . Следовательно,

(x′′, |x′′|, x′′ + y′′) ∈ C2n+1
j , где j = r. Учитывая, что ϕ является автомор-

физмом куба E2n+1, получим ϕ
(
C2n+1

i

)
= C2n+1

j .

Аналогично доказываются и остальные случаи. Например, если рас-
сматриваются два произвольных кода C2n+1

i и C2n+1
j , i = n + s + 1,

j = n+ r +1, т. е. n < i, j 6 2n+1, то для преобразования, построенного
согласно (1), верно

ϕ
(
C2n+1

n+s+1

)
= C2n+1

n+r+1,

т. е. ϕ — автоморфизм разбиения Pn, переводящий код C2n+1
i в код C2

j .
Следовательно, для любых i, j, 0 6 i, j 6 2n + 1, найдётся преобразова-
ние, переводящее код C2n+1

i в код C2n+1
j . Будучи автоморфизмом куба

E2n+1, это преобразование переводит различные коды из P 2n+1 в различ-
ные коды из P 2n+1, а значит, является автоморфизмом разбиения P 2n+1.
Лемма 3 доказана.

Теорема 1. Если разбиение Pn вершинно-транзитивно, то семейство

кодов P 2n+1, построенное с помощью конструкции А, является вершинно-

транзитивным разбиением куба E2n+1 на совершенные коды.

Доказательство теоремы можно разбить на доказательство двух
утверждений:

1. Для любого отображения из Aut(Pn) можно построить отображе-
ние ϕ такое, что ϕ ∈ Aut(P 2n+1).

2. Полученное разбиение P 2n+1 является вершинно-транзитивным.
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Первое утверждение вытекает из леммы 3. Для доказательства вто-
рого рассмотрим произвольные вершины

u = (x′, |x′| + α, x′ + y′), v = (x′′, |x′′| + β, x′′ + y′′)

из E2n+1, принадлежащие кодам C2n+1
i , C2n+1

j соответственно, где
y′ ∈ Cn

s , y′′ ∈ Cn
r , x′, x′′ ∈ En, 0 6 i, j 6 2n + 1, 0 6 s, r 6 n.

Пусть i = s, j = r. Из вершинной транзитивности Pn следует, что
существует автоморфизм δ = (y, π), π ∈ Sn, y ∈ En, такой, что

δ(y′) = y + π(y′) = y′′ ∈ y + π
(
Cn

s

)
= Cn

r .

Используя снова преобразование ϕ, определённое в (1), и выбрав вектор
x из En так, чтобы выполнялось x + π(x′) = x′′, положим

ϕ = ((x, |x| + α + β, x + y), σπ).

Подействуем преобразованием ϕ на кодовое слово u:

ϕ(u) = (x, |x| + α + β, x + y) + σπ(u)

= (x + π(x′), |x| + |π(x′)| + α + α + β, x + y + π(x′ + y′))

= (π(x′) + x, |π(x′) + x| + β, π(x′) + x + π(y′) + y).

В силу выбора вектора x имеем x′′ = x+π(x′), а из определения δ следует,
что y + π(y′) = y′′. Следовательно, ϕ(u) = (x′′, |x′′| + β, x′′ + y′′) = v, т. е.
для любых двух вершин из кодов C2n+1

i , C2n+1
j ∈ P 2n+1 соответственно,

где i = s, j = r, существует автоморфизм разбиения (тот факт, что
ϕ ∈ Aut(P 2n+1), доказан в лемме 3), переводящий вершины u и v друг
в друга. В случаях i = s, j = n + 1 + r; i = n + 1 + s, j = r, а также
i = n + 1 + s, j = n + 1 + r доказательство аналогично. Отсюда следует
вершинная транзитивность разбиения P 2n+1. Теорема 1 доказана.

Аналогично доказывается

Теорема 2. Если Pn — 2-транзитивное разбиение на совершенные

коды длины n, то семейство кодов P 2n+1, построенное с помощью кон-

струкции А, является 2-транзитивным разбиением куба E2n+1 на совер-

шенные коды длины 2n + 1.

3.2. Конструкция B. Рассмотрим метод построения транзитивных
разбиений, основанный на конструкции Моллара [12] для двоичных ко-
дов. Он является обобщением конструкции А, точно так же, как и кон-
струкция Моллара является обобщением конструкции Васильева для
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двоичных кодов, исправляющих одну ошибку. Следует отметить, что в
отличие от конструкции В конструкция А позволяет строить транзитив-
ные коды с большими кодовыми расстояниями [4, 5]. Для полноты изло-
жения напомним конструкцию Моллара. Пусть Ct и Dm — произвольные
приведённые (т. е. содержащие нулевые векторы) двоичные коды длин t
и m соответственно, имеющие кодовые расстояния не менее 3. Пусть
x = (x11, x12, . . . , x1m, x21, . . . , x2m, . . . , xt1, . . . , xtm) ∈ Etm. В дальней-
шем будем использовать матричную запись вектора x: i-я строка мат-
рицы X равна xi1 xi2 . . . xim, где i = 1, . . . , t. Функции p1(x) и p2(x),
определённые как

p1(x) =

(
m∑

j=1

x1j , . . . ,
m∑

j=1

xtj

)
∈ Et,

p2(x) =

(
t∑

i=1

xi1, . . . ,
t∑

i=1

xim

)
∈ Em,

называются обобщёнными проверками на чётность. Множество

Cn = {(x, y + p1(x), z + p2(x)) | x ∈ Etm, y ∈ Ct, z ∈ Dm}

является двоичным кодом Моллара длины n = tm + t + m с кодовым
расстоянием 3 [12].

Пусть P t =
{
Ct

0, . . . , C
t
t

}
и Pm =

{
Cm

0 , . . . , Cm
m

}
— произвольные раз-

биения Et и Em на совершенные двоичные коды соответственно. Тогда
семейство кодов

Cn
ij =

{
(x, y + p1(x), z + p2(x)) | x ∈ Etm, y ∈ Ct

i , z ∈ Cm
j

}
,

0 6 i 6 t, 0 6 j 6 m, (5)

задаёт разбиение Pn куба En на совершенные двоичные коды [5], где
n = tm+t+m. Назовём эту конструкцию, следуя [5], конструкцией B. До-
казательство следующей леммы является аналогом доказательства тео-
ремы 3 из [5], приведём его для полноты изложения.

Лемма 4. Пусть разбиения P t и Pm являются вершинно-транзитив-

ными разбиениями Et и Em на совершенные двоичные коды соответ-

ственно. Тогда разбиение Pn транзитивно.

Доказательство. Вершинная транзитивность P t и Pm по опреде-
лению предполагает транзитивность этих разбиений, а значит, для лю-
бых 0 6 i, k 6 t и 0 6 j, s 6 m существуют такие автоморфизмы ϑ и ψ
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разбиений P t и Pm соответственно, что ϑ
(
Ct

i

)
= Ct

k и ψ
(
Cm

j

)
= Cm

s , где
ϑ = (π, v), π ∈ St, v ∈ Et и ψ = (τ, u), τ ∈ Sm, u ∈ Em.

Пусть π =

(
1 2 . . . t
π1 π2 . . . πt

)
и τ =

(
1 2 . . . m
τ1 τ2 . . . τm

)
. Рас-

смотрим заданное выше разбиение Pn на коды

Cn
ij =

{
(x′, y + p1(x

′), z + p2(x
′)) | x′ ∈ Etm, y ∈ Ct

i , z ∈ Cm
j

}

из (5), 0 6 i 6 t, 0 6 j 6 m. Определим преобразование ϕ, переводящее
код Cn

ij в код Cn
ks. Для этого определим подстановки π′ и τ ′ следующим

образом:

π′ =

(
tm + 1 tm + 2 . . . tm + t
tm + π1 tm + π2 . . . tm + πt

)
,

τ ′ =

(
tm + t + 1 tm + t + 2 . . . tm + t + m
tm + t + τ1 tm + t + τ2 . . . tm + t + τm

)
.

Рассмотрим преобразование ϕ вида

ϕ = ((x, v + p1(x), u + p2(x)), σπτ ), (6)

где σπτ = (π ◦ τ, π′, τ ′) ∈ Sn. Действие композиции π ◦ τ подстановок π и
τ на матрицу X заключается в перестановке строк согласно перестанов-
ке π, а столбцов — согласно перестановке τ .

Покажем, что ϕ — автоморфизм разбиения Pn, переводящий код Cn
ij

в код Cn
ks. Для этого рассмотрим произвольное кодовое слово x = (x′, y +

p1(x
′), z + p2(x

′)) кода Cn
ij и покажем, что под действием преобразования

ϕ оно перейдёт в некоторое кодовое слово кода Cn
ks:

ϕ(x) = (x, v + p1(x), u + p2(x)) + σπτ (x
′, y + p1(x

′), z + p2(x
′))

= (x, v + p1(x), u + p2(x)) + (x′′, π(y) + p1(x
′′), τ(z) + p2(x

′′))

= (x + x′′, v + π(y) + p1(x) + p1(x
′′), u + τ(z) + p2(x) + p2(x

′′))

= (x + x′′, v + π(y) + p1(x + x′′), u + τ(z) + p2(x + x′′)),

где x′′ = σπτ (x
′). Очевидно, что x + x′′ ∈ Etm. Поскольку (x + x′′, p1(x +

x′′), p2(x + x′′)) ∈ En, y ∈ Ct
i , z ∈ Cm

j , v + π(y) ∈ Ct
k и u + τ(z) ∈ Cm

s в
силу вершинной транзитивности разбиений P t и Pm соответственно, по-
лученный вектор ϕ(x) согласно конструкции (5) принадлежит коду Cn

ks.
Так как ϕ является автоморфизмом En, различные кодовые слова ко-
да Cn

ij под действием ϕ переходят в различные кодовые слова кода Cn
ks,

следовательно, ϕ
(
Cn

ij

)
= Cn

ks. Более того, в силу произвольности выбора
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i и j, 0 6 i 6 t, 0 6 j 6 m, с учётом выбора отображений ϑ и ψ, отоб-
ражение ϕ, будучи автоморфизмом куба En, переводит различные коды
из множества Pn в различные коды из Pn. Следовательно, отображе-
ние ϕ является автоморфизмом разбиения Pn, т. е. ϕ(Pn) = Pn. Лемма 4
доказана.

Используя эту лемму, нетрудно показать рассуждениями, аналогич-
ными проведённым в теореме 1, что можно итеративно строить вершинно-
транзитивные разбиения куба En, т. е. справедлива

Теорема 3. Если разбиения P t и Pm вершинно-транзитивны, то се-

мейство кодов Pn, построенное с помощью конструкции В, вершинно-

транзитивно.

Теорема 4. Если разбиения P t и Pm 2-транзитивны, то семейство

кодов Pn, построенное с помощью конструкции В, 2-транзитивно.

Доказательство. Из леммы 4 следует, что для любых отображений
ϑ ∈ Aut(P t) и ψ ∈ Aut(Pm) можно построить отображение ϕ такое, что
ϕ ∈ Aut(Pn), т. е. разбиение Pn транзитивно.

Из того, что разбиения P t и Pm по условию являются 2-транзитивны-
ми, следует существование преобразований ϑ ∈ Aut(P t) и ψ ∈ Aut(Pm)
таких, что

(
ϑ
(
Ct

i

)
, ϑ

(
Ct

i′)
)

=
(
Ct

k, C
t
k′

)
и

(
ψ

(
Cm

j

)
, ψ

(
Cm

j′
))

=
(
Cm

s , Cm
s′

)
,

для любых 0 6 i, i′, k, k′ 6 t и 0 6 j, j′, s, s′ 6 m, где ϑ = (π, v),
π ∈ St, v ∈ Et и ψ = (τ, u), τ ∈ Sm, u ∈ Em. Используя их, постро-
им отображение ϕ согласно (6) и приведём схему доказательства того
факта, что полученное разбиение Pn является 2-транзитивным.

Рассмотрим произвольные пары кодов
(
Cn

ij , C
n
i′j′

)
и

(
Cn

ks, C
n
k′s′

)
, по-

строенных согласно (5), и произвольные вершины x, y из кодов Cn
ij и

Cn
i′j′ соответственно.

Подействуем преобразованием ϕ на векторы x и y. В предыдущей
лемме было рассмотрено действие преобразования, построенного соглас-
но (6), на произвольный код разбиения Pn. Учитывая свойства преобра-
зований ϑ и ψ, с помощью рассуждений, аналогичных рассмотренным в
лемме 4, нетрудно видеть, что ϕ(x) ∈ Cn

ks и ϕ(y) ∈ Cn
k′s′ , а также

ϕ
(
Cn

ij , C
n
i′j′

)
=

(
ϕ
(
Cn

ij

)
, ϕ

(
Cn

i′j′
))

=
(
Cn

ks, C
n
k′s′

)
,

т. е. для любых двух пар кодов из разбиения Pn существует преобра-
зование, переводящее одну пару этих кодов в другую, откуда следует
2-транзитивность разбиения Pn. Теорема 4 доказана.



94 Ф. И. Соловьёва, Г. К. Гуськов94 Ф. И. Соловьёва, Г. К. Гуськов94 Ф. И. Соловьёва, Г. К. Гуськов

4. Нижние оценки

Используя лемму 2, а также тот факт, что согласно [14] существует
всего 11 неэквивалентных разбиений длины 7, получим нижние оценки
числа разбиений, построенных с помощью конструкций В и А. В даль-
нейшем понадобятся следующие утверждения.

Лемма 5. Пусть Q — матрица пересечений разбиения Pn куба En на

коды Хэмминга с элементами qrs, 0 6 r, s 6 n. Тогда для элементов rij

матрицы пересечений R разбиения P 2n+1, которое получено с помощью

конструкции А из Pn, справедливо

rij =





2nqij , если 0 6 i, j 6 n;
2nqi−n−1,j−n−1, если n < i, j 6 2n + 1;
0, если 0 6 i 6 n, n < j 6 2n + 1

либо n < i 6 2n + 1, j 6 n.

(7)

Доказательство. Для доказательства рассмотрим два произволь-
ных вектора u и v из E2n+1:

u = (x1, |x1| + α, x1 + y1) ∈ C2n+1
i , v = (x2, |x2| + β, x2 + y2) ∈ C2n+1

j ,

где α и β определены выше (см. (2), (3)). Очевидно, что для совпадения
u и v необходимо выполнение следующих равенств:

x1 = x2, |x1| + α = |x2| + β, x1 + y1 = x2 + y2. (8)

Поскольку x1 = x2, имеем |x1| = |x2|. Отсюда, учитывая (8), можно
заключить, что для равенства двух данных векторов необходимо α = β.
Но при

i 6 n, n < j 6 2n + 1 либо n < i 6 2n + 1, j 6 n (9)

это невозможно, следовательно, α 6= β, а значит, можно заключить, что
если i, j удовлетворяют (9), то коды Ci и Cj пересекаются по пустому
множеству, т. е. rij = 0. Если же 0 6 i, j 6 n (случай n < i, j 6 2n+1 ана-
логичен, только следует принять во внимание, что Q — это (n+1)×(n+1)-
матрица), то, используя определение конструкции А, несложно показать,
что мощность rij пересечения кодов C2n+1

i и C2n+1
j будет удовлетворять

равенству
rij =

∣∣C2n+1
i ∩ C2n+1

j

∣∣ = |En|qij = 2nqij .

Отсюда следует справедливость (7). Лемма 5 доказана.

Докажем аналогичную лемму для конструкции В.
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Лемма 6. Пусть Qt — матрица пересечений разбиения P t куба Et

на коды Хэмминга, а Qm — матрица пересечений разбиения Pm куба

Em на коды Хэмминга. Тогда для элементов матрицы пересечений R
разбиения Pn, n = tm + t + m, полученного с помощью конструкции В

из P t и Pm, справедливо равенство rlskr = 2tmplkqsr, где rlskr — элемент

матрицы пересечений разбиения Pn, отвечающий пересечению кодов Cn
ls

и Cn
kr, т. е.

rlskr =
∣∣Cn

ls ∩ Cn
kr

∣∣.

Доказательство. Пусть Qt = (plk) и Qm = (qsr) — матрицы пере-
сечений разбиений P t и Pm соответственно, т. е. plk =

∣∣Ct
l ∩ Ct

k

∣∣, qsr =∣∣Cm
s ∩Cm

r

∣∣. Нетрудно видеть, что согласно конструкции В разбиению Pn

соответствует матрица пересечений с элементами

rlskr = |Ets| ·
∣∣Ct

l ∩ Ct
k

∣∣ ·
∣∣Cm

s ∩ Cm
r

∣∣ = 2tmplkqsr.

Лемма 6 доказана.

Через Rn;trans, Rn;vertex-trans, Rn;2-trans обозначим число неэквивалент-
ных транзитивных, вершинно-транзитивных, 2-транзитивных разбие-
ний En на совершенные двоичные коды соответственно. Используя из-
ложенные выше факты, докажем следующее утверждение.

Теорема 5. Для любого n > 2k − 1, k > 20, число неэквивалент-

ных транзитивных разбиений En на совершенные коды удовлетворяет

нижней оценке Rn;trans > n + 1.

Доказательство. Докажем теорему индукцией по k > 6, где nk =
23+3k − 1 является длиной разбиения. Подчеркнём, что из лемм 5, 6 и 2
вытекает, что разбиения одинаковой длины, построенные с помощью кон-
струкций А и В и имеющие разные матрицы состава, будут неэквивалент-
ны. Как можно видеть из приложения, все одиннадцать разбиений из [14]
имеют различные матрицы состава (см. определение в конце разд. 3), т. е.
матрицы пересечений попарно не эквивалентны, а следовательно, соглас-
но лемме 2 эти разбиения попарно не эквивалентны. Отсюда, используя
конструкции А и В для разбиения длины nk = tm+ t+m, с учётом того,
что конструкция А (в отличие от конструкции В) оставляет число раз-
биений прежним, имеем следующую оценку для числа неэквивалентных
разбиений длины nk:

Rnk
> R7 · Rnk−7

8

+
1

2

∑

t 6=7,
nk−t

t+1
6=t

(Rt · Rnk−t

t+1

) + R′ + Rnk−1
,
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где

R′ =

{
0 при k ≡ 0 (mod 2),

Rt′ (Rt′+1)
2 при k ≡ 1 (mod 2),

(10)

где t′ =
√

nk + 1 − 1. Ограничимся неравенством вида

Rn > R7 · Rnk−7

8

+ Rnk−1
, (11)

так как вклад остальных слагаемых в общую сумму незначителен по
сравнению с (11). Изначально согласно лемме 1 имеем 7 транзитивных
разбиений пространства E7.

База индукции: при k = 6 имеем Rn6;trans = 2409344 > 2097151+1,
n1 = 2097151.

Шаг индукции. Пусть для nk−1 = 23+3(k−1) − 1, k > 6, существует
не менее Rnk−1;trans различных разбиений, т. е. Rnk−1;trans > nk−1 + 1.
Тогда, применив конструкцию В к этим разбиениям, получим для nk =
23+3k неравенство

Rnk;trans > 8 · Rnk−1;trans. (12)

Выражая nk−1 через nk, имеем log2 nk−1 + 1 = log2 nk + 1 − 3, откуда

nk−1 + 1 = (nk + 1)/8.

Используя это выражение, из формулы (12) получим требуемую оценку:

Rnk;trans > 8 · (nk−1 + 1) = nk + 1.

Теорема 5 доказана.

С использованием того же метода легко доказываются

Следствие 1. Для любого n > 2m − 1, m > 20, число Rn;vertex-trans

неэквивалентных вершинно-транзитивных разбиений En на совершен-

ные коды длины n удовлетворяет нижней оценке

Rn;vertex-trans >
n + 1

2
.

Следствие 2. Для любого n > 2m − 1, m > 20, число Rn;2−trans

неэквивалентных 2-транзитивных разбиений En на совершенные коды

длины n удовлетворяет нижней оценке

Rn;2−trans >
n + 1

3
.
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Для малых значений длин кодов n 6 220 − 1 этот метод позволяет
получить только следующие оценки.

Следствие 3. Для любого n > 2m − 1, где 3 6 m 6 20, числа неэк-

вивалентных транзитивных, вершинно-транзитивных и 2-транзитивных

разбиений En на совершенные коды удовлетворяют следующим нижним

оценкам:
(i) Rn;trans > n+1

2 ;
(ii) Rn;vertex-trans > n+1

3 ;
(iii) Rn;2−trans > n+1

4 .

5. Приложение

Ниже, как и в разд. 3, M
(
P 7

i

)
обозначает матрицу пересечений i-го

разбиения пространства E7 на коды Хэмминга длины 7 из классифика-
ции Фелпса [14]. Каждая матрица симметрична, поэтому элементы ниже
главной диагонали опущены, на главной диагонали, очевидно, должно
стоять только 16. Таблица S(Pi) обозначает состав матрицы, т. е. сколько
раз в данной матрице выше главной диагонали встречаются числа 4, 8
и 16, i = 0, 1, . . . , 10.

M
(
P 7

0

)
:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 16 16 16 16 16 8 8
1 16 16 16 16 8 8
2 16 16 16 8 8
3 16 16 8 8
4 16 8 8
5 8 8
6 16
7

S
(
P 7

0

)
:

4 8 16
0 12 16

M
(
P 7

1

)
:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 16 16 16 4 4 4 4
1 16 16 4 4 4 4
2 16 4 4 4 4
3 4 4 4 4
4 16 16 16
5 16 16
6 16
7

S
(
P 7

1

)
:

4 8 16
16 0 12
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M
(
P 7

2

)
:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 16 8 8 4 4 8 8
1 8 8 4 4 8 8
2 16 8 8 4 4
3 8 8 4 4
4 16 8 8
5 8 8
6 16
7

S
(
P 7

2

)
:

4 8 16
8 16 4

M
(
P 7

3

)
:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 16 8 4 8 4 8 8
1 8 4 8 4 8 8
2 8 16 8 16 16
3 8 16 8 8
4 8 16 16
5 8 8
6 16
7

S
(
P 7

3

)
:

4 8 16
4 16 8

M
(
P 7

4

)
:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 16 16 16 4 8 4 8
1 16 16 4 8 4 8
2 16 4 8 4 8
3 4 8 4 8
4 8 16 8
5 8 16
6 8
7

S
(
P 7

4

)
:

4 8 16
8 12 8

M
(
P 7

5

)
:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 16 16 16 16 16 16 16
1 16 16 16 16 16 16
2 16 16 16 16 16
3 16 16 16 16
4 16 16 16
5 16 16
6 16
7

S
(
P 7

5

)
:

4 8 16
0 0 28

M
(
P 7

6

)
:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 16 4 4 4 4 4 4
1 4 4 4 4 4 4
2 4 4 16 4 4
3 4 4 16 4
4 4 4 16
5 4 4
6 4
7

S
(
P 7

6

)
:

4 8 16
24 0 4
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M
(
P 7

7

)
:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 16 8 8 4 8 4 8
1 8 8 4 8 4 8
2 16 8 4 8 4
3 8 4 8 4
4 8 16 8
5 8 16
6 8
7

S
(
P 7

7

)
:

4 8 16
8 16 4

M
(
P 7

8

)
:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 4 4 4 4 4 4 4
1 4 4 4 4 4 4
2 4 4 4 4 4
3 4 4 4 4
4 4 4 4
5 4 4
6 4
7

S
(
P 7

8

)
:

4 8 16

28 0 0

M
(
P 7

9

)
:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 16 8 8 16 16 8 8
1 8 8 16 16 8 8
2 16 8 8 16 16
3 8 8 16 16
4 16 8 8
5 8 8
6 16
7

S
(
P 7

9

)
:

4 8 16
0 16 12

M
(
P 7

10

)
:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 16 8 4 4 4 8 4
1 8 4 4 4 8 4
2 8 8 8 16 8
3 4 16 8 4
4 4 8 16
5 8 4
6 8
7

S
(
P 7

10

)
:

4 8 16
12 12 4
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