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Аннотация. Доказана NP-полнота некоторых задач выбора под-
множества векторов евклидова пространства. К решению таких за-
дач сводится одна из проблем анализа данных. Предполагается, что
искомое подмножество имеет фиксированную мощность и включа-
ет векторы, «близкие» между собой по критерию минимума суммы
квадратов расстояний.
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Введение

В статье анализируется статус сложности дискретных оптимизаци-
онных задач, к которым сводится одна из проблем поиска подмножества
векторов евклидова пространства. Содержательная трактовка рассмат-
риваемой проблемы состоит в следующем.

Имеется таблица, содержащая результаты измерения набора число-
вых информационно значимых характеристик для совокупности некото-
рых материальных объектов. Часть объектов из этой совокупности иден-
тичны и имеют одинаковые характеристики. Число идентичных объек-
тов известно. Оставшиеся объекты различны и имеют отличающиеся ха-
рактеристики. В каждом результате измерения, представленном в таб-
лице, имеется ошибка, причём соответствие между объектом и набором
неизвестно. Требуется, используя адекватный измеряемым характери-
стикам критерий, найти подмножество наборов, соответствующих иден-
тичным объектам и оценить по результатам измерения набор характери-
стик этих объектов (учитывая, что данные содержат ошибку измерения).
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Мотивацией исследований послужил тот факт, что статус сложности
экстремальных задач, к которым сводится эта проблема анализа число-
вых данных, в случае, когда критерием поиска подмножества является
минимум суммы квадратов расстояний между наборами (или векторами)
из искомого подмножества, был неизвестен. Сложностной статус оптими-
зационных задач, к которым сводятся сходные в содержательном плане
проблемы анализа данных, связанные с поиском подмножеств векторов,
изучался в [1–8, 12].

В первой части этих работ [1, 2, 4–6] рассматривалась модель анализа
данных, в которой предполагалось, что анализируемое множество век-
торов наряду с «близкими» по критерию минимума суммы квадратов
расстояний векторами может содержать векторы, «похожие» на центри-
рованный около нуля шум. Проблема анализа данных состояла в поиске в
заданном множестве векторов непустого подмножества «близких» меж-
ду собой векторов. В цитируемых работах установлено, что экстремаль-
ные задачи, к которым сводится эта проблема, переформулированные в
форме верификации свойств, относятся к классу NP-полных задач.

Во второй части упомянутых работ [3, 7, 8, 12] рассматривалась мо-
дель структурированных данных, в которой заданное множество векто-
ров содержит непересекающиеся подмножества — кластеры, включаю-
щие «близкие» (по критерию минимума суммы квадратов расстояний)
между собой векторы. Проблема анализа данных состояла в разбиении
заданного множества на подмножества по указанному критерию. Опти-
мизационная задача, к которой сводится эта проблема анализа данных,
широко известна под названием MSSC (Minimum-Sum-of-Squares Cluster-
ing). В некоторых публикациях эта же задача фигурирует под названием
k-means [8, 11]. В [3, 7, 8, 12] показано, что задача MSSC в форме верифи-
кации свойств NP-полна.

Несмотря на содержательное сходство проблемы анализа данных,
рассматриваемой в настоящей работе, с проблемами, изученными в [1–
8, 12], оптимизационные задачи, к которым сводится эта проблема, от-
личны как от задач, исследованных в [1, 2, 4–6], так и от задачи MSSC.
В настоящей работе установлено, что оптимизационные задачи, к кото-
рым сводится рассматриваемая проблема, относятся к классу трудноре-
шаемых задач. Вместе с этим ниже показано, что анализируемую про-
блему можно интерпретировать как неизученную ранее разновидность
проблемы кластерного анализа.



NP-полнота некоторых задач выбора подмножества векторов 39NP-полнота некоторых задач выбора подмножества векторов 39NP-полнота некоторых задач выбора подмножества векторов 39

1. Модель анализа данных

Рассмотрим следующую структуру данных, представленных в виде
совокупности векторов евклидова пространства. Пусть векторная после-
довательность xn ∈ R

q, n ∈ N , где N = {1, . . . , N}, обладает свойством

xn =

{
w, n ∈ M,

vn, n ∈ N\M,
(1)

где M ⊂ N , M 6= ∅.
Допустим, что для обработки доступна последовательность

yn = xn + en, n ∈ N , (2)

где en — вектор помехи (ошибки), независимый от вектора xn. Учитывая
зависимость элементов последовательности (1) от множеств, положим

S(M, w, {vi, i ∈ N\M}) =
∑

n∈N

‖yn − xn‖
2 (3)

и рассмотрим модель анализа данных в виде следующей экстремальной
задачи.

Задача SVS (Searching for Vector Subsets). Дано: последовательность
yn, n ∈ N , векторов из R

q и натуральное число M > 1. Найти: подмно-
жество M ⊂ N , вектор w и совокупность {vi, i ∈ N\M} векторов, ми-
нимизирующих S(·), при ограничении |M| = M на мощность подмноже-
ства M и при условии, что структура последовательности описывается
формулами (1) и (2).

Эта задача соответствует сформулированной выше содержательной
проблеме. В модели анализа данных вектор w можно интерпретировать
как набор искомых характеристик идентичных объектов, а векторы vi,
i ∈ N\M, — как наборы характеристик остальных объектов совокупно-
сти. Мощность подмножества M соответствует числу идентичных объ-
ектов.

Задачу SVS можно трактовать как поиск наилучшего варианта при-
ближения по критерию минимума суммы квадратов уклонений последо-
вательности (2) от последовательности (1), которая включает повторя-
ющийся вектор, перемежающийся с произвольными векторами евклидо-
ва пространства. Нетрудно установить, что к минимизации функциона-
ла (3) приводит статистическая формулировка проблемы, если считать,
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что вектор en есть выборка единичного объёма из q-мерного нормаль-
ного распределения с параметрами (0, σ2I), где I — единичная матрица,
а в качестве критерия решения использовать максимум функционала
правдоподобия.

Проанализируем возможные варианты оптимизационных задач, к ко-
торым сводится сформулированная задача SVS анализа данных.

2. Задачи выбора подмножества векторов

Раскрывая сумму квадратов в правой части (3) с учётом (1), получим

S =
∑

n∈N

‖yn‖
2 −

∑

j∈M

{2(yj , w) − ‖w‖2} −
∑

i∈N\M

{2(yi, vi) − ‖vi‖
2}. (4)

Минимум функционала S(·) по неизвестным векторам w и vi,
i ∈ N\M, находится аналитически. Используя (4), нетрудно убедиться,
что для любого непустого подмножества M ⊂ N этот минимум достав-
ляется векторами w = 1

|M|

∑
i∈M

yi и vj = yj, j ∈ N\M, и равен

Smin(M) =
∑

n∈N

‖yn‖
2 −

(
1

|M|

∥∥∥
∑

i∈M

yi

∥∥∥
2
+

∑

j∈N\M

‖yj‖
2

)
. (5)

Заметим, что первый член в правой части этого равенства являет-
ся константой. Следовательно, задача минимизации функционала S(·),
сформулированная выше, сводится к задаче максимизации выражения
в скобках в правой части (5). Сформулируем эту задачу максимизации
в форме верификации свойств. Перед формулировкой задачи положим
Y = {yn | n ∈ N}, C = {yj | j ∈ M} и заменим в выражении (5) сумми-
рование по индексам на суммирование по элементам множеств.

Задача VS-1 (Vector Subset 1). Дано: множество Y = {y1, . . . , yN}
векторов из R

q, натуральное число M > 1 и положительное число A.
Вопрос: существует ли такое подмножество C ⊂ Y, что имеет место нера-
венство

1

M

∥∥∥
∑

y∈C

y
∥∥∥

2
+

∑

y∈Y\C

‖y‖2
> A, (6)

при ограничении |C| = M на мощность подмножества C?
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Кроме того, заметим, что для правой части (5) в терминах суммиро-
вания по элементам множеств справедлива цепочка равенств

∑

y∈Y

‖y‖2 −
1

|C|

∥∥∥
∑

y∈C

y
∥∥∥

2
−

∑

y∈Y\C

‖y‖2 =
∑

y∈C

‖y‖2 −
1

|C|

∥∥∥
∑

y∈C

y
∥∥∥

2

=
∑

y∈C

‖y‖2 −
2

|C|

∑

y∈C

(
y,

∑

u∈C

u
)

+
1

|C|

∥∥∥
∑

y∈C

y
∥∥∥

2

=
∑

y∈C

‖y‖2 − 2
∑

y∈C

(y,w) + |C|‖w‖2 =
∑

y∈C

‖y − w‖2, (7)

где w = 1
|C|

∑
y∈C

y. Поэтому минимизация функционала S(·) сводится к ми-

нимизации правой части (7). Отсюда получаем следующую задачу вы-
бора подмножества.

Задача VS-2 (Vector Subset 2). Дано: множество Y = {y1, . . . , yN}
векторов из R

q, натуральное число M > 1 и положительное число B.
Вопрос: существует ли такое подмножество C ⊂ Y, что имеет место нера-
венство ∑

y∈C

‖y − w‖2
6 B, (8)

где w = 1
|C|

∑
y∈C

y, при ограничении |C| = M на мощность подмножества C?

Наконец, заметим, что для любого множества Z векторов евклидова
пространства имеет место равенство [9]:

∑

z∈Z

‖z − z(Z)‖2 =
1

2|Z|

∑

z∈Z

∑

y∈Z

‖z − y‖2, (9)

где z(Z) = 1
|Z|

∑
z∈Z

z.

Учитывая, что мощность подмножества C фиксирована, из (8) и (9)
получим ещё одну задачу выбора подмножества.

Задача VS-3 (Vector Subset 3). Дано: множество Y = {y1, . . . , yN}
векторов из R

q, натуральное число M > 1 и положительное число D.
Вопрос: существует ли такое подмножество C ⊂ Y, что имеет место нера-
венство ∑

y∈C

∑

z∈C

‖y − z‖2
6 D, (10)

при ограничении |C| = M на мощность подмножества C?
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Основным результатом настоящей работы является установление ста-
туса NP-полноты сформулированных выше задач.

3. Анализ сложности

Напомним следующую вспомогательную NP-полную [10] задачу.

Задача Клика. Дано: граф G и натуральное число M . Вопрос: суще-
ствует ли в этом графе такое подмножество вершин мощности M , что
любые две вершины из этого подмножества связаны ребром?

Специальный случай этой задачи для однородных графов, степень
которых не фиксирована, также относится к числу NP-полных задач [13].
Покажем, что задача Клика полиномиально сводится к задаче VS-3.

Теорема 1. Задача VS-3 NP-полна в сильном смысле.

Доказательство. Задача VS-3, очевидно, принадлежит классу NP.
Пусть G — однородный граф степени d с N вершинами и q рёбрами.

Построим следующий пример задачи VS-3. Каждой вершине графа G
сопоставим q-мерный вектор y, в котором i-я координата равна 1, если
ребро i инцидентно этой вершине, и равна 0 в противном случае. Тогда
для пары векторов y, z из множества Y = {y1, . . . , yN}, очевидно, име-
ет место равенство ‖y − z‖2 = 2d, если соответствующие этим векторам
вершины в графе G не смежны, и ‖y − z‖2 = 2d − 2, если эти вершины
смежны. Следовательно, целевая функция (10) задачи VS-3 не превос-
ходит числа D = 2(d − 1)M(M − 1) тогда и только тогда, когда граф G
содержит клику на M вершинах.

Нетрудно установить, что построенное сведение полиномиально.
NP-полнота задачи в сильном смысле следует из того, что при дока-
зательстве NP-полная в сильном смысле задача Клика была сведена
к частному случаю задачи VS-3 с бинарными векторами. Теорема 1 до-
казана.

Теорема 2. Задача VS-2 NP-полна в сильном смысле.

Доказательство. Ясно, что задача VS-2 принадлежит классу NP.
Покажем, что к ней полиномиально сводится NP-полная задача VS-3.

Действительно, из (9) легко видеть, что в задаче VS-3 подмножество
векторов, удовлетворяющее неравенству (10), существует тогда и толь-
ко тогда, когда в задаче VS-2 при B = D

2M существует соответствующее
подмножество векторов, удовлетворяющее неравенству (8). Теорема 2 до-
казана.

Теорема 3. Задача VS-1 NP-полна в сильном смысле.
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Доказательство. Задача VS-1, очевидно, принадлежит классу NP,
и к ней полиномиально сводится NP-полная задача VS-2.

В самом деле, из (7) следует, что в задаче VS-2 подмножество векто-
ров, удовлетворяющее неравенству (8), существует тогда и только тогда,
когда в задаче VS-1 при A =

∑
y∈Y

‖y‖2 − B существует соответствующее

подмножество векторов, удовлетворяющее неравенству (6). Теорема 3 до-
казана.

Сформулируем упомянутую во введении задачу MSSC кластерного
анализа и покажем её связь с рассмотренными задачами.

Задача MSSC. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} векторов из R
q

и положительное число B. Вопрос: существует ли такое разбиение мно-
жества Y на непустые подмножества (кластеры) C1, . . . , CJ , что имеет
место неравенство

J∑

j=1

∑

y∈Cj

‖y − wj‖
2

6 B, (11)

где wj = 1
|Cj |

∑
y∈Cj

y, j = 1, . . . , J , — центр j-го кластера?

Рассмотрим следующую модификацию этой задачи.

Задача MSSC-Case. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} векторов из R
q,

натуральное число M > 1 и положительное число B. Вопрос: существует
ли такое разбиение множества Y на J = N −M + 1 непустых класте-
ров C1, . . . , CN−M+1, что мощность одного из кластеров равна M и имеет
место неравенство (11)?

Пусть, например, мощность кластера C1 равна M . Тогда из условий
задачи следует, что мощность оставшихся N − M кластеров равна 1.
Поскольку центр кластера, имеющего мощность, равную 1, совпадает
с единственным элементом — вектором из этого кластера, для целевой
функции задачи MSSC-Case из (11) имеем

J∑

j=1

∑

y∈Cj

‖y−wj‖
2 =

∑

y∈C1

‖y−w1‖
2+

N−M∑

j=2

∑

y∈Cj

‖y−wj‖
2 =

∑

y∈C1

‖y−w1‖
2.

Отсюда следует эквивалентность задач VS-2 и MSSC-Case. Поэтому
расcмотренную проблему анализа данных можно трактовать как одну
из труднорешаемых проблем кластерного анализа.
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Заключение

Показана NP-полнота оптимизационных задач, которые индуциру-
ются проблемой поиска в множестве векторов евклидова пространства
такого подмножества векторов, что оно имеет заданную (фиксирован-
ную) мощность и включает векторы, «близкие» между собой по крите-
рию минимума суммы квадратов расстояний. Из полученного результата
следует труднорешаемость соответствующей проблемы анализа данных.
Остаётся заметить, что эффективные алгоритмы с гарантированными
оценками точности для решения рассмотренных задач в настоящее вре-
мя неизвестны.
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