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Аннотация. Рассматривается задача оптимизации циркулянтных
сетей, состоящая в максимизации числа вершин при заданных сте-
пени и диаметре графа. На основе изучения циркулянтов с образую-
щими, представленными в виде степеней нечётного числа, получены
новые улучшенные нижние оценки достижимого числа вершин цир-
кулянтных сетей всех размерностей k > 4. Построены бесконечные
семейства циркулянтов, достигающих найденные оценки.
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Введение

Пусть s1, s2, . . . , sk, n — целые числа такие, что

1 6 s1 < s2 < . . . < sk < n/2.

Граф C с множеством вершин V = {0, 1, . . . , n − 1} и множеством рёбер
E = {(i, j) | |i − j| ≡ sl mod n, l = 1, k} называется циркулянтным,
числа S = (s1, s2, . . . , sk) — образующими, (n;S) — параметрическим

описанием, k — размерностью, n — порядком графа.
Циркулянтные сети (графы) [2, 4, 7] изучаются при проектировании

и анализе вычислительных систем, в теории графов и дискретной мате-
матике, в качестве топологии для мультипроцессорных систем и ком-
пьютерных сетей. Циркулянтные графы применяются также как мо-
дели химических реакций и в теории кодирования при построении со-
вершенных кодов, исправляющих ошибки [1]. Циркулянтные сети вида
C(n; 1, s, s2, . . . , sk−1) с образующими, представленными в виде степеней
s > 2, назовём, следуя [12], мультипликативными циркулянтами.

Важнейшей метрической характеристикой графа является диаметр
(оценивает максимальную структурную задержку в сети). Диаметром

графа G называется d(G) = max
i,j∈V

d(i, j), где d(i, j) — длина кратчай-

шего пути из вершины i в вершину j графа G. Для любых натураль-
ных d и k через M(d, k) обозначим максимально возможное (достижи-
мое) натуральное n такое, что существует множество образующих S =
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(1, s2, . . . , sk), при котором d(C(n;S)) 6 d. В [2, 4, 7] можно найти обзо-
ры результатов по оценкам диаметра и достижимого порядка k-мерных,
k > 2, циркулянтных графов.

Для k = 2 решена задача построения семейств двумерных цирку-
лянтов с единичной образующей и максимальным порядком M(d, 2) =
2d(d + 1) + 1 при любом диаметре d (см., например, [2]).

Приведём известные результаты, касающиеся оценок диаметра и до-
стижимого порядка k-мерных, k > 3, циркулянтных графов.

В [13] показано, что

M(d, k) 6 1 +

k−1∑

i=0

Ci
kC

k−i
d 2k−i,

получена нижняя граница диаметра для любых n и k порядка 1
2(k!)1/kn1/k

и доказано, что графы вида C(n; 1, s, s2, . . . , sk−1), где s > 3 — нечётное
число и n = sk, имеют диаметр d = k⌊s/2⌋.

Этот результат улучшен в [5]: пусть d и k — натуральные числа,
d > k > 3, и пусть p = ⌊(d− k + 3)/k⌋, тогда

M(d, k) > N = 2p
k−1∑

i=0

(4p)i =
1

2
(4/k)kdk +O(dk−1). (1)

В [10, 11] рассмотрены свойства мультипликативных циркулянтных
графов вида C(n; 1, s, . . . , sk−1) с нечётным s > 3 и 2sk−1 < n 6 sk и
получена общая формула для диаметра:

d(n; 1, s, s2, . . . , sk−1) = (k − 1)⌊s/2⌋ + ⌈(n − sk−1)/(2sk−1)⌉. (2)

В [12] исследовались свойства мультипликативных циркулянтов вида
C(n; 1, s, . . . , sk−1) с чётным s > 2 и n = sk и получен их диаметр:

d(sk; 1, s, s2, . . . , sk−1) = ks/2 − ⌊k/2⌋.

Показано также, что мультипликативные циркулянтные сети как графы
с образующими, представленными в виде степеней целого числа, имеют
простые алгоритмы парного [11, 12] и трансляционного обменов [12], эф-
фективны относительно трассировки интегральных схем, живучести и
отказоустойчивости [10, 11].

Другие структурные характеристики, связанные с диаметром, для
циркулянтных графов вида C(sk; 1, s, . . . , sk−1) рассмотрены в [8]. В [6]
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получены более точные оценки диаметра по сравнению с [13] для цирку-
лянтов вида C(n; 1, s, . . . , sk−1), где n — простое число. В [7] рассмотрена
задача уменьшения диаметра по сравнению с [13] для ориентированных
мультипликативных циркулянтных сетей с произвольным n.

Следует отметить, что функция M(d, k) для размерности k = 3 и лю-
бого диаметра d найдена [9] и построены бесконечные семейства трёхмер-
ных циркулянтов с порядком, совпадающим с M(d, 3). В [3] получена
нижняя оценка достижимого числа вершин циркулянтов размерности
четыре и любого нечётного диаметра d > 1, улучшенная на O

(
3
2d

3
)

по
сравнению с [5]. Этот результат является частным случаем теоремы 1
при k = 4.

Данная работа вносит вклад в исследование диаметра циркулянтных
сетей и определение нижних оценок экстремальной функции M(d, k) при
k > 4. На основе изучения циркулянтов с образующими, представленны-
ми в виде степеней нечётного числа s, получены новые нижние оцен-
ки достижимого числа вершин циркулянтных сетей всех размерностей
k > 4. Изучение свойств мультипликативных циркулянтов с чётным s
является предметом следующей работы.

1. Новые семейства мультипликативных циркулянтных сетей

Рассмотрим множество мультипликативных циркулянтных сетей ви-
да C(n; 1, s, s2, . . . , sk−1), k > 3, с нечётным s > 3. В теореме 1 представ-
лены два новых бесконечных семейства рассматриваемых сетей, кото-
рые улучшают известные оценки достижимого порядка циркулянтных
графов. Исследование диаметров графов найденных семейств позволяет
скорректировать формулу для диаметра, приведённую в 2006 г. в работе
Пархами [10] для мультипликативных циркулянтов любой размерности.
Далее D(x), 0 6 x < n, обозначает длину кратчайшего пути из верши-
ны 0 в вершину x.

Теорема 1. Пусть k > 3, s > 3 — нечётное число, S = (1, s, s2, . . .,
sk−1). Если

n = ⌈s/2⌉
k−2∑

i=0

si + ⌊s/2⌋sk−1, (3)

то

d(n;S) =

{
k
2⌈s/2⌉ − 1 при чётном k или s ≡ 3 mod 4,

⌊k
2⌈s/2⌉⌋ при нечётном k и s ≡ 1 mod 4.

(4)
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Если

n = ⌈s/2⌉
k−1∑

i=0

si, (5)

то

d(n;S) = ⌊k/2 · ⌈s/2⌉⌋. (6)

Доказательство. Рассмотрим мультипликативный циркулянтный
граф C(n; 1, s, s2, . . . , sk−1), где s > 3 — нечётное число и значение n
равно (3) или (5).

Для любой вершины 0 6 x < n существует каноническое [12] разло-
жение x по степеням s:

x =

k−1∑

i=0

cis
i,

где |ci| 6 ⌊s/2⌋, i = 0, k − 2, 0 6 ck−1 6 ⌊s/2⌋ в случае (3), 0 6 ck−1 6

⌈s/2⌉ в случае (5). Коэффициенты ci получаются следующим образом:
выбираем такое c0 ≡ x mod s, что |c0| 6 ⌊s/2⌋, в качестве ci, i = 1, k − 1,
выбираем такие целые

ci ≡
1

si

(
x−

i−1∑

j=0

cjs
j

)
mod s,

что |ci| 6 ⌊s/2⌋, i = 0, k − 2, 0 6 ck−1 6 ⌊s/2⌋ в случае (3), 0 6 ck−1 6

⌈s/2⌉ в случае (5).
Коэффициенты ci, i = 0, k − 1, являются координатами пути из 0

в x прямого направления — пути, в который максимальная образующая

входит со знаком +. Длина этого пути D+(x) равна
k−1∑
i=0

|ci|. Имеем

x− n =

k−1∑

i=0

c′is
i,

где c′i = ci − ⌈s/2⌉, i = 0, k − 2, c′k−1 = ck−1 − ⌊s/2⌋ в случае (3), c′k−1 =

ck−1 − ⌈s/2⌉ в случае (5). Для i = 0, k − 2 преобразуем коэффициенты c′i
в c′′i таким образом, чтобы выполнялось условие |c′′i | 6 ⌊s/2⌋, i = 0, k − 2.

Коэффициенты c′′i , i = 0, k − 1, являются координатами пути из 0 в
x−n обратного направления — пути, в который максимальная образую-

щая входит со знаком −. Длина пути D−(x−n) равна
k−1∑
i=0

|c′′i |. Для любой
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вершины 0 6 x < n длина кратчайшего пути удовлетворяет неравенству

D(x) 6 min{D+(x),D−(x− n)}.

Случай 1. Пусть значение n равно (3). Покажем, что диаметр d гра-
фа C(n; 1, s, s2, . . . , sk−1) равен (4). Для этого докажем, что для любой
вершины 0 6 x < n имеет место неравенство

D+(x)+D−(x−n) 6 k⌈s/2⌉−1 =

{
2d+ 1 при чётном k или s ≡ 3 mod 4,
2d при нечётном k и s ≡ 1 mod 4.

Далее выполняется преобразование коэффициентов c′i в c′′i последо-
вательно для i = 0, 1, . . . , k − 1.

1. Если i ∈ 0, k − 2 и ci 6 0, то заменяем c′i на c′′i = c′i + s и соот-
ветственно c′i+1 на c′′i+1 = c′i+1 − 1. Очевидно, при такой замене сумма
|c′′i | + |c′′i+1| не увеличивается по сравнению с суммой |c′i| + |c′i+1|. При
этом 0 6 c′′i 6 ⌊s/2⌋ и

|ci| + |c′′i | = ⌊s/2⌋.

1a. Если i = k − 2 или ci+1 > 1, то при i = k − 2

|ck−1| + |c′′k−1| = ⌊s/2⌋ + 1, (7)

при ci+1 > 1

|ci+1| + |c′′i+1| = ⌈s/2⌉ + 1.

Конец замены.
1b. Если i < k − 2 и ci+1 6 1, то процесс замены коэффициентов

продолжается: заменяем c′′i+1 на новое значение c′′i+1 = c′′i+1 +s и соответ-
ственно c′i+2 — на c′′i+2 = c′i+2 − 1. При этом −1 6 c′′i+1 6 ⌊s/2⌋ и

|ci+1| + |c′′i+1| =

{
⌊s/2⌋ − 1, если − ⌊s/2⌋ < ci+1 6 0,
⌈s/2⌉, если ci+1 ∈ {−⌊s/2⌋, 1}.

2. Увеличить i на 1 и перейти к п. 1а.

3. Если i ∈ 0, k − 2 и ci > 0, то |c′i| = |ci −⌈s/2⌉| 6 ⌊s/2⌋. Тогда c′′i = c′i
и

|ci| + |c′′i | = ⌈s/2⌉.
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Если i = k−1 и c′k−1 не изменялся при выполнении п. 1, то из условия
0 6 ck−1 6 ⌊s/2⌋ следует, что −⌊s/2⌋ 6 c′′k−1 = c′k−1 6 0 и

|ck−1| + |c′′k−1| = ⌊s/2⌋. (8)

Из пп. 1a и 1b следует, что если менялись коэффициенты c′i для i =
j, j + p, то

j+p∑

i=j

(|ci| + |c′′i |) 6 (p+ 1)⌈s/2⌉.

Учитывая это и суммируя результаты выполнения пп. 1–3, получаем для
любой вершины 0 6 x < n

k−1∑

i=0

(|ci| + |c′′i |) 6 k⌈s/2⌉ − 1.

Следовательно, или D+(x) 6 d, или D−(x − n) 6 d. Покажем, что в
данном графе существует хотя бы одна вершина x такая, что D(x) = d.
Рассмотрим три возможных варианта.

(a) Пусть k > 3 — нечётное и ⌈s/2⌉ — нечётное числа. В этом случае
n — чётное число и в качестве искомой вершины возьмём x0 = n

2 . Найдём
каноническое разложение x0 по степеням s:

x0 = −
⌊s/2⌋

2

(k−3)/2∑

i=0

s2i + (⌊s/2⌋/2 + 1)

(k−3)/2∑

i=0

s2i+1 +
⌊s/2⌋

2
sk−1.

Имеем

x0 − n = −
n

2
=

⌊s/2⌋

2

(k−3)/2∑

i=0

s2i − (⌊s/2⌋/2 + 1)

(k−3)/2∑

i=0

s2i+1 −
⌊s/2⌋

2
sk−1.

Таким образом,

k−1∑

i=0

|ci| =
k−1∑

i=0

|c′′i | =
k⌈s/2⌉ − 1

2
= d.

Рассмотрение длин альтернативных путей из 0 в x0 показывает, что они
все больше d. Следовательно, D(x0) = d.



62 Э.А.Монахова62 Э.А.Монахова62 Э.А.Монахова

(b) Пусть ⌈s/2⌉ — чётное число. В этом случае n — нечётное число
при любом k и в качестве искомой вершины возьмём

x0 =
n+ sk−1

2
=

⌈s/2⌉

2

k−1∑

i=0

si.

Имеем

x0 − n = −
⌈s/2⌉

2

k−2∑

i=0

si −

(
⌈s/2⌉

2
− 1

)
sk−1.

Таким образом,

k−1∑

i=0

|ci| =
k

2
⌈s/2⌉ = d+ 1,

k−1∑

i=0

|c′′i | = d.

Длины всех других возможных путей из 0 в x0 не меньше d. Следова-
тельно, D(x0) = d.

(c) Пусть k > 4 — чётное число и ⌈s/2⌉ — нечётное число. В этом
случае n — нечётное число и в качестве искомой вершины возьмём

x0 =

(
⌊s/2⌋

2
+ 1

) k/2−1∑

i=0

s2i +
⌊s/2⌋

2

k/2−1∑

i=0

s2i+1.

Имеем

x0 − n = −
⌊s/2⌋

2

k/2−1∑

i=0

s2i −

(
⌊s/2⌋

2
+ 1

) k/2−2∑

i=0

s2i+1 −
⌊s/2⌋

2
sk−1.

Таким образом,

k−1∑

i=0

|ci| =
k

2
⌈s/2⌉ = d+ 1,

k−1∑

i=0

|c′′i | = d.

Длины всех других возможных путей из 0 в x0 не меньше d. Следова-
тельно, D(x0) = d.

Случай 2. Пусть значение n равно (5). Покажем, что диаметр d гра-
фа C(n; 1, s, s2, . . . , sk−1) равен (6). Для этого докажем, что для любой
вершины 0 6 x < n имеет место неравенство

D+(x)+D−(x−n) 6 k⌈s/2⌉ =

{
2d при чётном k или s ≡ 3 mod 4,
2d+ 1 при нечётном k и s ≡ 1 mod 4.
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Далее преобразование коэффициентов c′i в c′′i выполняется так же,
как в случае 1 (пп. 1–3), только с заменой в (7) и (8) значения ⌊s/2⌋ на
⌈s/2⌉.

Суммируя результаты выполнения пп. 1–3, получаем для любой вер-
шины 0 6 x < n

k−1∑

i=0

(|ci| + |c′′i |) 6 k⌈s/2⌉.

Следовательно, или D+(x) 6 d, или D−(x − n) 6 d. Остаётся пока-
зать, что в данном графе существует хотя бы одна вершина x такая,
что D(x) = d. Рассмотрим три возможных варианта.

(a) Пусть k > 4 — чётное и ⌈s/2⌉ — нечётное числа. В этом случае n —
чётное число и в качестве искомой вершины возьмём

x0 =
n

2
=

⌈s/2⌉
k−1∑
i=0

si

2
.

Тогда x0 − n = −n
2 . Найдём каноническое разложение x0 по степеням s:

x0 = −
⌊s/2⌋

2

k/2−1∑

i=0

s2i +

(
⌊s/2⌋

2
+ 1

) k/2−1∑

i=0

s2i+1.

Для канонических разложений x0 и x0 − n по степеням s имеем

k−1∑

i=0

|ci| =

k−1∑

i=0

|c′′i | =
k

2
⌈s/2⌉ = d.

Длины всех других возможных путей из 0 в x0 больше d. Следовательно,
D(x0) = d.

(b) Пусть k > 3 — нечётное и ⌈s/2⌉ — нечётное числа. В этом слу-
чае n — нечётное число и в качестве искомой вершины возьмём x0 = n+1

2 .
Найдём каноническое разложение x0 по степеням s:

x0 =

(
⌊s/2⌋

2
+ 1

) (k−1)/2∑

i=0

s2i −
⌊s/2⌋

2

(k−3)/2∑

i=0

s2i+1.

Имеем

x0 − n = −
n− 1

2
= −

⌊s/2⌋

2
−

(
⌊s/2⌋

2
+ 1

) (k−1)/2∑

i=1

s2i +
⌊s/2⌋

2

(k−3)/2∑

i=0

s2i+1.
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Для канонических разложений x0 и x0 − n по степеням s имеем

k−1∑

i=0

|ci| =
k⌈s/2⌉ + 1

2
= d+ 1

и
k−1∑

i=0

|c′′i | =
k⌈s/2⌉ − 1

2
= d.

Длины всех других возможных путей из 0 в x0 не меньше d. Следова-
тельно, D(x0) = d.

(c) Пусть ⌈s/2⌉ — чётное число. В этом случае n — чётное число при
любом k и в качестве искомой вершины возьмём

x0 =
n

2
=

⌈s/2⌉

2

k−1∑

i=0

si.

Тогда x0 − n = −n
2 . Для канонических разложений x0 и x0 − n по степе-

ням s имеем
k−1∑

i=0

|ci| =

k−1∑

i=0

|c′′i | =
k

2
⌈s/2⌉ = d.

Длины всех других возможных путей из 0 в x0 больше d. Следовательно,
D(x0) = d. Теорема 1 доказана.

2. Новые нижние оценки функции M(d, k)

Теорема 1 позволяет улучшить нижние оценки функции M(d, k) для
всех размерностей k > 4.

Следствие 1. Пусть k > 4 и d > 2k − 3 — целые числа, p = ⌊(d +
3)/k − 1⌋. Тогда

M(d, k) > n = (2p + 1)

k−1∑

i=0

(4p + 1)i. (9)

Доказательство. Значение n следует из (5), если s = 4p + 1. Из
сравнения (1) и (9) видно, что n > N при одних и тех же значениях
d ∈ D, которые следуют из определения p, и для любого p > 1

D = {(p + 1)k − 3 + j | j = 0, k − 1}. (10)
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Покажем, что для заданного p > 1 граф C(n; 1, s, . . . , sk−1) имеет диа-
метр d(n;S) 6 (p + 1)k − 3. Это следует из того, что s = 4p + 1 и в
силу (6) d(n;S) = ⌊k

2 (2p + 1)⌋, а значит, d(n;S) 6 kp + k − 3 при всех
k > 5. Следствие 1 доказано.

Для размерности k = 4 полученный ниже результат является обоб-
щением теоремы 2 из [3] для всех целых d > 5.

Следствие 2. Пусть d > 5 — целое число и q = 2⌊(d − 1)/2⌋ + 1.
Тогда

M(d, 4) > n =
q4 + 1

2
+ q2 + q.

Доказательство. Значение n следует из (3) при k = 4 и s = q.
В силу (4) диаметр графа C(n; 1, s, s2, s3) равен d(n;S) = q. Остаётся
показать, что n > N при любом d > 5.

Согласно (10) при k = 4 и любом p > 1 получаем

D = {4p + 1, 4p + 2, 4p + 3, 4p + 4}.

Для всех d ∈ D имеем N = 2p
3∑

i=0
(4p)i. Если d ∈ {4p + 1, 4p + 2}, то

s = 4p+1 и n > N . Если d ∈ {4p+3, 4p+4}, то s = 4p+3 и также n > N .
Следствие 2 доказано.

Таким образом, найдены улучшенные оценки функции M(d, k) и по-
строены достигающие их семейства циркулянтных сетей размерностей
k > 4, превосходящие по соотношению n/d семейства циркулянтов, полу-
ченные ранее [4, 5, 10, 12, 13]. Из сравнения диаметров графов семейств,
полученных в теореме 1, и формулы (2) при k > 3 следует её справед-
ливость при s = 3 для семейства (5). При k > 4 и нечётном s > 3
формула (2) опровергается найденными семействами графов и поэтому
даёт только верхнюю оценку диаметра.
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