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Аннотация. Установлена эквивалентность задачи о протыкании по-
лиэдрального множества орбитой линейного отображения и задачи
о пересечении регулярного языка с языком перестановок двоичных
слов (перестановочным фильтром). Алгоритмическая разрешимость
для обеих задач неизвестна. Первая из них обобщает хорошо извест-
ные открытые проблемы Сколема и неотрицательности, относящиеся
к линейным рекуррентным последовательностям.
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Введение

Действие степеней линейного отображения Φ: V → V на вектор x
векторного пространства V задаёт орбиту OrbΦ x = {Φkx | k ∈ Z+}.

Рассматриваются алгоритмические задачи об орбитах линейных отоб-
ражений. Для конструктивного задания орбиты считаем V координат-
ным пространством над полем рациональных чисел Q. В этом случае и
вектор x, и матрица отображения Φ могут быть указаны явно.

Под задачей описания орбиты понимаем задачу поиска таких соот-
ношений, которые выполняются для всех векторов орбиты или наруша-
ются хотя бы для одного элемента орбиты. Здесь рассматриваем про-
стейший случай, когда соотношения построены из линейных равенств
и неравенств с помощью булевых операций. Точную формулировку см.
ниже в разд. 2. Отметим, что самым важным примером задачи описа-
ния орбиты является задача о протыкании полиэдральной камеры. Она
состоит в том, чтобы проверить, пересекает ли орбита некоторое множе-
ство, заданное набором нестрогих линейных неравенств.

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (проекты 08–01–00414 (оба автора) и 09–
01–00709 (первый автор)), и программы «Ведущие научные школы» (про-
ект НШ–5294.2008.1) (первый автор).
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Задачи описания орбит связаны с задачами о линейных рекуррент-
ных последовательностях.

Линейная рекуррентная последовательность (ЛРП) xn степени d за-
даётся соотношениями





xn =
d∑

i=1
aixn−i при n > d,

xn = bn при 1 6 n 6 d,

(1)

где ai, bj — константы.
Наиболее известная алгоритмическая задача о ЛРП называется про-

блемой Сколема.

Проблема Сколема. Задана ЛРП с целочисленными коэффициен-
тами и начальными данными. Спрашивается, существует ли такое n, что
xn = 0?

В настоящее время неизвестно, является ли проблема Сколема алго-
ритмически разрешимой. Известна её разрешимость для степеней 6 5
(случаи степеней 3 и 4 разобраны Н. В. Верещагиным [1], а случай сте-
пени 5 — Халавой и др. [11]).

Что касается утверждений о трудности, то наилучшим известным в
настоящее время результатом является NP-трудность проблемы Сколе-
ма [8].

ЛРП называется неотрицательной, если все её члены неотрицатель-
ны. Проверка неотрицательности ЛРП называется проблемой неотрица-

тельности. Эта задача не проще проблемы Сколема. Точный смысл это-
го утверждения состоит в том, что проблема Сколема сводится по Тью-
рингу к проблеме неотрицательности (см. ниже доказательство утвер-
ждения 6).

В статье используются стандартные для теории алгоритмов и теории
сложности понятия: сводимость по Тьюрингу, m-сводимость, полиноми-
альная сводимость. В частности, сводимость по Тьюрингу означает, что
сводящий алгоритм может обращаться к оракулу, дающему ответ для
задачи, к которой строится сводимость (подробнее см. [2, 3]).

Известна разрешимость проблемы неотрицательности для ЛРП сте-
пени 6 3 [12].

Подробнее связи между задачами описания орбит и задачами о ЛРП
изложены в разд. 2. Материал этого раздела в основном не нов и приво-
дится для замкнутости изложения и для того, чтобы ввести необходимую
в дальнейшем терминологию.
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В разд. 1 мы напоминаем основные факты о ЛРП. Кроме того, этот
раздел содержит результат, который должен быть известен, но мы не
обнаружили его в литературе∗. Он состоит в том (теорема 1), что лю-
бая ЛРП есть разность двух производящих функций регулярных язы-
ков. (Необходимые сведения из теории регулярных языков и конечных
автоматов можно найти в книгах [6, 7].) Технически нам более полезна
модификация этого результата — теорема 3 из разд. 4.

Основным новым результатом данной работы является установление
связи между задачей о протыкании камеры орбитой линейного отоб-
ражения и задачами проверки свойств регулярных языков. Свойство,
проверка которого оказывается алгоритмически эквивалентной задаче о
протыкании, состоит в том, что регулярный язык содержит хотя бы одно
слово из специального множества слов. Мы называем это множество пе-

рестановочным фильтром. Неформально говоря, каждое слово из пере-
становочного фильтра задаёт перестановку на множестве всех двоичных
слов некоторой длины n. Точное определение см. ниже в разд. 3.

Обозначаем перестановочный фильтр через PB, а соответствующую
задачу проверки свойства регулярного языка называем задачей PB-реа-

лизуемости (см. разд. 3).
Доказательство алгоритмической эквивалентности задачи PB-реали-

зуемости и задачи о протыкании камеры (теорема 2 из разд. 3) оказыва-
ется довольно длинным.

В одну сторону удаётся построить полиномиальную сводимость за-
дачи о протыкании к задаче PB-реализуемости. Построению этой своди-
мости посвящён разд. 4. Эта сводимость опирается на уже упомянутую
теорему 3.

Следствием этой сводимости, представляющим самостоятельный ин-
терес, является теорема 4, которая утверждает, что задача PB-реализуе-
мости NP-трудна.

При сводимости в другую сторону — задачи PB-реализуемости к зада-
че о протыкании — возникает дополнительная трудность. Естественная
конструкция, описанная в п. 5.1, даёт сводимость задачи PB-реализуе-
мости к задаче о протыкании сдвига целочисленного конуса, заданного
образующими. Свести эту задачу к задаче о протыкании сдвига рацио-
нального конуса оказывается непросто. Построение этой сводимости опи-
сано в п. 5.2. В качестве промежуточного шага мы строим такую своди-

∗Пока статья готовилась к печати, мы узнали от проф. Дж. Шаллита, что этот
факт приводится в книге [13], см. следствие 8.2. Авторы благодарны проф. Дж. Шал-
литу.
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мость для случая симплициального конуса, образующие которого линей-
но независимы. Общий случай сводится к симплициальному с помощью
представления произвольного целочисленного конуса как объединения
конечного множества и конечного набора сдвигов симплициальных цело-
численных конусов (теорема 6). Этот результат имеет самостоятельный
интерес и может рассматриваться как новый целочисленный вариант
теоремы Каратеодори (более непосредственный целочисленный вариант
теоремы Каратеодори активно изучается, см., например, [9, 10]; он имеет
важные приложения в комбинаторной оптимизации).

1. Алгебраические и комбинаторные свойства ЛРП

ЛРП обладают многими замечательными алгебраическими и комби-
наторными свойствами. Приведём те из них, которые понадобятся в даль-
нейшем. Об этих и других свойствах ЛРП см. [5, 7, 11].

1. Если A — линейный оператор на пространстве V , x, y ∈ V , h —
линейный функционал на V , то производящая функция

fA,x,y(t) =
∑

r>0

h(Akx − y)tr (2)

рациональна.
2. Коэффициенты ряда Тейлора любой рациональной функции обра-

зуют ЛРП, и производящая функция любой ЛРП рациональна.
3. Множество ЛРП замкнуто относительно почленных операций сло-

жения и умножения (т. е. адамарова произведения последовательностей).
Во введении мы сформулировали проблему Сколема в стандартном

виде — для целочисленных последовательностей. Если нас интересуют
знаки членов последовательности, то разницы между целочисленными
и рациональными ЛРП нет.

Действительно, пусть (1) имеет рациональные коэффициенты и на-
чальные данные. Обозначим через N наименьшее общее кратное знаме-
нателей всех этих чисел. Построим целочисленную ЛРП

yn =





d∑
i=1

N iaiyn−i при n > d,

yn = Nn+1bn при 1 6 n 6 d,

(3)

Утверждение 1. Для всех n выполнено Nn+1xn = yn.

Доказательство. Для 1 6 n 6 d утверждение следует из опреде-
ления (3).
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Для n > d утверждение леммы проверяется по индукции. Предпо-
лагая, что оно выполнено для всех n < k, получаем для k следующую
цепочку равенств:

yk =
d∑

i=1

N iaiyk−i =
d∑

i=1

N iai(xk−iN
k−i+1) =

d∑

i=1

Nk+1aixk−i = Nk+1xk,

из которой следует выполнение утверждения леммы при n = k. Утвер-
ждение 1 доказано.

Замечание 1. НОК строится за полиномиальное от длины записи
чисел время с использованием алгоритма Евклида и равенства

НОК(x, y) =
xy

НОД(x, y)
.

Поэтому указанная в утверждении 1 последовательность yn строится по
последовательности xn за полиномиальное время.

Некоторые ЛРП являются решением перечислительных комбинатор-
ных задач и потому неотрицательны. Таковы, например, N-рациональные
последовательности, которые совпадают с производящими функциями
для регулярных языков [7]. Будем называть N-рациональные последова-
тельности регулярными.

Более точно, детерминированный автомат A в алфавите Σ определя-
ет ЛРП sn, где

sn(A) = #{w | A(w) ∧ |w| = n}. (4)

Последовательности вида (4) и будем называть регулярными.
Общая ЛРП не является регулярной хотя бы потому, что все авто-

матные последовательности неотрицательны. Однако имеет место сле-
дующая

Теорема 1 [13, следствие 8.2]. Любая ЛРП является разностью двух
регулярных последовательностей.

По набору целых чисел a1, . . . , ad, b1, . . . , bd построим алфавит P сле-
дующим образом:

P =
d⋃

i=1

Ai

d⋃

j=1

Bj , |Ai| = |ai|, |Bj | = |bj |,

Ai ∩ Aj = Bi ∩ Bj = ∅ (при i 6= j), Ai ∩ Bj = ∅.
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Символ из Ai или Bj будем называть положительным, если ai > 0
(соответственно bj > 0), и отрицательным, если ai < 0 (соответственно
bj < 0). Введём также функцию длины на алфавите P:

ℓ(x) =

{
i, x ∈ Ai,

j, x ∈ Bj .

Определение 1. Каноническим назовём слово вида

βℓ(β)α
ℓ(α1)
1 α

ℓ(α2)
2 . . . α

ℓ(αk)
k , где k > 0, (5)

β ∈
⋃
j

Bj , αi ∈
⋃
i

Ai, причём в случае k > 0 выполняется неравенство

ℓ(β) + ℓ(α1) > d. Если среди символов β, α1, . . . , αk содержится чётное
число отрицательных символов, то слово будем считать положитель-

ным, в противном случае — отрицательным.

Утверждение 2. Количество положительных (отрицательных) ка-
нонических слов длины n — регулярная последовательность.

Это утверждение очевидно вытекает из определения, поскольку (5)
легко переписывается в виде регулярного выражения, а подсчёт чётности
числа положительных (отрицательных) символов среди β, α1, . . . , αk мо-
жет быть выполнен конечным автоматом.

Утверждение 3. Пусть последовательность xn задана соотношени-
ями (1) для целых ai, bj . Тогда xn равно разности количества положи-
тельных и отрицательных канонических слов длины n, построенных по
числам ai, bj .

Доказательство. Обозначим через pk (nk) число положительных
(отрицательных) канонических слов. Равенство

xk = pk − nk (6)

будем доказывать по индукции.
Для 1 6 k 6 d (6) следует из определения.
Пусть (6) доказано для k < N . Имеем цепочку равенств

xN =
d∑

i=1

aixN−i =
d∑

i=1

ai(pN−i − nN−i)

=
( ∑

i:ai>0

aipN−i +
∑

i:ai<0

(−ai)nN−i

)
−

( ∑

i:ai>0

ainN−i +
∑

i:ai<0

(−ai)pN−i

)

= pN − nN .
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Здесь первое равенство — определение ЛРП (1), второе — предположе-
ние индукции, а последнее следует из определения канонического слова.
Утверждение 3 доказано.

Теорема 1 следует из утверждения 3.

2. Орбиты линейных отображений и ЛРП

В этом разделе дадим точную формулировку задач описания орби-
ты линейного отображения, введём родственную задачу о протыкании
камеры и установим связь между этими задачами и задачами о ЛРП.

Пусть дан набор h1, . . . , hm линейных (необязательно однородных)
функций на координатном пространстве Qd. Наборы знаков этих функ-
ций определяют разбиение пространства Qd на камеры. Более точно,
пусть s ∈ {±1, 0}m. Тогда камера Hs — это множество

{x ∈ Qd | sign(hi(x)) = si для 1 6 i 6 m},

где sign(t) — стандартная функция знака:

sign(t) =





1 при t > 0,

0 при t = 0,

−1 при t < 0.

Задача описания орбиты (ЗОО). Даны матрица Φ порядка d, век-
тор x0 размерности d, множество линейных функций h1, . . . , hm от d пе-
ременных и набор знаковых векторов s1, . . . , sr ∈ {±1, 0}m.

Требуется проверить, что любая точка орбиты OrbΦ x0 лежит в объ-
единении камер Hs1 , . . . , Hsr .

Задача о протыкании камеры (ЗПК). Даны матрица Φ порядка d,
вектор x0 размерности d, множество линейных функций h1, . . . , hm от d
переменных и знаковый вектор s.

Требуется проверить, что орбита OrbΦ x0 пересекает камеру Hs.

Утверждение 4. ЗПК сводима по Тьюрингу к ЗОО, и наоборот.

Доказательство. Чтобы свести ЗПК к ЗОО возьмём дополнение
в множестве {±1, 0}m к знаковому вектору камеры, заданной в ЗПК.
Остальные данные для ЗОО сохраним те же, что и в ЗПК. Ясно, что
ответ в построенной задаче ЗОО противоположен ответу в исходной за-
даче ЗПК: орбита не протыкает камеру тогда и только тогда, когда она
целиком лежит в дополнении к этой камере.
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В обратную сторону рассуждаем аналогично. Для каждой камеры,
не входящей в заданный набор камер, решаем задачу ЗПК. Если отве-
ты во всех этих задачах негативные, то это означает, что орбита лежит
в объединении камер из заданного набора, так что ответ в ЗОО пози-
тивный. Если же хотя бы один из ответов в построенном наборе ЗПК
позитивный, то ответ в ЗОО негативный. Утверждение 4 доказано.

Теперь укажем связь между проблемами Сколема, неотрицательно-
сти и приведёнными выше задачами.

Утверждение 5. Проблема неотрицательности эквивалентна ЗОО с
одной линейной функцией и нестрогим неравенством (камеры H0, H+1).

Проблема Сколема эквивалентна ЗПК с одной линейной функцией и
равенством (камера H0).

Доказательство. С ЛРП (1) свяжем линейный оператор A, дей-
ствующий на d-мерном координатном пространстве. Матрица этого опе-
ратора имеет вид

A =




a1 a2 . . . ad−1 ad

1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0




. (7)

Легко проверить по индукции, что

Ak(bd, . . . , b1)
T = (xk+d, xk+d−1, . . . , xk+1)

T .

Поэтому проблема Сколема для ЛРП (1) сводится к ЗПК, в которой
Φ = A, x0 = (bd, . . . , b1)

T , h1 = xd и камера H0.
Аналогично, проблема неотрицательности сводится к ЗОО с теми же

данными и набором камер H0, H+1.
Доказательство обратной сводимости опирается на стандартные фак-

ты о ЛРП, которые приведены в разд. 1. Действительно, производящая
функция

∑
n

h(Anx0)t
n рациональна. Следовательно, последовательность

h(Anx0) является ЛРП, откуда получаем сводимость. Утверждение 5 до-
казано.

В настоящее время неизвестна сводимость общих задач описания ор-
биты и протыкания камеры к проблеме неотрицательности и проблеме
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Сколема соответственно. Однако можно указать несколько случаев, ко-
гда такая сводимость имеет место.

Задача о протыкании объединения подпространств (ЗПП).
Даны матрица Φ порядка d, вектор x0 размерности d, множество ли-
нейных функций hjk от d переменных, 1 6 j 6 m, 1 6 k 6 rj .

Требуется проверить, что орбита OrbΦ x0 пересекает камеру, которая
является объединением аффинных подпространств:

m⋃

j=1

{x | hj1(x) = hj2(x) = · · · = hjrj
(x) = 0}.

Лемма 1. ЗПП сводится к проблеме Сколема.

Доказательство. Из указанных в разд. 1 фактов следует, что по-
следовательности ϕn(j, k) = hjk(Φ

nx0) являются ЛРП. Но тогда после-
довательность

ϕn =
m∏

j=0

sj∑

k=1

ϕn(j, k)2

также является ЛРП в силу замкнутости множества ЛРП относительно
почленного сложения и умножения.

Заметим, что представление последовательности ϕn в виде (1) стро-
ится алгоритмически по данным ЗПП.

А так как ϕn = 0 тогда и только тогда, когда для некоторого j вы-
полняется

ϕn(j, 1) = ϕn(j, 2) = · · · = ϕn(j, sj) = 0,

мы получили сводимость задачи ЗПП к проблеме Сколема. Лемма 1 до-
казана.

Замечание 2. В доказательстве леммы 1 построена m-сводимость.
Однако она не является полиномиальной: степень последовательности ϕ
может оказаться экспоненциально большой по сравнению с размерно-
стью пространства.

Впрочем, можно заметить, что ответ в общей ЗПП является дизъ-
юнкцией ответов в наборе задач о протыкании одного подпространства.
Для этого частного случая описанная выше сводимость полиномиальна.
ЗПП может быть решена за полиномиальное время с оракулом проблемы
Сколема. Другими словами, ЗПП полиномиально сводится к проблеме
Сколема по Тьюрингу.

Известная теорема Сколема — Леха — Малера [7, 11, 13] утверждает,
что множество нулей ЛРП является объединением конечного множества
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и конечного числа арифметических прогрессий. Из доказательства лем-
мы 1 легко извлечь аналогичное следствие для задачи о протыкании
объединения подпространств.

Следствие (теорема Сколема — Леха — Малера для задачи о проты-
кании). Множество тех k, для которых Φkx0 принадлежит объединению
подпространств V1, . . . , Vm, является объединением конечного множества
и конечного числа арифметических прогрессий.

Задача об описании полиэдром (ЗОП). Это частный случай ЗОО,
когда набор камер состоит ровно из одной замкнутой камеры (т. е. все
неравенства нестрогие).

Лемма 2. ЗОП сводится к проблеме неотрицательности.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что
камера в ЗОП задаётся знаковым вектором (+1, . . . ,+1) (внутренность
полиэдра) и векторами, в которых часть единиц заменена нулями (грани
полиэдра). Действительно, переменой знака линейной функции можно
убрать из знакового вектора все отрицательные компоненты. А нулевые
компоненты убираются после проверки того, что орбита лежит в (аф-
финном) подпространстве, которое является решением соответствующей
системы уравнений. Последняя задача алгоритмически разрешима, так
как аффинная оболочка орбиты совпадает с аффинной оболочкой пер-
вых d + 1 элементов орбиты.

Из последовательностей ϕn(j) = hj(Φ
nx0) составим одну последо-

вательность ϕn, размещая члены последовательности ϕn(j) на местах,
индексы которых дают остаток j по модулю m. Полученная последо-
вательность является ЛРП. Действительно, обозначим производящую
функцию для ϕn(j) через fj(t), а производящую функцию для ϕn —
через f(t). Тогда функция

f(t) =
m∑

j=1

tjfj(t
m)

рациональна как сумма рациональных функций. Лемма 2 доказана.

Проблема Сколема — самая слабая из рассмотренных нами задач.
Легко заметить, что для её разрешимости достаточно перечислимости
множества неотрицательных ЛРП или позитивных случаев ЗОП (по-
скольку в лемме 2 фактически построена m-сводимость).

Утверждение 6. Если множество неотрицательных ЛРП перечис-
лимо, то проблема Сколема разрешима.
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Доказательство. Если xn — ЛРП, то и x2
n −1 тоже является ЛРП,

так как множество ЛРП замкнуто относительно почленного (адамарова)
произведения и взятия сумм/разностей, см. разд. 1.

Но x2
n − 1 неотрицательна тогда и только тогда, когда xn 6= 0 для

всех n.
Далее применяем теорему Поста [2].
Перечисляя все неотрицательные последовательности и сравнивая их

с x2
n−1, а также параллельно перечисляя все последовательности, прини-

мающие значение 0, мы рано или поздно обнаружим данную последова-
тельность либо в одном, либо в другом списке. Утверждение 6 доказано.

3. ЗПК и регулярные языки

Установим связь между проблемой Сколема и свойствами регуляр-
ных языков. Более точно, рассмотрим алгоритмические задачи регуляр-

ной реализуемости: существует ли в данном регулярном языке слово,
удовлетворяющее некоторому заданному свойству.

Технически задачу регулярной реализуемости удобнее задать так.
Пусть L — язык в конечном алфавите Σ. Входом задачи L-реализуемости
является описание некоторого регулярного языка R в алфавите Σ. По
этому описанию необходимо проверить непустоту пересечения L ∩ R.

Замечание 3. В зависимости от способа задания регулярного языка
получаем разные, вообще говоря, варианты задачи L-реализуемости. Мы
принимаем в качестве основного способа задания языка описание полно-
го детерминированного автомата, принимающего этот язык. Разумеется,
это уточнение несущественно, когда речь идёт лишь об алгоритмической
разрешимости, и становится важным при анализе вычислительной слож-
ности разрешимых задач.

Определим перестановочный фильтр PB как множество слов в алфа-
вите {#, 0, 1} вида #w1#w2# . . . wN#, где N = 2n для некоторого n > 1,
а множество слов wi совпадает с множеством двоичных слов длины n.

Неформально говоря, каждое слово из языка PB задаёт перестановку
на множестве всех двоичных слов некоторой длины n.

Теорема 2. Задача PB-реализуемости и ЗПК взаимно сводятся по
Тьюрингу.

Две указаные в теореме 2 сводимости имеют существенно разную
сложность.

В следующем разделе мы построим полиномиальную сводимость ЗПК
к задаче PB-реализуемости. Отсюда, как следствие, получается NP-труд-
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ность задачи PB-реализуемости. Действительно, из утверждения 5 сле-
дует, что проблема Сколема полиномиально сводится к ЗПК, а проблема
Сколема NP-трудна [8].

В разд. 5 построим сводимость в обратную сторону. Однако эта сво-
димость требует сверхэкспоненциального времени.

4. Полиномиальная сводимость ЗПК к задаче
PB-реализуемости

Общее описание сводимости таково: по каждому неравенству (или ра-
венству), задающему камеру, и линейному отображению строится ЛРП,
задающая последовательность коэффициентов степенного ряда (2). Она,
точнее, связанная с нею по утверждению 1 целочисленная последова-
тельность (3), может быть представлена как разность двух регулярных
ЛРП по теореме 1. Однако для построения полиномиальной сводимо-
сти этого недостаточно, и мы представим данную последовательность
как разность значений двух регулярных последовательностей на некото-
рой арифметической прогрессии их номеров, что уже можно сделать за
полиномиальное время. Затем строится специальный автомат, который
по некоторому, предположительно перестановочному, слову сравнивает
количество слов в двух регулярных языках. Этого окажется достаточ-
ным для построения сводимости проблемы Сколема к задаче PB-реа-
лизуемости. Для завершения сводимости в общем случае потребуется
еще конструкция, объединяющая несколько таких автоматов в один.

Теперь приступим к реализации этого плана.
Прежде всего нужно проверить, что если все компоненты квадратной

матрицы A порядка d, вектора x0 и линейной функции h рациональны,
то существует полиномиальный алгоритм, который находит коэффици-
енты ЛРП для последовательности h(Anx0). Действительно, степень та-
кой ЛРП не превосходит порядка матрицы. Значит, коэффициенты ЛРП
и начальные данные находятся из решения системы линейных уравнений
относительно первых 2d членов последовательности.

Далее рассматриваем только ЛРП с целочисленными коэффициента-
ми и начальными данными, что в силу утверждения 1 не ограничивает
общности, так как нас интересует только функция знака от h(Anx0) (на-
помним, что функция h не обязательно однородная).

Покажем, что любая ЛРП может быть представлена как сумма ве-
сов маршрутов длины n по некоторому графу, начало и конец которых
фиксированы. Вес маршрута определяется так: на рёбрах графа заданы
целочисленные веса c : E → Z, вес маршрута — произведение весов вхо-



32 М. Н. Вялый, С. П. Тарасов32 М. Н. Вялый, С. П. Тарасов32 М. Н. Вялый, С. П. Тарасов

дящих в него рёбер. Заметим, что мы рассматриваем ориентированные
графы, в которых допустимы петли и параллельные рёбра.

Лемма 3. Существует полиномиальный алгоритм, который по ЛРП
xn с целочисленными коэффициентами и начальными данными строит
такой взвешенный граф Gx с двумя отмеченными вершинами u, v, что
сумма весов маршрутов длины n между u и v равна xn для любого n > 1.

Доказательство. Рассмотрим ЛРП вида (1) с целочисленными ко-
эффициентами и начальными данными. Построим по ней граф следую-
щим образом.

Между начальной u и конечной v вершинами проведём d вершинно
не пересекающихся путей P1, . . . , Pd таких, что длина пути Pi равна i.
Проведём также d вершинно не пересекающихся циклов C1, . . . , Cd, про-
ходящих через b. Длина цикла Ci также равна i. Циклы Ci не имеют
общих вершин с путями Pj за исключением вершины v.

Веса всех рёбер на путях и циклах полагаем равными 1, за исключе-
нием первых рёбер. Обозначим вес первого ребра пути Pi через pi, а вес
первого ребра цикла Ci через qi.

Вычислим сумму весов маршрутов длины n из u в v, которую обо-
значим через zn. Такая сумма выражается через суммы весов более ко-
ротких маршрутов. При n 6 d существуют маршруты по путям из u в v,
а при n > d любой маршрут длины n получается из более короткого
маршрута добавлением одного из циклов длины 1, . . . , d. Поэтому

zi =





pi +
i−1∑
j=1

qi−jzj при 1 6 i 6 d,

d∑
j=1

qjzn−j при n > d.

Чтобы добиться равенств zn = xn, необходимо положить qj = aj .
При 1 6 i 6 d должно выполняться zi = bi, поэтому

p1 = b1,

p2 = b2 − q1b1,

p3 = b3 − q1b2 − q2b1,

. . . .

Для завершения доказательства заметим, что все указанные вычис-
ления можно проделать за полиномиальное время. Лемма 3 доказана.

Для построения сводимости нам потребуется также представление
заданного положительного целого числа как числа путей между двумя
вершинами в графе.
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Лемма 4. Существует полиномиальный алгоритм, который по поло-
жительным целым числам n (в двоичной записи), k (в унарной записи)
при условии k > log2 n строит граф с начальной и конечной вершинами
u, v такой, что число путей из u в v длины k равно n.

Доказательство. Прежде всего для каждого k выберем такой граф
и такие его вершины, между которыми ровно 2k маршрутов. Подходит,
например, граф Lk, который получается из ориентированного пути дли-
ны k добавлением к каждому ребру параллельного ему ребра.

Теперь для каждого ненулевого разряда j в двоичной записи n до-
полним граф Lj путём длины k − j. Склеим все начальные вершины
полученных графов в вершину u, а все конечные — в вершину v. Ко-
личество путей из вершины u в вершину v в полученном графе равно
сумме 2j по графам Lj . По построению это число равно n.

Ясно, что описанный алгоритм может быть реализован за полиноми-
альное время. Лемма 4 доказана.

Используя представление ЛРП как суммы весов маршрутов в графе
и представление любого положительного числа как числа маршрутов в
графе, можно доказать следующий вариант теоремы 1.

Теорема 3. Существует полиномиальный алгоритм, который по
ЛРП xn с целочисленными коэффициентами и начальными данными
строит число ℓ и автоматы A и B в алфавите {0, 1} такие, что

xn = sℓn(A) − sℓn(B)

для любого n > 1. При этом число ℓ полиномиально ограничено длиной
записи данных ЛРП (коэффициентов и начальных данных).

Доказательство. Первый шаг описан в лемме 3. Получаем граф H.
Далее используем лемму 4 и заменяем граф H таким, у вершин которого
все полустепени исхода равны 2, а веса рёбер по модулю равны 1.

Опишем это преобразование более подробно. Полагаем ℓ = m + k,
где m > log2 max{|a1|, . . . , |ad|, |b1|, . . . , |bd|} и k > log2(2md). По лемме 4
построим для |ai|, |bi| графы Ai, Bi с нужным числом путей длины m
между начальной и конечной вершинами.

В графе H для всех i заменим первое ребро пути Pi на граф Bi так,
чтобы начальная вершина Bi совпадала с начальной вершиной ребра,
а конечная — с конечной вершиной ребра; аналогично заменим первое
ребро цикла Ci на граф Ai. Остальные рёбра заменим путями длины ℓ.

Заменим начальную и конечную вершины преобразованного графа H ′

(степени этих вершин не превосходят 2md) на корневые направленные
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двоичные деревья глубины k, листья которых соответствуют выходящим
из вершины рёбрам.

В построенном графе есть вершины с полустепенью исхода 1. Доба-
вим вспомогательную вершину f и рёбра из всех вершин с полустепенью
исхода 1 в f . Добавим также две петли в f , чтобы её полустепень исхода
также равнялась 2.

Веса рёбер полученного графа полагаем равными 1 за исключением
тех рёбер, которые выходят из листьев деревьев, вклеенных в начальную
(конечную) вершину. Таким рёбрам приписывается вес, который совпа-
дает со знаком ai (соответственно bi), где i — номер графа Ai (соответ-
ственно Bi), из которого взято данное ребро.

Обозначим полученный граф через G. Из построения ясно, что сумма
весов маршрутов из u в v длины ℓn равна xn.

Теперь построим автоматы A и B с множеством состояний {±1} ×
V (G). Разметим рёбра графа G числами 0 и 1 так, чтобы из каждой
вершины выходило ровно одно ребро с меткой 1 и ровно одно ребро с
меткой 0.

Опишем правила работы автомата A. Начальное состояние (+1, u),
принимающее состояние (+1, v). Из состояния (σ, w) автомат A перехо-
дит в состояние (σ, w′), если он читает символ α, а в графе G есть реб-
ро (w, w′) положительного веса, размеченное символом α. Из состояния
(σ, w) автомат A переходит в состояние (−σ, w′), если он читает сим-
вол α, а в графе G есть ребро (w, w′) отрицательного веса, размеченное
символом α.

Аналогично устроен автомат B. Но в этом случае принимающим со-
стоянием будет (−1, v).

Все описанные построения можно выполнить эффективно (за поли-
номиальное от длины входа время).

Заметим также, что по построению графа G все слова, принимаемые
автоматами A и B, имеют длину, кратную ℓ.

Кроме того, xn равно разности между количеством слов длины ℓn,
принимаемых автоматами A и B. Действительно, маршруты отрицатель-
ного веса отвечают словам, принимаемым автоматом B, а маршруты
положительного веса — словам, принимаемым автоматом A. Теорема 3
доказана.

Опишем полиномиальную сводимость проблемы Сколема к задаче
PB-реализуемости.

Из теоремы 3 следует, что достаточно указать такой полиномиаль-
ный по времени алгоритм, который по паре автоматов A, B в алфавите
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{0, 1} и числу ℓ, представленному в унарной записи, строит такой авто-
мат C, что L(C) ∩ PB 6= ∅ тогда и только тогда, когда для некоторого n
выполняется sℓn(A) = sℓn(B).

Идея построения состоит в том, что если sℓn(A) = sℓn(B), то для
удачной перестановки двоичных слов длины ℓn это свойство проверя-
ется автоматом: нужно расположить парами слова из симметрической
разности языков, принимаемых автоматами A, B. Ясно также, что та-
кое расположение возможно лишь при sℓn(A) = sℓn(B) (делимость длины
на ℓ будет проверяться отдельно).

Для реализации этой идеи нам нужен автомат C, который модели-
рует работу обоих автоматов A и B, а на каждом символе # проверяет
условия корректности.

Опишем этот автомат подробнее. Обозначим множества состояний
автоматов A и B через Q(A) и Q(B) соответственно. Множество состо-
яний автомата C состоит из множества Q(A) × Q(B) × [0, . . . , ℓ − 1] × S,
элементы множества S мы для наглядности обозначим словами

нет, да, возможно, B.

Начальным состоянием автомата C является четвёрка

(q(0, A), q(0, B), 0, возможно),

здесь q(0, A), q(0, B) обозначают начальные состояния автоматов A и B
соответственно.

Принимающими состояниями автомата C являются состояния с чет-
вёртой компонентой да.

Когда автомат C читает символ из множества {0, 1}, он изменяет
первые две компоненты своего состояния в соответствии с таблицами
переходов автоматов A и B, третью увеличивает на 1 по модулю ℓ, а
четвёртую не меняет.

Когда автомат C читает символ #, четвёртая компонента изменяется
по следующим правилам:

(i) если четвёртая компонента нет, то она не меняется;
(ii) если третья компонента не равна 0, то четвёртая компонента из-

меняется на нет;
(iii) если четвёртая компонента возможно, то она меняется на да;
(iv) если первая компонента не принадлежит множеству принимаю-

щих состояний A, а вторая компонента принадлежит множеству прини-
мающих состояний B, то четвёртая компонента B заменяется на да, а все
остальные — на нет;
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(v) если первая компонента принадлежит множеству принимающих
состояний A, а вторая компонента не принадлежит множеству принима-
ющих состояний B, то четвёртая компонента да заменяется на B, а все
остальные — на нет;

(vi) если обе первые компоненты одновременно принадлежат или не
принадлежат множествам принимающих состояний автоматов A и B, то
четвёртая компонента не меняется.

При чтении # первые две компоненты состояния автомата C изме-
няются на q(0, A), q(0, B) соответственно, а третья — на 0.

Из приведённого описания автомата можно заключить, что он при-
нимает лишь такие слова #w1#w2# . . . wN# из перестановочного филь-
тра, для которых выполняются условия: длина слов log2 N кратна ℓ,
слова из симметрической разности языков L(A) и L(B) разбиты на па-
ры так, что в последовательности wi вначале встречается элемент пары
из L(A) \L(B), а потом второй элемент пары из L(B) \L(A), причём все
слова между ними принадлежат дополнению к симметрической разно-
сти.

Но эти условия равносильны тому, что автоматы A и B принима-
ют одинаковое количество слов длины log2 N , которая кратна ℓ. Таким
образом, автомат C удовлетворяет требуемым свойствам.

Из доказанного в этом разделе и результатов [8] следует

Теорема 4. Задача PB-реализуемости NP-трудна.

Конструкцию автомата C легко модифицировать так, чтобы он при-
нимал слово из перестановочного фильтра при условии sℓn(A) < sℓn(B).
Условие корректности для этого случая будет иметь вид: если из после-
довательности wi удалить все слова из дополнения к симметрической
разности L(A) и L(B), то после каждого слова из L(A) \ L(B) следует
слово из L(B)\L(A) и после всех таких пар найдётся слово из L(B)\L(A).
Ясно, что такое условие регулярно и размер автомата, который его про-
веряет, не более чем в константу раз превосходит размер описанного вы-
ше автомата C. Четвёртые компоненты да и B нужно в данном случае
заменить множеством состояний автомата, принимающего регулярный
язык (01)∗1+.

Чтобы завершить построение сводимости ЗПК к задаче PB-реализуе-
мости, нужно построить автомат, который комбинирует проверку не-
скольких условий вида sℓn(A) = sℓn(B) или sℓn(A) < sℓn(B).

По неравенствам вида hi(Φ
nx0) < 0 (или равенствам hi(Φ

nx0) = 0),
задающим камеру, построим пары автоматов Ai, Bi и общее для всех
них число ℓ таким образом, что выполнение hi(Φ

nx0) < 0 (hi(Φ
nx0) = 0)
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равносильно выполнению sℓn(A) < sℓn(B) (sℓn(A) = sℓn(B)).
Новым здесь является то, что нужно выбрать число ℓ одинаковым

для всех пар автоматов. Этого легко добиться, поскольку условия на ℓ в
доказательстве теоремы 3 нежёсткие. Достаточно взять ℓ, которое боль-
ше утроенного максимума логарифмов данных всех ЛРП и их степеней.
Модификация конструкции из доказательства теоремы 3 очевидна —
нужно увеличить параметры k и m до ℓ/2, добавляя при необходимо-
сти пути к концевым вершинам деревьев и вспомогательных графов,
построенных по лемме 4.

По каждой паре Ai, Bi построим автомат Ci, который проверяет либо
неравенство sℓn(A) < sℓn(B), либо равенство sℓn(A) = sℓn(B).

Эти автоматы нужно объединить в один, который будет проверять
одновременное выполнение всех условий для некоторой длины ℓn.

Комбинированный автомат C принимает слово #w1#w2# . . . wN# из
перестановочного фильтра, удовлетворяющее следующим условиям:

(i) слово wi представляется в виде uivi, где префикс ui имеет длину
p = ⌈log2 m⌉ (m — количество линейных условий, задающих камеру), а
длина суффикса vi кратна ℓ;

(ii) префиксы ui образуют неубывающую последовательность в лек-
сикографическом порядке;

(iii) слово #vj# . . .#vj+k, составленное из суффиксов тех слов wi,
которые имеют общий префикс z, принимается автоматом Cr, где r по-
лучается из двоичной записи z прибавлением 1 (при r > m автомат Cr

не меняет полученный от предыдущего автомата ответ — это добавление
необходимо, так как m может не быть точной степенью 2).

Для реализации такого автомата нужно умножить множество состо-
яний каждого автомата Ci на счётчик Ki и последовательно соединить
полученные автоматы. Счётчик Ki проверяет, что первые p символов
двоичного слова wj в последовательности являются двоичной записью
числа i − 1 или i. В последнем случае он отдаёт управление следующе-
му автомату, скомбинированному из Ci+1 и счётчика Ki+1. При работе
счётчика состояния Ci не меняются. Когда счётчик прочитал p символов,
он останавливается (его состояние не изменяется), и начинает работать
автомат Ci.

Число состояний в автомате C можно оценить как O(Mm log m),
где M — максимальный размер автоматов Ci. Действительно, всего нуж-
но последовательно соединить 2p = O(m) композиций Ci и счётчиков,
причём каждый счётчик можно реализовать на O(p) = O(log m) состоя-
ниях.
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5. Сводимость задачи PB-реализуемости к ЗПК

Пусть имеется регулярный язык R в алфавите {0, 1, #}, принимае-
мый детерминированным автоматом с множеством состояний Q. Этот
автомат задаётся отображениями переходов f0, f1, f# множества Q в се-
бя, которые отвечают чтению соответствующего символа алфавита. Мы
покажем, как свести проверку R ∩ PB 6= ∅ к решению нескольких ЗПК.

Начнём с того, что выразим условие R ∩ PB 6= ∅ в терминах отобра-
жений f0, f1, f#. Будем использовать при этом обозначение

f(w) =
ℓ∏

i=1

fwℓ−i+1

для отображения на множестве состояний автомата, определяемого чте-
нием слова w = w1w2 . . . wℓ ∈ {0, 1}.

Обозначим через qs начальное состояние автомата, а через Qa — мно-
жество принимающих состояний. Поскольку мы строим сводимость по
Тьюрингу, достаточно рассмотреть условие попадания в одно из прини-
мающих состояний qf ∈ Qa. Это условие означает, что для некоторого
слова #w1#w2# . . . wN# ∈ PB (напомним, что N = 2n) выполняется

qf =

(
N−1∏

i=0

f#f(wN−i)

)
f#qs. (8)

Заметим, что для проверки этого условия не обязательно знать сло-
ва wi. Достаточно для каждого отображения g ∈ QQ вычислить количе-
ство #n(g) его представлений в виде f(w), w ∈ {0, 1}n. Тогда условие (8)
можно будет записать в виде

qf =

(
N−1∏

i=0

f#gi

)
f#qs, (9)

где каждое из отображений g ∈ QQ входит ровно #ng раз в последова-
тельность gi из произведения (9).

Теперь выразим числа #ng как компоненты векторов из орбиты неко-
торого линейного отображения.

Рассмотрим линейное пространство над Q с базисом, индексирован-
ным отображениями из QQ. Базисные вектора обозначим через e(f),
f ∈ QQ. Зададим линейное отображение Φ действием на базисных век-
торах:

Φe(f) = e(ff0) + e(ff1). (10)
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Уточним, что композицию отображений мы вычисляем справа налево,
как это обычно и делается для отображений.

Утверждение 7. Число #ng равно коэффициенту при e(g) в векторе
Φne(id), где id — тождественное отображение.

Доказательство. Индукция по n. Случай n = 0 очевиден. Если
утверждение выполняется для n = k − 1 > 0, то оно выполняется и
для n = k:

Φke(id) = Φ
∑

g∈QQ

#k−1ge(g) =
∑

w∈{0,1}k−1

Φe(f(w))

=
∑

w∈{0,1}k−1

(e(f(w)f0) + e(f(w)f1) =
∑

w∈{0,1}k−1

(e(f(w0)) + e(f(w1))

=
∑

w∈{0,1}k

e(f(w)) =
∑

g∈QQ

#kge(g).

Утверждение 7 доказано.

5.1. Задача о протыкании маршрутов. Утверждение 7 позволяет
свести проверку условия (9) к задаче о протыкании орбитой линейного
отображения множества маршрутов в графе.

Задача состоит в следующем. Заданы ориентированный граф Γ(V, E),
рёбра которого раскрашены в s цветов, две вершины a, b этого графа,
целочисленная матрица Φ порядка s и целочисленный вектор x0 размер-
ности s. Требуется узнать, существует ли такое n, что в графе Γ есть
такой маршрут τ длины n из вершины a в вершину b, что число рёбер
цвета i, входящих в маршрут τ , равно i-й компоненте вектора Φnx0. За-
метим, что в графе Γ допускаются петли и параллельные рёбра.

Для маршрута τ по графу Γ, рёбра которого раскрашены в цвета
1, 2, . . . , s, определим его вес w(τ) ∈ Zs как набор кратностей меток
вдоль этого маршрута:

w(τ) =
∑

i

νi(τ)ei,

где νi(τ) — число рёбер цвета i на маршруте τ .
В этих обозначениях требование задачи о протыкании маршрутов

записывается так:

w(τ) = Φnx0 для некоторого n и маршрута τ из a в b. (11)
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Лемма 5. Задача PB-реализуемости сводится по Тьюрингу к задаче
о протыкании маршрутов.

Доказательство леммы основано на следующей конструкции. Зафик-
сируем некоторое подмножество E = {g1, . . . , gm} ⊆ QQ отображений
конечного множества Q в себя. Композиции отображений из этого мно-
жества вместе с тождественным отображением образуют моноид G с си-
стемой образующих E, поэтому естественно возникает граф Кэли Γ этого
моноида. Вершинами графа Γ являются элементы G, а (направленные)
рёбра связывают h и gih. Заметим, что на рёбрах графа Кэли возникают
естественным образом метки, указывающие на образующую gi для этого
ребра. Граф Кэли моноида может иметь параллельные рёбра, поскольку
в данном случае возможны равенства gih = gjh при i 6= j.

Доказательство леммы 5. Построим полугруппу M01, порождён-
ную заданными в задаче PB-реализуемости отображениями f0, f1. Эта
полугруппа конечна и её можно охарактеризовать как наименьшее мно-
жество отображений из Q в Q, содержащее отображения f0, f1 и замкну-
тое относительно умножения на f0, f1.

Решение задачи PB-реализуемости будем получать из решений не-
скольких задач о протыкании маршрутов.

Каждая такая задача задаётся принимающим состоянием qf автома-
та, принимающего язык R из условия задачи PB-реализуемости, и таким
отображением h ∈ QQ, что h(f#(qs)) = qf . При этом h должно принад-
лежать моноиду M , который порождён тождественным отображением и
отображениями f#f , f ∈ M01. (Моноид M строится аналогично полу-
группе M01.)

Данные задачи о протыкании маршрутов таковы: граф — это граф
Кэли моноида M , цвета — множество E = {g | g = f#f, f ∈ M01},
начальная вершина — id, конечная — h, матрица Φ задаётся уравнени-
ем (10), вектор x0 равен e(id).

Если для одной из таких задач о протыкании маршрутов получен
положительный ответ, то в силу утверждения 7 выполняется условие (9)
и задача PB-реализуемости имеет положительное решение. Если же для
всех таких задач ответ отрицательный, то и задача PB-реализуемости
имеет отрицательное решение, что прямо вытекает из определения графа
Кэли моноида M и утверждения 7. Лемма 5 доказана.

Связь задачи о протыкании маршрутов с ЗПК основана на следую-
щей лемме, которая выражает веса маршрутов в виде конечного объеди-
нения сдвигов целочисленных конусов в Zs. Под целочисленным кону-
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сом N(v1, . . . , vr) мы понимаем множество векторов вида
r∑

i=1
aivi, ai > 0,

ai ∈ Z. (Обозначаем множество неотрицательных целых чисел через N.)

Лемма 6. Пусть a, b — вершины графа Γ. Тогда множество W (a, b)
весов маршрутов, начинающихся в a и заканчивающихся в b, является
конечным объединением сдвигов целочисленных конусов в Zs. Список
векторов сдвига и образующих этих конусов находится конструктивно.

Доказательство. Обозначим через T (S, a, b), S ⊆ E, множество тех
маршрутов в графе Γ, которые начинаются в вершине a, заканчиваются в
вершине b, проходят по рёбрам, которые образуют множество S, причём
длина маршрута не превосходит |S|2. Через W (S), S ⊆ E, обозначим
целочисленный конус в Zs, порождённый весами замкнутых простых по
рёбрам маршрутов, проходящих только по рёбрам из множества S.

В этих обозначениях

W (a, b) =
⋃

S⊆E

⋃

τ0∈T (S,a,b)

(w(τ0) + W (S)). (12)

Заметим, что разложение (12) даёт требуемое в условии леммы пред-
ставление, причём множество векторов сдвигов T (S, a, b) и конус W (S)
строятся алгоритмически.

Вес вида
w = w(τ0) +

∑

i

αiw(γi), где αi ∈ N,

а γi — замкнутые маршруты на множестве рёбер маршрута τ0, является
весом маршрута, который получается из τ0 вклейкой αi копий γi. Отсюда
следует включение ⊇ в (12).

Для проверки обратного включения разложим произвольный марш-
рут τ из a в b на маршруты указанного вида. Пусть рёбра маршрута τ
образуют множество S. Будем последовательно выделять из маршру-
та замкнутые подмаршруты и построим последовательность маршрутов
τ = τ1, τ2, . . . , τN . Если маршрут τn имеет вид

e1, e2, . . . ek, γn, ek+1, . . . , et

для некоторого замкнутого простого по рёбрам маршрута γn, причём
начальная e1, . . . , ek и конечная ek+1, . . . , et части маршрута дают в объ-
единении всё множество S, то полагаем

τn+1 = e1, e2, . . . ek, ek+1, . . . , et.
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Такие шаги повторяются до тех пор, пока это возможно.
Из построения ясно, что

w(τ) = w(τN ) +
N−1∑

i=1

w(γi) ∈ w(τN ) + W (S).

Для завершения доказательства достаточно проверить, что длина марш-
рута τN не превосходит |S|2.

Действительно, отметим на маршруте τN по одному ребру из мно-
жества S, начиная с первого ребра. Каждый из |S| промежутков между
отмеченными рёбрами имеет длину не более |S| − 1, так как в против-
ном случае из промежутка можно было бы выделить простой по рёбрам
замкнутый подмаршрут. Лемма 6 доказана.

Из леммы 6 следует, что проверка условия (11) распадается на ряд
проверок условий вида

Φnx0 ∈ v0 + W, (13)

где v0 — целочисленный s-мерный вектор, а W — целочисленный ко-
нус в Zs. Естественно назвать такую задачу целочисленной задачей о
протыкании конуса (ЦЗПК). В следующем подразделе мы покажем, что
целочисленная задача о протыкании сводится к ЗПК.

5.2. Целочисленная ЗПК. Сформулируем ЦЗПК более точно.
Пусть матрица Φ и векторы x0, v0 имеют целочисленные компоненты.

Целочисленный конус в Zs задан образующими v1, . . . , vr:

W =

{
x ∈ Zs | x = v0 +

r∑

i=1

λivi, где λi ∈ Z+, vi ∈ Zs

}
. (14)

Требуется проверить выполнение условия (13) при некотором n.
Основным результатом данного пункта является следующая теорема,

из которой непосредственно следует наш главный результат — теорема 2.

Теорема 5. ЦЗПК сводится к ЗПК по Тьюрингу.

Обозначим через WQ рациональный конус, порождённый в простран-
стве Qs векторами v1, . . . , vr. Этот конус может быть описан как полиэдр,
и построение системы линейных неравенств, задающих WQ, конструк-
тивно (см., например, [4, т. 1, §7.2]).

Однако попадание орбиты Φ в WQ не равносильно условию целочис-
ленного протыкания (13): в конусе WQ могут находиться целочисленные
точки, которые не принадлежат W .
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Начнём с анализа более лёгкого случая целочисленного симплици-
ального конуса, когда векторы vi линейно независимы. В этом случае
выполняется следующее простое

Утверждение 8. Если v1, . . . , vr линейно независимы, то условие
x =

∑
i

aivi, ai ∈ N, равносильно одновременному выполнению двух

условий:

x =
∑

i

bivi, bi ∈ Q+, x =
∑

i

civi, ci ∈ Z.

Доказательство. В одну сторону утверждение очевидно. В дру-
гую сторону нужно заметить, что из

∑
i

bivi =
∑
i

civi в силу линейной

независимости векторов vi следуют равенства bi = ci. Утверждение 8
доказано.

Условие x =
∑
i

civi, ci ∈ Z, означает, что вектор x принадлежит под-

группе G, порождённой векторами vi в группе Zs. Это условие также
является конъюнкцией двух условий, одно из которых формулируется
просто: вектор x принадлежит подпространству, порождённому векто-
рами vi в векторном пространстве Qs. Чтобы сформулировать второе
условие, расширим группу G до группы G̃, добавив к образующим vi

такой набор единичных векторов из координатного базиса в Zs, что си-
стема векторов, состоящая из vi и добавленных векторов ej , линейно
независима. Это возможно в силу линейной независимости векторов vi.

Утверждение 9. Вектор x принадлежит подгруппе G, порождённой
векторами vi в группе Zs тогда и только тогда, когда x принадлежит под-
пространству, порождённому векторами vi в векторном пространстве Qs,
и x принадлежит группе G̃.

Доказательство. В одну сторону утверждение очевидно. Теперь
предположим, что x ∈ G̃. По построению группы G̃ это означает, что

x = g +
∑

j

xjej ,

где g ∈ G, а ej — те единичные векторы, которые были добавлены
при построении группы G̃. Поскольку мы потребовали, чтобы vi и ej

были линейно независимы, из принадлежности x подпространству, по-
рождённому векторами vi в векторном пространстве Qs, следует, что все
xj равны 0, а вектор x принадлежит группе G. Утверждение 9 доказано.
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Утверждения 8 и 9 показывают, что условие принадлежности цело-
численной конической оболочке векторов vi равносильно одновременно-
му выполнению трёх условий, два из которых являются Q-линейными
условиями и означают принадлежность вектора конусу WQ, а третье со-
стоит в том, что вектор принадлежит некоторой подгруппе Zs полного
ранга (фактор-группа конечна). Проверка первых двух условий для ор-
биты линейного отображения является ЗПК, а третье условие выполня-
ется для хорошо описываемого множества показателей n.

Утверждение 10. Пусть G = 〈v1, . . . , vs〉 ⊆ Zs — подгруппа Zs ран-
га s, v0 — целочисленный вектор в Zs, а Φ — целочисленная матрица
порядка s.

Тогда множество

H = {n | Φnx0 ∈ v0 + G}

является конечным объединением арифметических прогрессий и конеч-
ного множества, причём существует алгоритм, который строит эти про-
грессии и множества по указанным выше данным.

Доказательство. Рассмотрим случай диагональной подгруппы,
матрица образующих которой имеет вид

D =




q1 0 . . . 0

0 q2 . . . 0

. . . . . . .

0 0 . . . qs




(столбцы матрицы являются образующими группы). Сдвиг такой под-
группы задаётся условиями

xi ≡ ξi (mod qi), 1 6 i 6 s. (15)

Обозначим через q наименьшее общее кратное qi. Вычисляя Φkx0 по
модулю q, выберем конечное множество арифметических прогрессий, от-
вечающих тем k, для которых выполняются условия (15). Кроме этих
арифметических прогрессий в множество H могут входить лишь те чис-
ла, которые меньше первых членов построенных арифметических про-
грессий. Это даёт дополнительное конечное множество, которое может
быть построено перебором всех указанных чисел.

Общий случай сводится к диагональному построением нормальной
формы Смита (см. [4, т. 1, §4.4]) для матрицы M образующих группы G.
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Нормальная форма Смита даёт для подгруппы полного ранга представ-
ление вида

M = UDV, (16)

где U , V — унимодулярные матрицы, а D — диагональная невырожден-
ная матрица. При этом матрица V отвечает элементарным преобразова-
ниям столбцов и потому задаёт некоторую новую систему образующих
ṽ1, . . . , ṽs группы G. Матрица U отвечает элементарным преобразова-
ниям строк и задаёт выражение базисных векторов ei исходного базиса
через новые базисные векторы ẽi:

(e1, . . . , es) = (ẽ1, . . . ẽs)U.

Уравнение (16) означает, что матрица образующих ṽi группы G в бази-
се ẽi диагональна.

Сводимость общего случая к диагональному завершается выражени-
ем матрицы Φ и векторов x0, v0 в базисе ẽi. Утверждение 10 доказано.

Лемма 7. ЦЗПК в случае линейно независимых векторов v1, . . . , vr

сводится к ЗПК.

Доказательство. Опишем алгоритм с ЗПК-оракулом, решающий
ЦЗПК в предположении линейной независимости векторов v1, . . . , vr.

Прежде всего найдём множество H из утверждения 10. Оно состоит
из конечного подмножества H0, для которого условие (13) проверяется
непосредственно, и конечного числа арифметических прогрессий.

Для каждой такой прогрессии n = n0 + Nk, k = 0, 1, . . . , построим
вектор x1 = Φn0 и матрицу Φ1 = ΦN . Используя оракул ЗПК, проверим
существование такого k, что Φk

1x1 − v0 принадлежит конусу WQ. Если
хотя бы одна из таких проверок даёт положительный ответ, то выдаём
положительный ответ для ЦЗПК. В противном случае выдаём отрица-
тельный ответ.

Проверим корректность изложенного алгоритма. Из утверждений 9
и 10 следует, что если все проверки дали отрицательный ответ, то орби-
та Φnx0 либо вообще не попадает в конус WQ, либо попадает в него при
таких n, что Φnx0 − v0 не лежит в группе G. Поэтому ответ в исходной
ЦЗПК отрицательный.

Если же одна из проверок дала положительный ответ, то фактически
найдено такое n, что Φnx0−v0 лежит в группе G и конусе WQ. Из утвер-
ждения 8 следует, что у исходной ЦЗПК ответ положительный. Лемма 7
доказана.
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Теперь вернёмся к анализу общего случая. Пусть WN = N(v1, . . . , vr) —
множество целочисленных линейных комбинаций vi с неотрицательными
коэффициентами (целочисленный конус с образующими vi). Наша цель
состоит в том, чтобы представить целочисленный конус WN как объеди-
нение конечного множества исключительных точек W0 и конечного на-
бора сдвигов целочисленных симплициальных конусов ui+N(vi1 , . . . , vit).
Для построения алгоритма решения ЦЗПК необходимо также, чтобы та-
кое представление было конструктивно.

Напомним, что по теореме Каратеодори (см. [4, т. 1, §7.7]) любой век-
тор из Q+(v1, . . . , vr) является неотрицательной линейной комбинацией
некоторых линейно независимых векторов из системы v1, . . . , vr.

Поскольку из r векторов в s-мерном пространстве можно составить
не более чем

(
r
s

)
систем линейно независимых векторов, указанное выше

представление достаточно найти для пересечений целочисленного кону-
са WN с рациональными симплициальными конусами, образующие кото-
рых выбираются из множества векторов v1, . . . , vr.

Рассмотрим один из таких конусов K и обозначим его образующие
через ṽ1, . . . , ṽt. Конус K содержит N(ṽ1, . . . , ṽt), но помимо этого может
содержать и другие целочисленные точки. Однако для конуса K суще-
ствует базис Гильберта — такой набор целочисленных векторов u1, . . . ,
um, что

K ∩ Zs = N(u1, . . . , um). (17)

В частности, уравнение (17) означает, что

K ∩ Zs =
m⋃

i=1

(
ui + N(ṽ1, . . . , ṽt)

)
.

Важно отметить, что базис Гильберта находится по конусу K кон-
структивно, поскольку он совпадает с множеством целочисленных точек
в политопе {λ1ṽ1 + λ2ṽ2 + · · ·+ λtṽt | 0 6 λi 6 1}. Некоторые из векторов
базиса Гильберта принадлежат подгруппе Zs, порождённой векторами vi

(т. е. целочисленной оболочке vi). Проверка принадлежности такой под-
группе сводится к решению системы линейных диофантовых уравнений
и потому конструктивна.

Рассмотрим один такой вектор u =
∑
i

bivi. Обозначим через B мак-

симум модулей bi. Тогда все точки из пересечения u + N(ṽ1, . . . , ṽt) и WN

принадлежат объединению конечного множества
{

x : x = u +
t∑

i=1

aiṽi, 0 6 ai 6 B

}
, (18)
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целочисленного конуса

u + (B + 1)
∑

i

ṽi + N(ṽ1, . . . , ṽt) (19)

и (B + 1)t множеств вида

(u + aṽi + Q+(ṽ1, ṽ2, . . . , ṽi−1, ṽi+1, . . . , ṽt)) ∩ WN,

0 6 a 6 B, 1 6 i 6 t, (20)

каждое из которых является пересечением исходного целочисленного
конуса WN и сдвига рационального симплициального конуса размерно-
сти t − 1.

Теперь можно описать алгоритм, который выражает пересечение це-
лочисленного конуса WN и сдвига некоторого рационального симпли-
циального конуса с образующими, которые взяты из числа образую-
щих WN, в виде объединения конечного множества W0 и конечного на-
бора сдвигов симплициальных целочисленных конусов.

Алгоритм рекурсивен. Применяя его к пересечению WN с t-мерным
рациональным симплициальным конусом K, находим базис Гильберта
для K. Для каждого вектора из базиса Гильберта, который принадле-
жит целочисленной оболочке векторов v1, . . . , vr, строим разложение на
множества (18)–(20).

Множество вида (18) добавляется к множеству исключительных то-
чек W0. Симплициальный целочисленный конус (19) включается в иско-
мый набор симплициальных целочисленных конусов. После этого при-
меняем алгоритм рекурсивно ко всем множествам (20).

Конечность рекурсии обеспечивается тем, что для конуса размерно-
сти 1 в указанном выше разложении нет множеств вида (20). Поэтому
дерево рекурсии имеет конечную глубину и конечное ветвление.

Итак, доказана следующая

Теорема 6. Целочисленный сдвиг целочисленного конуса

v0 + N(v1, . . . , vr)

представляется как объединение конечного множества и конечного на-
бора сдвигов симплициальных целочисленных конусов. Существует ал-
горитм, который по векторам v0, v1, . . . , vr строит указанное представле-
ние.

Из полученных результатов легко следует основной результат этого
пункта.
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Доказательство теоремы 5. Используя алгоритм из теоремы 6,
построим разложение камеры (14) на конечное множество исключитель-
ных точек и конечный набор сдвигов симплициальных целочисленных
конусов.

Для каждого из построенных симплициальных целочисленных кону-
сов проверим протыкание орбиты, применяя алгоритм с ЗПК-оракулом
из леммы 7.

Проверка протыкания орбитой точки (а значит, и конечного множе-
ства точек) также сводится к решению ЗПК, поскольку точка является
частным случаем камеры. Теорема 5 доказана.
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