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Аннотация. На основе исследования экстремальных ядровых ком-
плексов граней заданной размерности получены нижние оценки чис-
ла кратчайших комплексов граней в единичном n-мерном кубе. По-
казано, что число кратчайших комплексов k-мерных граней совпа-
дает по порядку логарифма с числом комплексов, состоящих из не
более 2n−1 различных граней размерности k, при 1 6 k 6 c · n и
c < 0.5. Отсюда вытекают аналогичные нижние оценки для макси-
мальных значений длины ядровых и числа кратчайших д.н.ф. буле-
вых функций.
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Введение

Задача минимизации булевых функций в классе дизъюнктивных нор-
мальных форм (д.н.ф.) [3, 6, 11] обычно рассматривается в двух эквива-
лентных моделях — аналитической и геометрической [14, с. 307]. Мно-
жество всех вершин куба Bn, которое совпадает с k-мерной гранью ку-
ба Bn, эквивалентно множеству вершин, на которых некоторая импли-
канта ранга n−k обращается в единицу. Множество вершин грани также
может быть представлено в виде

{
x̃ ∈ Bn | α̃ 6 x̃ 6 β̃

}
, где α̃ и β̃ — ми-

нимальная и максимальная вершины грани, при этом расстояние Хэм-
минга ρ

(
α̃, β̃

)
равно k. В таком представлении множество вершин грани

называется k-мерным интервалом в единичном кубе Bn.
Для произвольных вершин α̃, β̃ ∈ Bn через I

(
α̃, β̃

)
будем обозначать

наименьший интервал в Bn, содержащий одновременно вершины α̃ и β̃.
Отметим, что интервал I

(
α̃, β̃

)
совпадает с множеством вершин x̃ ∈ Bn,

для которых выполняется условие ρ
(
α̃, x̃

)
+ ρ

(
x̃, β̃

)
6 ρ

(
α̃, β̃

)
.

Комплекс граней M = {Ir, r = 1, . . . , l} покрывает множество вер-

шин NM =
l⋃

r=1
Ir ⊆ Bn. Комплексу граней M однозначно соответствует
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функция f ∈ Pn, для которой Nf = NM , и д.н.ф., состоящая из импли-
кант, однозначно определяемых гранями из M . Два комплекса граней
называются эквивалентными, если они покрывают одно и то же под-
множество вершин единичного куба Bn.

Комплекс граней M называется неприводимым, если после удаления
из него любой грани получается комплекс граней, не эквивалентный M ,
т. е. NM 6= NM\{I} для любой грани I ∈ M . В неприводимом комплек-
се M каждая грань I ∈ M содержит хотя бы одну вершину α̃, которая не
покрывается другими гранями из M . Такая вершина α̃ называется соб-
ственной вершиной грани I в комплексе M . Будем обозначать через CM

подмножество собственных вершин неприводимого комплекса M , кото-
рое содержит по одной произвольной (если их несколько) собственной
вершине для каждой грани из M . Таким образом, в неприводимом ком-
плексе M число граней равно |CM |.

Функционал, определённый на множестве всех комплексов граней
(д.н.ф.), является мерой сложности, если он удовлетворяет аксиомам
неотрицательности, монотонности относительно умножения, выпуклости
относительно сложения и инвариантности относительно изоморфизма
[14, с. 298]. Мера сложности, равная числу граней в комплексе M , на-
зывается длиной и обозначается через l (M). Кратчайшим называется
комплекс, имеющий минимальное число граней среди всех эквивалент-
ных комплексов граней. Мера сложности, равная сумме рангов граней в
комплексе M , называется сложностью и обозначается через L (M). Ми-
нимальным называется комплекс, имеющий минимальную сумму рангов
граней среди всех эквивалентных комплексов.

Используемые, но не определяемые в этой статье понятия и опреде-
ления можно найти в [3, 6, 14]. Через ⌊x⌋ (соответственно ⌈x⌉) обозначим
целую часть (соответственно верхнюю целую часть) числа x. Под log
всюду понимается логарифм по основанию 2. Константа cε всюду есть
сколь угодно малая положительная константа. Через o (1) обозначается
величина, стремящаяся к нулю при n → ∞.

Обозначим через Mn
l множество кратчайших комплексов граней, че-

рез Mn,k
l — множество кратчайших комплексов k-мерных граней и че-

рез Mn,k,m
l — множество кратчайших комплексов k-мерных граней дли-

ны m в единичном кубе Bn. Мощности этих множеств обозначим че-
рез Ml (n) =

∣∣Mn
l

∣∣, Ml (n, k) =
∣∣Mn,k

l

∣∣ и Ml (n, k, m) =
∣∣Mn,k,m

l

∣∣. Для
функции f ∈ Pn через µl (f) будем обозначать число кратчайших д.н.ф.
функции f и через µl (n) — максимальное значение этого параметра по
множеству функций Pn. В утверждениях, справедливых одновременно
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для кратчайших и минимальных д.н.ф., будем использовать обозначе-
ния без указания меры сложности, например, µ (n).

Верхняя оценка µ (n) 6 (22n
)
c·n·(1+o(1))

при n → ∞, где c = log 3
2 , по-

лучается из простых соображений, что длина неприводимого комплекса
граней не превосходит 2n , а число граней в кубе Bn равно 3n [3, с. 125].

Нижние оценки µ (n) последовательно улучшались рядом авторов.
Первый результат µ (n) > (n − 1)! = 2n·log n·(1−o(1)) получен С. В. Яблон-
ским [3, с. 123], т. е. показано, что µ (n) растёт при n → ∞ значительно
быстрее, чем 2n. Ю. И. Журавлёвым [5] получена оценка µ (n) > (22n

)
c
,

где 0 < c < 1. В [2] Ю. Л. Васильевым впервые показано, что значение
µ (n) может превосходить число функций от n переменных:

µ (n) > (22n

)
c·log n·(1−o(1))

или log µ (n) & c · log n · 2n, где c = 1/6, при n → ∞.
Для числа минимальных д.н.ф. у почти всех функций известна толь-

ко верхняя оценка

log µ (f) . log

(
s (f)

l (f)

)
∼ l (f) log

s (f)

l (f)
∼ cn · 2n при n → ∞,

которая является следствием оценок длин s (f) = 2nnlog log n(1−o(1)) со-
кращённой д.н.ф. и l (f) ∼ cn · 2n/log n log log n кратчайшей д.н.ф. для
почти всех функций [4, 7, 8, 10]. Известно, что 1 6 cn [9] и cn 6 1.5 [1] или
cn 6 h (n), где h (n) колеблется в зависимости от n между 1.38826 . . . и
1.54169 . . . [15]. Неизвестно никакой нетривиальной нижней оценки µ (f)
для почти всех функций.

Ю. Л. Васильевым [3, с. 126] получена нижняя оценка вида

log µ(n) & c ·
√

n · 2n,

где c = 1/
√

32π, при n → ∞. Функция, на которой достигается эта
оценка, построена с использованием симметрической функции в подкубе
Bn−2 ⊂ Bn и одномерных ядровых граней.

Исследование симметрических функций [3, с. 110] объяснялось суще-
ствованием гипотезы о достижимости значения µ (n) на классе симмет-
рических функций Sn ⊂ Pn. В [12] показано, что при n → ∞

log µ (n) > log max
f∈Sn

µ (f) ∼ n ·
(

n

⌊n/2⌋

)
∼

√
2/π ·

√
n · 2n.

Существенного улучшения нижней оценки µ (n) удалось добиться по-
сле отказа от построения и исследования свойств конкретных функций и
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переходу к построению множеств минимальных д.н.ф. n переменных. В
единичном кубе Bn общее число минимальных комплексов граней и мак-
симальное число минимальных комплексов граней, покрывающих опре-
делённое подмножество вершин куба, по порядку логарифма асимпто-
тически равны. Действительно, пусть M (n) =

∑
f∈Pn

µ (f) — число мини-

мальных (кратчайших) комплексов граней в Bn или д.н.ф. n перемен-
ных. Из имеющейся нижней оценки µ (n) вытекает, что 2n = o (log µ (n))
при n → ∞. Поэтому из очевидного соотношения

µ (n) 6 M (n) 6 µ (n) 22n

следует, что log µ (n) ∼ log M (n) при n → ∞.
В [13] предложен метод построения множества минимальных д.н.ф.

относительно класса мер сложности, удовлетворяющих усиленной аксио-
ме инвариантности относительно изоморфизма. Для мер сложности из
этого класса, в том числе для максимального числа кратчайших и ми-
нимальных д.н.ф. получена оценка вида

log µ (n) ∼ log M (n) & c · n · 2n,

где c =
(√

2 − 1
)2

/ (8e) > 0.2524 · 2−5, при n → ∞. Таким образом, полу-
чен порядок роста log µ (n) ≍ n · 2n.

Получение высокой нижней оценки для числа кратчайших (мини-
мальных) комплексов граней в единичном кубе связано с решением двух
проблем.

Во-первых, очевидно, что мощность подмножества неприводимых ком-
плексов граней в кубе Bn не превосходит 2o(n2n) при условии, что ли-
бо размерность всех граней есть o (n), либо число граней в комплексе
есть o (2n). Поэтому необходимым условием для возможности нижней
оценки числа кратчайших комплексов граней, по порядку логарифма,
равной n · 2n, является существование кратчайшего комплекса граней, в
котором c12

n граней имеют размерность не менее c2n, где c1, c2 — поло-
жительные константы.

Во-вторых, отсутствуют локальные критерии для обоснования ми-
нимальности комплекса граней. В случае тупиковых д.н.ф. свойство им-
пликанты входить или не входить в тупиковую д.н.ф. однозначно опреде-
ляется окрестностью второго порядка импликанты в д.н.ф., но не суще-
ствует локальных алгоритмов построения д.н.ф. типа «сумма минималь-
ных д.н.ф.» [6, с. 95]. Единственная известная ситуация, когда в общем
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случае по локальным критериям можно обосновать вхождение импли-
канты в минимальную д.н.ф., связана с понятием ядровых импликант
функции.

Для множества вершин Q ⊆ Bn любая грань I ⊆ Q называется до-
пустимой гранью. Допустимая грань I для множества вершин Q ⊆ Bn

называется максимальной, если не существует грани I ′ 6= I такой, что
I ⊂ I ′ ⊆ Q.

Определение 1. Грань I называется ядровой для множества вер-
шин Q ⊂ Bn, если она максимальна для Q и существует такая вер-
шина α̃ ∈ I, что α̃ не принадлежит никакой другой грани, максималь-
ной для Q. Вершины ядровой грани I, которые не покрываются никаки-
ми другими максимальными для Q гранями, называются собственными
вершинами ядровой грани I. Ядром Q называется множество всех яд-
ровых граней для Q ⊆ Bn. Число ядровых граней для Q ⊆ Bn будем
обозначать через c (Q).

Определение 2. Комплекс граней M = {Ir, r = 1, . . . , l} в кубе Bn,
называется ядровым, если любая грань комплекса M является ядровой
для подмножества вершин NM ⊂ Bn. Множество вершин, покрываемых
ядровым комплексом граней, называется ядровым множеством вершин
в единичном кубе Bn.

Легко видеть, что для множества вершин куба Q ⊂ Bn, с одной сто-
роны, ядровых граней может не быть, т. е. c (Q) = 0, а с другой стороны,
если Q является ядровым множеством вершин, то ядровой комплекс гра-
ней для Q является минимальным для любой меры сложности. При этом
ключевым свойством ядрового множества, обеспечивающим локальный
критерий обоснования вхождения ядровой грани в минимальный ком-
плекс, является отсутствие допустимых граней для ядрового множества,
содержащих собственные вершины различных ядровых граней.

Ядровые и кратчайшие комплексы граней являются неприводимыми,
но в кратчайшем комплексе граней допускаются не максимальные грани.
Тем самым по ядровому комплексу граней можно построить различные
кратчайшие комплексы граней. Для этого в комплекс граней включа-
ются для различных ядровых граней по одной допустимой грани мень-
шей размерности, содержащейся в ядровой грани и покрывающей хотя
бы одну собственную вершину этой ядровой грани. Любой такой ком-
плекс граней будет кратчайшим в силу отсутствия допустимых граней,
покрывающих собственные вершины граней в кратчайшем комплексе,
совпадающих с собственными вершинами ядровых граней.
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Для максимального числа ядровых граней множества вершин c (n)
в кубе Bn очевидная верхняя оценка c (n) 6 2n−1 вытекает из просто-
го факта, что не может быть пар соседних вершин среди собственных
вершин различных ядровых граней. При этом значение 2n−1 достига-
ется на линейной функции Nf = {x̃ ∈ Bn | x1 ⊕ . . . ⊕ xn = c (mod 2)} для
0-мерных ядровых граней. Следовательно, как и для максимального чис-
ла граней в кратчайшем комплексе, c (n) = 2n−1.

Для почти всех функций известно [4], что число ядровых граней не
превосходит

nlog log n·(1−o(1)) = 2log n·log log n·(1−o(1))

и размерность ядровых граней не превосходит

k 6 ⌈log log n + log log log n⌉
при n → ∞.

Для максимального числа k-мерных ядровых граней ck (n) в комплек-
се простые оценки можно получить, используя свойства класса монотон-
ных функций из Pn. Для монотонного множества каждая максимальная
грань является ядровой. Множество вершин монотонной и симметри-
ческой функции Sn

n−k,n имеет
(
n
k

)
ядровых граней размерности k, где

Sn
m−k,m = {x̃ ∈ Bn | m − k 6 ‖x̃‖ 6 m} для 0 6 k 6 m 6 n. Соответствен-

но Sn
0,k∪Sn

n−k,n будет ядровым множеством вершин при k 6 ⌊n/2⌋−1 для
комплекса, состоящего из 2

(
n
k

)
ядровых граней размерности k. Таким об-

разом, можно утверждать, что ck (n) > 2
(
n
k

)
и для k − ⌊n/2⌋ = o (

√
n)

нижняя оценка ck (n) имеет порядок 2n/
√

n при n → ∞.
В статье предлагаются методы построения ядровых и кратчайших

комплексов граней с экстремальными значениями характеристик, осно-
ванные на развитии идей, изложенных в [13]. Для 1 6 k 6 n

2 (1 − cε) до-
казывается существование ядровых комплексов k-мерных граней с чис-
лом граней порядка 2n, т. е. ck (n) ≍ 2n при n → ∞. С использованием
экстремальных ядровых комплексов граней заданной размерности полу-
чены нижние оценки числа кратчайших комплексов граней в единичном
n-мерном кубе. Показано, что число кратчайших комплексов k-мерных
граней совпадает по порядку логарифма с числом комплексов, состоя-
щих из не более чем 2n−1 различных граней размерности k. Для числа
кратчайших комплексов граней улучшена нижняя оценка:

log Ml (n) > c · n · 2n,

где c > 1.0614 · 2−5, при n → ∞. Аналогичные нижние оценки справед-
ливы для максимальных значений длины ядровых и числа кратчайших
д.н.ф. булевых функций.
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1. Описание конструкции

Определение 3. Для произвольного множества вершин Q ⊆ Bn под-
множество C ⊆ Q называется интервально независимым множеством
вершин для Q, если любой допустимый интервал для Q содержит не бо-
лее одной вершины из C, т. е. I (x̃, ỹ) * Q для любых двух вершин x̃ и ỹ
из C.

Для соседних вершин x̃, ỹ ∈ Q одномерный интервал I (x̃, ỹ) является
допустимым для множества Q. Поэтому, во-первых, для произвольного
множества Q ⊂ Bn интервально независимое множество вершин состоит
из изолированных вершин. Во-вторых, мощность интервально незави-
симого множества вершин для любого множества вершин куба Bn не
превосходит 2n−1.

Пусть подмножество C является интервально независимым множе-
ством вершин для множества Q ⊆ Bn и M — комплекс допустимых для Q
интервалов, который покрывает множество вершин C. Тогда l (M) > |C|
и понятие интервально независимого множества вершин для подмноже-
ства вершин единичного куба позволяет обосновать нижнюю оценку дли-
ны покрывающего его комплекса интервалов. Если в комплексе M нет
интервалов, которые не содержат вершин из множества C, и каждая вер-
шина из множества C содержится в одном интервале, то l(M) = |C| и M
является кратчайшим комплексом.

Очевидно, что для ядрового комплекса интервалов M множество соб-
ственных вершин CM , в которое входит по одной вершине для каждо-
го ядрового интервала, является интервально независимым множеством
вершин для множества NM .

Определение 4. Пусть A — произвольное подмножество вершин
куба Bn. Вершина x̃ ∈ Bn называется простой k-граничной вершиной
множества A, если ρ (A, x̃) = min

α̃∈A
ρ (α̃, x̃) > k и существует ровно од-

на вершина α̃ ∈ A такая, что ρ (α̃, x̃) = k. Подмножество A ⊂ Bn, от-
носительно которого рассматривается множество простых k-граничных
вершин, будем называть опорным подмножеством в единичном кубе Bn.
Множество простых k-граничных вершин множества A ⊂ Bn обозначим
через Gk (A).

Для множества простых k-граничных вершин подмножества A ⊂ Bn

определено однозначное отображение ϕ̃A,k | Gk (A) → A, которое каж-
дой вершине x̃ ∈ Gk (A) ставит в соответствие единственную верши-
ну ϕ̃A,k (x̃) ∈ A такую, что ρ (x̃, ϕ̃A,k (x̃)) = k. При этом для верши-
ны x̃ ∈ Gk (A) соседние вершины находятся от вершины ϕ̃A,k (x̃) либо
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на расстоянии k − 1 и содержатся в интервале I (x̃, ϕ̃A,k (x̃)), либо на
расстоянии k + 1 и не содержатся в интервале I (x̃, ϕ̃A,k (x̃)).

Будем говорить, что подмножество X ⊂ Bn состоит из изолирован-
ных вершин, если в подмножестве X нет пар соседних вершин, т. е. для
любых вершин x̃1, x̃2 ∈ X выполняется ρ (x̃1, x̃2) > 2.

Пусть множество G есть некоторое подмножество изолированных про-
стых k-граничных вершин опорного множества A ⊂ Bn. Определим ком-
плекс интервалов M = {Ij = I (x̃j , ϕ̃A,k (x̃j)) , j = 1, . . . , l}, где l = |G|,
следующим образом. Для каждой простой k-граничной вершины
x̃j ∈ G в комплекс включается единственный, однозначно определённый
k-мерный интервал, содержащий вершины x̃j ∈ G и ϕ̃A,k (x̃j) ∈ A. Тогда
справедлива

Лемма 1. Комплекс интервалов M является ядровым, при этом
каждая вершина x̃j ∈ G является собственной вершиной для покры-
вающего её k-мерного ядрового интервала Ij = I (x̃j , ϕ̃A,k (x̃j)).

Доказательство. Отметим, что по определению комплекса интер-
валов M для любой вершины x̃ ∈ NM существует покрывающий эту
вершину интервал Ij = I (x̃j , ϕ̃A,k (x̃j)) ∈ M , где x̃j ∈ G. Докажем, что
Bn

1 (x̃j) \ I (x̃j , ϕ̃A,k (x̃j)) ⊆ Bn \ NM для любой вершины x̃j ∈ G, где
Bn

1 (x̃j) — сфера Хэмминга радиуса 1 с центром в вершине x̃j . Другими
словами, соседние с x̃j ∈ G вершины, не покрывающиеся интервалом
I (x̃j , ϕ̃A,k (x̃j)), не могут покрываться никаким другим интервалом из
комплекса M и, следовательно, не входят в множество вершин NM .

Предположим противное, т. е. что некоторую вершину x̃ ∈ Bn
1 (x̃j) \

I(x̃j , ϕ̃A,k(x̃j)) покрывает интервал Is = I(x̃s, ϕ̃A,k(x̃s)), где x̃s ∈ G ⊆
Gk (A). При этом x̃ 6= x̃s, поскольку в подмножестве G нет соседних
вершин, а x̃s 6= x̃j , так как вершина x̃ интервалом Ij = I (x̃j , ϕ̃A,k (x̃j))
не покрывается. Тогда

ρ (x̃, ϕ̃A,k (x̃s)) < ρ (x̃s, ϕ̃A,k (x̃s)) = k,

т. е. ρ (x̃, ϕ̃A,k (x̃s)) 6 k − 1, и, следовательно,

ρ (x̃j , ϕ̃A,k (x̃s)) 6 ρ (x̃j , x̃) + ρ (x̃, ϕ̃A,k (x̃s)) 6 1 + (k − 1) = k.

Это противоречит определению простой k-граничной вершины, так как
для x̃j ∈ G существуют две вершины ϕ̃A,k (x̃j) и ϕ̃A,k (x̃s) из опорного
подмножества A на расстоянии не более k. Из этого следует, что лю-
бой допустимый интервал для NM , содержащий x̃j ∈ G, содержится
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в k-мерном интервале Ij = I (x̃j , ϕ̃A,k (x̃j)), который является единствен-
ным максимальным интервалом для множества NM , покрывающим вер-
шину x̃j . Лемма 1 доказана.

Конструкция, используемая для построения ядровых комплексов ин-
тервалов заданной размерности, основана на лемме 1. Комплекс интерва-
лов, построенный по подмножеству G ⊂ Gk (A) изолированных простых
k-граничных вершин для опорного множества A, является ядровым ком-
плексом, состоящим из |G| интервалов размерности k, при этом вершины
из множества G являются собственными для покрывающих их интерва-
лов. Поэтому задача построения ядрового комплекса k-мерных интерва-
лов в кубе Bn, в котором число интервалов имеет порядок 2n, сводится к
задаче построения опорного множества A, в котором число изолирован-
ных простых k-граничных вершин сравнимо с мощностью единичного
куба Bn.

Метод построения множества кратчайших комплексов k-мерных ин-
тервалов по произвольному ядровому комплексу k0-мерных интервалов,
где 1 6 k < k0, основан на сечении интервалов ядрового комплекса сфе-
рами радиуса k с центром в собственных вершинах ядровых интервалов.
В результате такого сечения для каждой собственной вершины получим
пучок из

(
k0

k

)
интервалов размерности k. Включая в комплекс интерва-

лов для каждой вершины из CM по одному интервалу из пучка k-мерных

интервалов, получим не менее
(
k0

k

)|CM |
кратчайших комплексов интерва-

лов из множества Mn,k
l . При |CM | >

⌢
2n это позволяет получить для

log Ml (n, k) нижнюю оценку порядка n · 2n при n → ∞, если k0 ≍ n и
k ∼ c · k0, где 0 < c < 1 .

Следовательно, существование ядрового комплекса интервалов, име-
ющего длину порядка 2n и размерность интервалов порядка n, является
достаточным условием для получения нижней оценки числа кратчайших
комплексов, по порядку логарифма равной n · 2n. Поэтому для получе-
ния высоких оценок числа кратчайших комплексов интервалов на основе
предлагаемого подхода ключевой задачей является построение опорного
множества вершин в кубе, для которого число изолированных простых
k-граничных вершин сравнимо с мощностью куба Bn.

2. Формулировка основных результатов

Теорема 1. Для 1 6 k < n
2 − η (n), где η (n) /

√
n → ∞ при n → ∞,

существует ядровой комплекс k-мерных интервалов M , построенный по
подмножеству изолированных простых k-граничных вершин G ⊂ Gk (A)
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для некоторого опорного множества A ⊂ Bn, такой, что

l (M) &
2n−1

e
· max

{
n − 2k

n − k
,
2 (k + 1) (n − 2k)

(n − k)2

}
∼ 2n−1

e
· ϕc

(
k

n

)
,

где ϕc(x) = 1−2x
1−x ·max

{
1, 2x

1−x

}
. При этом в комплексе M каждый интер-

вал содержит одну вершину из опорного подмножества A и одну вершину
из подмножества G, которая является собственной для покрывающего её
ядрового интервала.

Из теоремы 1 следует существование ядровых комплексов k-мерных
граней с числом граней порядка 2n для 1 6 k < n

2 · (1 − cε) при n → ∞:

если 1 6 k = o (n), то 2n−1

e . ck (n) 6 2n−1;

если k/n ∼ x, где 0 < x < 0.5, то 2n−1

e ϕc (x) . ck (n) 6 2n−1, где
0 < ϕc (x) < 1.

Нижние оценки для числа кратчайших комплексов получаются при
построении подмножества комплексов из множества Mn,k,m

l . Построение
выполняется по ядровому комплексу k0-мерных граней M максимальной
длины ck0 (n) и некоторому подмножеству собственных вершин C ⊆ CM

мощности m 6 ck0 (n). При этом log Ml (n, k, m) > m · log
(

k0
k

)
, если

1 6 k < k0 и m 6 ck0 (n). С использованием оценки максимальной длины
ядрового комплекса k0-мерных граней отсюда следует, что

log Ml (n, k) &
2n−1

e
· ϕc

(
k0

n

)
· log

(
k0

k

)

для 1 6 k < k0 < n
2 − η (n), где η (n) /

√
n → ∞ при n → ∞.

Пусть Dn,k (m) — число комплексов из не более чем m различных
граней размерности k в единичном кубе Bn.

Теорема 2. log Ml (n, k) ≍ log Dn,k

(
2n−1

)
для 1 6 k 6 n

2 (1 − cε) при
n → ∞. Если 1 6 k = o (n), то

2n−1

e
· k · log

n

k
. log Ml (n, k) . 2n−1 · k · log

n

k
,

причём для 1 6 k 6 no(1)

2n−1

e
· k · log n . log Ml (n, k) . 2n−1 · k · log n.

Если k ∼ x · n, где 0 < x < 0.5, то

n · 2n−5 · cmin (x) . log Ml (n, k) . n · 2n−5 · cmax (x) ,



О ядровых и кратчайших комплексах граней в единичном кубе 85О ядровых и кратчайших комплексах граней в единичном кубе 85О ядровых и кратчайших комплексах граней в единичном кубе 85

где cmin (x) = 25 · max
y|x<y<0.5

ψ (y) · H (x/y), cmax (x) = 24 · (H (x) − x),

ψ (t) = t
2eϕc (t) и H (t) = −t · log t − (1 − t) · log (1 − t).

Таким образом, для k-мерных граней при 1 6 k 6 n
2 (1 − cε) число

кратчайших комплексов и число всех комплексов из не более чем 2n−1

различных граней по порядку логарифма совпадают.
Для числа кратчайших комплексов граней в кубе Bn и соответствен-

но для максимального числа кратчайших д.н.ф. функции из Pn при оп-
тимальном выборе параметров получена оценка (теорема 3)

log µl (n) ∼ log Ml (n) > log Ml (n, k) > 1.0614 · n · 2n−5,

где k ≈ 0.191 · n, при n → ∞.

3. Оценки числа граней ядровых комплексов

Будем использовать следующие обозначения для подмножеств вер-
шин в единичном кубе Bn:

Bn
k (α̃) = {x̃ ∈ Bn | ρ (α̃, x̃) = k} — сфера радиуса k с центром в вер-

шине α̃;
Sn

k (α̃) = {x̃ ∈ Bn | ρ (α̃, x̃) 6 k} — шар радиуса k с центром в вер-
шине α̃;

Bn
k = Bn

k (0̃) = {x̃ ∈ Bn | ρ(0̃, x̃) = ‖x̃‖ = k} — k-й слой куба Bn.

Для числа вершин в подмножествах будем использовать обозначения:

bn
k =

∣∣Bn
k

∣∣ =
∣∣Bn

k (α̃)
∣∣ =

(
n
k

)
— число вершин в сфере радиуса k;

sn
k =

∣∣Sn
k (α̃)

∣∣ =
k∑

i=0

(
n
i

)
— число вершин в шаре радиуса k.

Докажем вспомогательные леммы 2–5, позволяющие получить оцен-
ку максимальной мощности подмножества изолированных простых
k-граничных вершин опорного множества в единичном кубе Bn.

Пусть An
t = {A | A ⊂ Bn, |A| = t} — множество всех подмножеств

из t различных вершин в единичном кубе Bn. Будем рассматривать
множество An

t как конечное пространство элементарных равновероят-
ных событий, при этом для любого A ∈ An

t вероятность P{A} равна∣∣An
t

∣∣−1
=

(
2n

t

)−1
.

Лемма 2. Если 1 6 k < n/2 и sn
k = o (2n), то при n → ∞

gk (n) = max
A⊂Bn

|Gk (A)| &
2n

e
· n − 2k

n − k
.
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Доказательство. Очевидно, что gk (n) > max
t>0

gk (n, t), где gk (n, t) —

средняя мощность множества Gk (A) для случайно выбранного опорного
множества A ∈ An

t . Пусть ξk (x̃, A) — индикаторная функция свойства
«вершина x̃ принадлежит Gk (A)». Тогда |Gk (A)| =

∑
x̃∈Bn

ξk (x̃, A) и

gk (n, t) =
∑

A∈An
t

P {A} |Gk (A)| =
∑

A∈An
t

P {A}
∑

x̃∈Bn

ξk (x̃, A)

=
∑

x̃∈Bn

∑

A∈An
t

P {A} ξk (x̃, A) =
∑

x̃∈Bn

P {x̃ ∈ Gk (A)}.

Для множества A мощности t вершина x̃ принадлежит Gk(A) тогда и
только тогда, когда

∣∣Bn
k (x̃)∩A

∣∣ = 1 и
∣∣(Bn \Sn

k (x̃)
)
∩A

∣∣ = t− 1. Поэтому
для любой вершины x̃ ∈ Bn, если t 6 2n − sn

k + 1, то имеем

P {x̃ ∈ Gk(A)} =
∣∣Bn

k (α̃)
∣∣ ·

(
2n −

∣∣Sn
k (α̃)

∣∣
t − 1

)
·P{A} = bn

k ·
(

2n − sn
k

t − 1

)
·
(

2n

t

)−1

и P {x̃ ∈ Gk (A)} = 0, если t > 2n − sn
k + 1. Тогда

gk (n, t) = 2n·bn
k ·

(
2n − sn

k

t − 1

)
·
(

2n

t

)−1

=
2n · t · bn

k

2n − sn
k − t + 1

·
(

2n − sn
k

t

)
·
(

2n

t

)−1

.

Используем для оценки gk (n, t) неравенство

(
m − p

q

)(
m

q

)−1

> exp

{
− p · q

m − q − p

}
, где m > q + p.

Тогда, обозначая zn,k (t) =
t·sn

k

2n−sn
k
−t , можем записать

gk (n, t) > 2n · t · bn
k

2n − sn
k − t + 1

· exp

{
− t · sn

k

2n − sn
k − t

}

= 2n · bn
k

sn
k

·
(

1 − 1

2n − sn
k − t + 1

)
· zn,k (t) · exp {−zn,k (t)} .

Так как max
x>0

x · e−x = e−1 достигается при x = 1, определим значе-

ние t0 из соотношения zn,k (t0) ∼ 1, т. е. положим t0 =
⌊

2n−sn
k

1+sn
k

⌋
. Для

1 6 k < n/2 и sn
k = o (2n) выполняется ограничение t0 6 2n − sn

k + 1 и
при n → ∞ справедливы соотношения t0 = o (2n), 1 − 1

2n−sn
k
−t0+1 ∼ 1,
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zn,k (t0) · exp {−zn,k (t0)} ∼ e−1 и, следовательно, gk (n, t0) & 2n

e · bn
k

sn
k
. При

1 6 k < n/2 справедливо неравенство

sn
k

bn
k

=

(
n

k

)−1 k∑

j=0

(
n

k − j

)
<

k∑

j=0

(
k

n − k

)j

<
n − k

n − 2k
.

Поэтому gk (n) > gk (n, t0) & 2n

e · n−2k
n−k при n → ∞. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Для 1 6 k < n
2 − η (n), где η (n) /

√
n → ∞ при n→∞, су-

ществует подмножество G изолированных простых k-граничных вершин
для некоторого опорного множества в кубе Bn такое, что

|G| &
2n−1

e
· n − 2k

n − k
.

Доказательство. Из условия 1 6 k < n
2 − η (n) и ограничения

на η (n) следует, что sn
k = o (2n) при n → ∞. Поэтому по лемме 2 су-

ществует опорное множество A ⊂ Bn такое, что |Gk (A)| & 2n

e · n−2k
n−k .

Рассмотрим подмножества G0 = Gk (A) ∩ Bn,0 и G1 = Gk (A) ∩ Bn,1,
где Bn,0 = {x̃ ∈ Bn | ‖x̃‖ mod 2 = 0} — подмножество вершин, принад-
лежащих чётным слоям Bn, и Bn,1 = {x̃ ∈ Bn | ‖x̃‖ mod 2 = 1} — под-
множество вершин, принадлежащих нечётным слоям куба Bn. Подмно-
жество G0 лежит в чётных слоях, а G1 — в нечётных слоях куба Bn,
поэтому каждое из этих подмножеств состоит из изолированных вер-
шин. Так как G0 ∩ G1 = ∅ и G0 ∪ G1 = Gk (A), то |G0| + |G1| = |Gk(A)|
и max{|G0|, |G1|} > 1

2 |Gk (A)|. Тогда если G является максимальным по
мощности подмножеством из G0 и G1, то

|G| >
1

2
|Gk (A)| &

2n−1

e
· n − 2k

n − k
.

Лемма 3 доказана.

Определим подмножество G+
k (A) ⊂ Gk (A) простых k-граничных вер-

шин опорного множества A, удовлетворяющих следующему условию:
вершина x̃ ∈ Gk (A) входит в G+

k (A) тогда и только тогда, когда

ρ (x̃, A \ {ϕ̃A,k (x̃)}) > k + 1.

Другими словами, для вершины x̃ ∈ G+
k (A) существует единственная

вершина ϕ̃A,k (x̃) ∈ A такая, что ρ (x̃, ϕ̃A,k (x̃)) = k, и для других вер-
шин α̃ ∈ A выполняется условие ρ (x̃, α̃) > k + 1. Отметим, что в случае
простых k-граничных вершин из Gk (A) допускается выполнение соотно-
шения ρ (x̃, α̃) = k + 1 .
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Лемма 4. Если 1 6 k < n/2 и sn
k+1 = o (2n), то при n → ∞

g+
k (n) = max

A⊂Bn

∣∣G+
k (A)

∣∣ &
2n

e
· (k + 1) (n − 2k)

(n − k)2
.

Доказательство. Аналогично доказательству леммы 2 используем,
что g+

k (n) > max
0<t

g+
k (n, t), где g+

k (n, t) =
∑

x̃∈Bn

P
{
x̃ ∈ G+

k (A)
}

— средняя

мощность множества G+
k (A) для случайно выбранного опорного мно-

жества A ∈ An
t . Для множества A мощности t вершина x̃ принадлежит

G+
k (A) тогда и только тогда, когда

∣∣Bn
k (x̃)∩A

∣∣ = 1 и
∣∣(Bn \ Sn

k+1 (x̃)
)
∩ A

∣∣ =
t − 1. Поэтому для любой вершины x̃ ∈ Bn, если t 6 2n − sn

k+1 + 1,

то P
{
x̃ ∈ G+

k (A)
}

= bn
k ·

(2n−sn
k+1

t−1

)
·
(
2n

t

)−1
, и P

{
x̃ ∈ G+

k (A)
}

= 0, если
t > 2n − sn

k+1 + 1. Тогда

g+
k (n, t) =

2n · t · bn
k

2n − sn
k+1 − t + 1

·
(

2n − sn
k+1

t

)
·
(

2n

t

)−1

Обозначая zn,k+1 (t) =
t·sn

k+1

2n−sn
k+1−t , можем оценить

g+
k (n, t) > 2n · t · bn

k

2n − sn
k+1 − t + 1

· exp

{
−

t · sn
k+1

2n − sn
k+1 − t

}

= 2n · bn
k

sn
k+1

·
(

1 − 1

2n − sn
k+1 − t + 1

)
· zn,k+1 (t) · exp {−zn,k+1 (t)} .

Определим значение t0 из соотношения zn,k+1 (t0) ∼ 1, т. е. положим t0 =⌊
2n−sn

k+1

1+sn
k+1

⌋
. Для 1 6 k < n/2 и sn

k+1 = o (2n) выполняется ограничение

t0 6 2n − sn
k+1 + 1 и при n → ∞ справедливы соотношения t0 = o (2n),

1− 1
2n−sn

k+1−t0+1 ∼ 1, zn,k+1 (t0)·exp {−zn,k+1 (t0)} ∼ e−1 и, следовательно,

g+
k (n, t0) & 2n

e · bn
k

sn
k+1

. Используя оценку

bn
k

sn
k+1

=
sn
k

sn
k+1

· bn
k

sn
k

>
k + 1

n − k
· n − 2k

n − k

при 1 6 k < n/2, окончательно получаем, что

g+
k (n) > g+

k (n, t0) &
2n

e
· (k + 1) (n − 2k)

(n − k)2
при n → ∞.

Лемма 4 доказана.
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Лемма 5. Для 1 6 k < n/2−η (n), где η (n) /
√

n → ∞ при n→∞, су-
ществует подмножество G изолированных простых k-граничных вершин
для некоторого опорного множества в кубе Bn такое, что

|G| &
2n

e
· (k + 1) (n − 2k)

(n − k)2
.

Доказательство. Из условия 1 6 k < n
2 − η (n) и ограничения

на η (n) при n → ∞ следует, что sn
k+1 = o (2n) и по лемме 4 существует

опорное множество A ⊂ Bn такое, что
∣∣G+

k (A)
∣∣ & 2n

e · (k+1)(n−2k)

(n−k)2
. Пока-

жем, что множество G+
k (A) состоит из изолированных вершин. Предпо-

ложим противное, т. е. существуют вершины x̃i и x̃s из G+
k (A) ⊆ Gk (A)

такие, что ρ (x̃i, x̃s) = 1. Тогда для простых k-граничных вершин x̃i и x̃s

имеем ρ (x̃i, ϕ̃A,k (x̃i)) = ρ (x̃s, ϕ̃A,k (x̃s)) = k и ϕ̃A,k (x̃i) 6= ϕ̃A,k (x̃s). Сле-
довательно,

k + 1 6 ρ (x̃i, ϕ̃A,k (x̃s)) 6 ρ (x̃i, x̃s) + ρ (x̃s, ϕ̃A,k (x̃s)) = k + 1,

т. е. для x̃i ∈ G+
k (A) существует вершина ϕ̃A,k (x̃s) из опорного множе-

ства A на расстоянии k + 1, что противоречит определению подмноже-
ства G+

k (A). Лемма 5 доказана.

Из доказанных лемм 1–5 вытекает справедливость теоремы 1, из ко-
торой при 1 6 k < n

2 (1 − cε) следует существование ядровых комплексов
k-мерных граней с числом граней порядка 2n.

Следствие 1. Если 1 6 k = o (n), то 2n−1

e . ck (n) 6 2n−1 при n → ∞.

Следствие 2. Если k/n ∼ x, то 2n−1

e ϕc (x) . ck (n) 6 2n−1 для
0 < x < 0.5 при n → ∞, где 0 < ϕc (x) < 1.

4. Оценки числа кратчайших комплексов граней

Для собственной вершины x̃ ∈ CM ядрового комплекса интервалов M
через IM,x̃ будем обозначать интервал из M , покрывающий эту собствен-
ную вершину. Пусть для каждой собственной вершины x̃ ∈ CM ядрового
комплекса M определён пучок интервалов Pµ (x̃), покрывающих верши-
ну x̃ и содержащихся в интервале IM,x̃. Будем рассматривать комплек-
сы интервалов вида {Ij | Ij ∈ Pµ(x̃j), x̃j ∈ CM , j = 1, . . . , |CM |}, т. е.
для каждой вершины x̃ ∈ CM в комплекс входит по одному интервалу
из пучка интервалов Pµ (x̃). Множество различных комплексов интерва-
лов, построенных по пучкам интервалов Pµ (x̃) для собственных вершин
из CM ядрового комплекса M , обозначим через Ωn

µ (M, CM , Pµ).
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Лемма 6. Для любого комплекса интервалов w ∈ Ωn
µ (M, CM , Pµ)

подмножество CM является интервально независимым для множества Nw

и, следовательно, w является кратчайшим комплексом интервалов.

Доказательство. Отметим, что N (x̃) =
⋃

I∈Pµ(x̃)

I ⊂ IM,x̃ для любой

вершины x̃ ∈ CM , т. е. множество вершин, покрываемых интервалами из
пучка Pµ (x̃), содержится в интервале IM,x̃. Поэтому

Nw ⊆
⋃

x∈CM

N (x̃) ⊆
⋃

x∈CM

IM,x̃ = NM

для любого комплекса w ∈ Ωn
µ (M, CM , Pµ). Так как CM ⊂ Nw ⊂ NM

и множество CM интервально независимо для NM , то CM интервально
независимо для Nw. Тогда комплекс w состоит из |CM | интервалов и по-
крывает множество вершин Nw, для которого CM является интервально
независимым множеством вершин, т. е. w — кратчайший комплекс. Лем-
ма 6 доказана.

Лемма 7. log Ml(n, k, m) > m · log
(
k0

k

)
при 1 6 k < k0 и m 6 ck0 (n).

Доказательство. Пусть M — ядровой комплекс k0-мерных интер-
валов длины ck0 (n) в кубе Bn. Для каждой вершины x̃ ∈ CM определим
пучок k-мерных интервалов Pl (x̃) следующим образом:

Pl (x̃) =
{
I = I (x̃, ỹ) | ỹ ∈ Bn

k (x̃) ∩ IM,x̃

}
,

где 1 6 k < k0.

Множество различных комплексов интервалов, построенных по пуч-
кам интервалов Pl (x̃) для собственных вершин из некоторого подмноже-
ства C ⊆ CM мощности m 6 ck0 (n), обозначим через Ωn

l (M, C, k, k0, m).
Тогда по лемме 6 любой комплекс интервалов из Ωn

l (M, C, k, k0, m) яв-
ляется кратчайшим комплексом k-мерных интервалов длины m, т. е.

Ωn
l (M, C, k, k0, m) ⊆ Mn,k,m

l .

Так как |Pl (x̃)| =
∣∣Bn

k (x̃) ∩ IM,x̃

∣∣ =
(
k0

k

)
для любой вершины x̃ ∈ C ⊆ CM ,

имеем

Ml(n, k, m) >
∣∣Ωn

l (M, C, k, k0, m)
∣∣ =

∏

x̃∈C

|Pl(x̃)| =

(
k0

k

)m

.

Лемма 7 доказана.
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Лемма 8. Если 1 6 k < k0 < n
2 − η(n), где η(n)/

√
n → ∞, то

при n → ∞
log Ml(n, k) &

2n−1

e
· ϕc(k0/n) · log

(
k0

k

)
.

Доказательство. В силу теоремы 1 ck0(n) & 2n−1

e · ϕc(k0/n)
при n → ∞. Тогда утверждение леммы вытекает из справедливости лем-
мы 7 при m = ck0 (n) и очевидного соотношения

log Ml (n, k) > log Ml (n, k, ck0 (n)) > ck0 (n) · log

(
k0

k

)
.

Лемма 8 доказана.

Доказательство теоремы 2. Очевидно, что Dn,k (m) =
m∑

s=1

(
in,k

s

)
,

где in,k — число k-мерных граней в единичном кубе Bn и in,k =
(
n
k

)
·2n−k.

В кратчайших комплексах число граней не превосходит 2n−1. Поэтому

Ml (n, k) < Dn,k

(
2n−1

)
=

2n−1∑

s=1

(
in,k

s

)
∼

(
in,k

2n−1

)
,

так как 2n−1 = o (in,k) для 1 6 k 6 n
2 при n → ∞. С другой стороны, по

лемме 8 для 1 6 k 6 n
2 (1 − cε) при n → ∞ справедлива оценка

log Ml (n, k) &
2n−1

e
· ϕc

(
k0

n

)
· log

(
k0

k

)
.

При оценивании значения log
(
q
p

)
, где p = p (n) и q = q (n), используем

соотношения log
(
q
p

)
∼ p · log (q/p), если p = o (q), и log

(
q
p

)
∼ q · H (p/q),

если p ∼ c · q , где 0 < c < 1, при n → ∞.
В случае 1 6 k = o (n) определим k0 =

⌊
n/log n

k

⌋
= o (n). Тогда

k = o (k0) , ϕc (k0/n) ∼ 1, log

(
k0

k

)
∼ k · log

k0

k
∼ k · log

n

k
,

так как

log
k0

k
∼ log

n

k
− log log

n

k
∼ log

n

k
при n → ∞. С другой стороны,

log

(
in,k

2n−1

)
∼ 2n−1 · log

((
n

k

)
· 2−(k−1)

)
= 2n−1 ·

(
log

(
n

k

)
− (k − 1)

)

∼ 2n−1 ·
(

k · log
n

k
− (k − 1)

)
∼ 2n−1 · k · log

n

k
.
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Окончательно получаем при n → ∞

2n−1

e
· k · log

n

k
. log Ml (n, k) < log Dn,k

(
2n−1

)
∼ 2n−1 · k · log

n

k
.

В случае k ∼ x · n, где 0 < x < 0.5, определим k0 = ⌊y · n⌋, где
y ∈ (x, 0.5), что обеспечивает выполнение условия k < k0 < n

2 (1 − cε).
Тогда

log Ml (n, k) & n
2n−1

e
·k0

n
ϕc

(
k0

n

)
· 1

k0
log

(
k0

k

)
= n2n·ψ

(
k0

n

)
· 1

k0
log

(
k0

k

)
,

где ψ (t) = t
2e · ϕc (t), k0/n ∼ y и 1

k0
log

(
k0

k

)
∼ H (x/y). При этом

log

(
in,k

2n−1

)
∼ 2n−1

(
log

(
n

k

)
− (k − 1)

)
∼ 2n−1 · n · (H (x) − x) .

Следовательно, при n → ∞

n·2n ·ψ (y)·H (x/y) . log Ml (n, k) < log Dn,k

(
2n−1

)
∼ n·2n−1 ·(H (x) − x) .

Значение параметра y выбирается из условия максимизации по y функ-
ции C (x, y) = ψ (y) · H (x/y) в области {y | x < y < 0.5}. Обозначая

cmin (x) = 25 · max
x<y<0.5

ψ (y) · H
(

x

y

)
, cmax (x) = 24 · (H (x) − x) ,

получаем при n → ∞

n · 2n−5 · cmin (x) . log Ml (n, k) < log Dn,k

(
2n−1

)
∼ n · 2n−5 · cmax (x) .

Теорема 2 доказана.

Теорема 3. Ml (n) > (22n
)
cn

, где c > 1.0614 · 2−5, при n → ∞.

Доказательство. Для получения нижней оценки Ml (n) исполь-
зуем оценку из теоремы 2: log Ml (n) > log Ml (n, k) & n · 2n · C (x, y),
где C (x, y) = ψ (y) · H (x/y), k/n ∼ x и 0 < x < y < 0.5. Значения x
и y выбираются из условия максимизации функции C (x, y) в области
{(x, y) | 0 < x < y < 0.5}. Численная оптимизация этой функции двух пе-
ременных позволяет получить C (0.1909, 0.3819) > 1.06149·2−5. Тогда для
k ≈ 0.191 ·n получаем оценку log Ml (n) > log Ml (n, k) > 1.0614 ·n · 2n−5.
Теорема 3 доказана.
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