
ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÖÈÉÈþëü�àâãóñò 2011. Òîì 18, � 4. C. 17�48ÓÄÊ 519.8ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ Ñ ÎÖÅÍÊÎÉÒÎ×ÍÎÑÒÈ 7/9 ÄËß ÇÀÄÀ×È Î ÄÂÓÕ ÊÎÌÌÈÂÎßÆ�Å�ÀÕÍÀ ÌÀÊÑÈÌÓÌ ∗)À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.ÇàìáàëàåâàÀííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè â ïîëíîì íåîðè-åíòèðîâàííîì ãðà�å äâóõ ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíî-âûõ öèêëîâ ñ ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì ð�åáåð. Äëÿ íå¼ ïî-ëó÷åí àëãîðèòì ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9, íàèëó÷-øåé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, è êóáè÷åñêîé âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ. Âñëó÷àå, êîãäà âåñà ð�åáåð ãðà�à ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç çàäàííîãîïðîìåæóòêà [1, q], ðàçðàáîòàíà ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà, èìåþùàÿîöåíêó òî÷íîñòè (7q + 3)/(9q + 1), òàêæå íàèëó÷øóþ íà ñåãîäíÿø-íèé äåíü, è êóáè÷åñêóþ âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü.Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à êîììèâîÿæ�åðà, çàäà÷à î äâóõ êîììèâî-ÿæ�åðàõ, ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà òî÷íî-ñòè. ÂâåäåíèåÎäíèì èç åñòåñòâåííûõ îáîáùåíèé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è êîììèâî-ÿæ�åðà (Traveling Salesman Problem � TSP) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá m êîì-ìèâîÿæ�åðàõ (m-Peripateti Salesman Problem � m-PSP), ñîñòîÿùàÿ â ïî-èñêå â ïîëíîì âçâåøåííîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà�å m ð�åáåðíî-íåïåðå-ñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ñ ìèíèìàëüíûì èëè ìàêñèìàëüíûìñóììàðíûì âåñîì ð�åáåð. Çàäà÷à èññëåäóåòñÿ êàê â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé,òàê è ìåòðè÷åñêîé âåñîâîé �óíêöèè, à òàêæå äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññàãðà�îâ ñ âåñàìè ð�åáåð 1 è 2.Ñ òåõ ïîð, êàê çàäà÷à 2-PSP âïåðâûå áûëà óïîìÿíóòà â [13℄, ïîÿâè-ëîñü ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿù�åííûõ å�å èññëåäîâàíèþ. Â [7℄ äîêàçàíî, ÷òî çà-äà÷à î ñóùåñòâîâàíèè äâóõ ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ
∗)Èññëåäîâàíèå ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíî ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îñ-ñèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 09�01�00244 è10�07�00195), âòîðîãî � ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîé öåëåâîéïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îñ-ñèè¿ íà 2009�2013 ãã. (ãîñ. êîíòðàêòû � 02.740.11.0429 è � 14.740.11.0868).© 2011 �ëåáîâÀ.Í., ÇàìáàëàåâàÄ.Æ.



18 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà18 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà18 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâàöèêëîâ â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà�å NP-ïîëíà, ÷òî âëå÷�åò NP-òðóäíîñòüçàäà÷è 2-PSP êàê íà ìèíèìóì, òàê è íà ìàêñèìóì äàæå â ñëó÷àå, åñëèâåñà ð�åáåð ïðèíèìàþò ëèøü çíà÷åíèÿ 1 è 2. Â [6℄ ðàññìîòðåíû íåêîòî-ðûå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè çàäà÷è íà ìèíèìóì 2-PSPmin. Â[7�9℄ ïðåäëîæåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû íåêîòîðûå ñïîñîáû íàõîæäåíèÿíèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö.Â [10℄ ïðåäñòàâëåí ïîëèýäðàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ m-PSP.Ââèäó NP-òðóäíîñòè èçâåñòíûõ ìîäè�èêàöèé çàäà÷ TSP è m-PSPáîëüøèíñòâî ðàáîò, ïîñâÿù�åííûõ èõ èññëåäîâàíèþ, ñâÿçàíî ñ àíàëèçîìïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ è ïîñòðîåíèåì ïðèáëèæ�åííûõ ýâ-ðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ (êàê äå-òåðìèíèðîâàííûõ, òàê è ðàíäîìèçèðîâàííûõ) ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåí-êàìè òî÷íîñòè äëÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.Â äàííîé ñòàòüå áîëåå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ñ ãà-ðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè äëÿ çàäà÷ îäíîãî è äâóõ êîììèâîÿæ�åðîâ íàìàêñèìóì ñ ïðîèçâîëüíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè ð�åáåð. Â ñëó÷àåçàäà÷è îäíîãî êîììèâîÿæ�åðà íà ìàêñèìóì (TSP-max) íàèëó÷øèì ïî-ëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè 3/4 âòå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè îñòàâàëñÿ àëãîðèòì Ñåðäþêîâà èç [3℄. Çàïîñëåäíèå ãîäû ýòîò ðåçóëüòàò íåçíà÷èòåëüíî óñèëåí ðàçíûìè àâòîðàìèçà ñ÷�åò ïîñòðîåíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè 25/33−ε[12℄ è 251/331−ε [5℄ (äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû ε > 0), à òàêæå äåòåðìèíèðî-âàííûõ àëãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè 61/81− ε [4℄ è 25/33− ε [14℄, îñíîâàííûõíà äåðàíäîìèçàöèè àëãîðèòìà èç [12℄.Äëÿ çàäà÷è î äâóõ êîììèâîÿæ�åðàõ íà ìàêñèìóì (2-PSP-max)À.À.Àãååâûì, À.Å.Áàáóðèíûì è Ý.Õ. �èìàäè [1℄ ïîëó÷åí ïîëèíîìè-àëüíûé ïðèáëèæ�åííûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé 3/4. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîìäàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è 2-PSP-max, èìåþùèé ëó÷-øóþ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îöåíêó òî÷íîñòè 7/9 ≃ 0.778 è êóáè÷åñêóþâðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü. Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ðàçâèâàåò èäåè, ðàíååèñïîëüçîâàííûå â ðàáîòå Ý.Õ. �èìàäè, Þ.Â. �ëàçêîâà è À.Í. �ëåáîâà[2℄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ�åííîãî àëãîðèòìà ñ îöåíêîé 6/5 â çàäà÷å îäâóõ êîììèâîÿæ�åðàõ íà ìèíèìóì ñ âåñàìè ð�åáåð 1 è 2 (çàäà÷à 2-PSP-min(1,2)). Äëÿ ñëó÷àÿ 2-PSP-max, â êîòîðîì âåñà ð�åáåð ïðèíèìàþò çíà-÷åíèÿ èç çàäàííîãî ïðîìåæóòêà [1, q], íàìè ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿàëãîðèòìà, èìåþùàÿ îöåíêó òî÷íîñòè (7q + 3)/(9q + 1), íàèëó÷øóþ íàñåãîäíÿøíèé äåíü.Îäèí èç ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ âî ìíîãèõ àëãîðèòìàõ ïðèáëèæ�åííîãîðåøåíèÿ çàäà÷ TSP è 2-PSP, ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ãàìèëüòîíîâûõ öèê-



Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 19Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 19Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 19ëîâ èç òàê íàçûâàåìûõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ. ×àñòè÷íûì òóðîì â íåîðè-åíòèðîâàííîì ãðà�å íàçûâàåòñÿ íàáîð èç âåðøèííî-íåïåðåñåêàþùèõñÿöåïåé, ïîêðûâàþùèõ âñå âåðøèíû ãðà�à. Äëèíîé l(P ) öåïè P íàçûâàåò-ñÿ ÷èñëî ñîñòàâëÿþùèõ å�å ð�åáåð. Â ÷àñòíîñòè, îäíîâåðøèííàÿ öåïü èìå-åò äëèíó 0 è íàçûâàåòñÿ ñèíãëîì. Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü÷àñòè÷íûé òóð ïðîñòî òóðîì è îòîæäåñòâëÿòü òóð T ñ ìíîæåñòâîì âõî-äÿùèõ â íåãî ð�åáåð. �åáðî, ïðèíàäëåæàùåå T , áóäåì íàçûâàòü T -ðåáðîì.×åðåç P (T ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ öåïåé T .Î÷åâèäíî, ÷òî äîáàâëåíèåì ð�åáåð, ñîåäèíÿþùèõ êîíöåâûå âåðøèíûðàçëè÷íûõ öåïåé ÷àñòè÷íîãî òóðà, ìîæíî ïîëó÷èòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.Åñëè æå äàíà ïàðà ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ òóðîâ èëè íåïåðåñåêàþ-ùèåñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë è òóð, òî, äîáàâëÿÿ ð�åáðà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì,ìîæíî ïîëó÷èòü ïàðó ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèê-ëîâ. Ïðè ýòîì ïîñòðîåííàÿ ïàðà öèêëîâ áóäåò òåì áëèæå ïî âåñó ê îï-òèìàëüíîé, ÷åì ¾ëó÷øå¿ èñõîäíûå òóðû. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæ�åííîåðåøåíèå çàäà÷è 2-PSP ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê îòûñêàíèþ ïîäõîäÿùèõ ÷à-ñòè÷íûõ òóðîâ. Ýòà èäåÿ èñïîëüçóåòñÿ â àëãîðèòìå, îïèñàííîì â äàííîéñòàòüå.Äàëåå â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ:
G = G(V,E) � ïîëíûé íåîðèåíòèðîâàííûé n-âåðøèííûé ãðà� ñ ìíîæå-ñòâàìè âåðøèí V = V (G) è ð�åáåð E = E(G), w : E → R+ � �óíêöèÿâåñîâ ð�åáåð, ïðèíèìàþùàÿ ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.Åñëè F � ïîäãðà� â G, òî ÷åðåç V (F ) è E(F ) îáîçíà÷àþòñÿ ìíîæå-ñòâà âñåõ âåðøèí è ð�åáåð F ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç dF (v) îáîçíà÷àåòñÿñòåïåíü âåðøèíû v â F , ò. å. ÷èñëî èíöèäåíòíûõ v ð�åáåð èç E(F ), à ÷å-ðåç w(F ) � ñóììà âåñîâ âñåõ ð�åáåð èç F . Âåðøèíà ñòåïåíè dF (v)=d íà-çûâàåòñÿ d-âåðøèíîé â F . Äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è 2-PSP-max íà-çûâàåòñÿ ïàðà ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1,H2â G. Çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè äëÿ H1,H2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê w(H1 ∪
H2) = w(H1) + w(H2), ò. å. ðàâíî ñóììå âåñîâ âñåõ ð�åáåð èç H1 è H2.×åðåç OPT îáîçíà÷àåòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè.Ïóñòü â ãðà�å F èìååòñÿ òóð T . Öåïü P = v1 . . . vm èç T íàçîâ�åì öèê-ëè÷åñêîé â F , åñëè m > 2 è v1vm ∈ E(F ). Ïðè ýòîì öåïü äëèíû 0 (ñèíãë)òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü öèêëè÷åñêîé. Âñå îñòàëüíûå öåïè òóðà T áóäåìíàçûâàòü àöèêëè÷åñêèìè â F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(T ) ÷èñëî âñåõ öåïåéòóðà T , à ÷åðåç aF (T ) � ÷èñëî åãî àöèêëè÷åñêèõ öåïåé â F . ßñíî, ÷òî
p(T ) = |V (T )| − |E(T )|. Âåðøèíó íàçîâ�åì òåðìèíàëüíîé îòíîñèòåëü-íî T , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì àöèêëè÷åñêîé öåïè èëè ïðèíàäëåæèòöèêëè÷åñêîé öåïè. �åáðî ãðà�à íàçîâ�åì òåðìèíàëüíûì îòíîñèòåëü-



20 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà20 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà20 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâàíî T , åñëè îíî ñîåäèíÿåò òåðìèíàëüíûå âåðøèíû ðàçíûõ öåïåé èç T .Â äàëüíåéøåì, åñëè ïîíÿòíî, î êàêîì òóðå èä�åò ðå÷ü, âåðøèíû è ð�åáðàáóäåì íàçûâàòü ïðîñòî òåðìèíàëüíûìè.1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà A7/9Îòïðàâíîé òî÷êîé ïðåäëàãàåìîãî íèæå àëãîðèòìà A7/9 ÿâëÿåòñÿ îá-ðàùåíèå ê àëãîðèòìó �àáîâà èç [11℄, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî â G íàõîäèòñÿîñòîâíûé 4-ðåãóëÿðíûé ïîäãðà� G4 ñ ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîìð�åáåð. Â îáùåì ñëó÷àå àëãîðèòì èç [11℄ ïîçâîëÿåò îòûñêàòü â ïîëíîìâçâåøåííîì n-âåðøèííîì ãðà�å G(V,E) òàêîé ïîäãðà� H ìàêñèìàëüíî-ãî ð�åáåðíîãî âåñà, ÷òî ñòåïåíè åãî âåðøèí óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿìñíèçó è ñâåðõó: lv 6 d(v) 6 hv, v ∈ V . Ïðè ýòîì åãî âðåìåíí�àÿ ñëîæ-íîñòü îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé O(
min(|E| log n, n2)

∑
v∈V

hv

). ßñíî,÷òî ïðè lv = hv = 4 äëÿ âñåõ v ∈ V àëãîðèòì �àáîâà çà âðåìÿ O(n3) íà-õîäèò â G îñòîâíûé 4-ðåãóëÿðíûé ïîäãðà� G4 ìàêñèìàëüíîãî ð�åáåðíîãîâåñà.Äàëüíåéøèé õîä àëãîðèòìà A7/9 ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðûèç [2℄, ïîçâîëÿþùåé â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè G4 íàéòè ïàðó ð�åáåð-íî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ òóðîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà ñ áîëüøèì ÷èñëîì ð�åáåð.Äàëåå íàéäåííûå òóðû ïðåîáðàçóþòñÿ â òóðû T ∗
1 , T

∗
2 â G ñî ñâîéñòâîì

w(T ∗
1 )+w(T

∗
2 ) >

7
9OPT . Íà çàâåðøàþùåé ñòàäèè àëãîðèòìà òóðû T ∗

1 , T
∗
2äîñòðàèâàþòñÿ äî ïàðû ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèê-ëîâ H1,H2 â G, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé èñêîìîå ïðèáëèæ�åííîå ðåøåíèåçàäà÷è 2-PSP-max.Âõîäîì àëãîðèòìà ñëóæèò ïîëíûé n-âåðøèííûé íåîðèåíòèðîâàííûéãðà� G(V,E) ∼= Kn ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè ð�åáåð.Àëãîðèòì A7/9Ýòàï 0. Ïðè n 6 14 ïîëíûì ïåðåáîðîì íàõîäèì òî÷íîå ðåøåíèåçàäà÷è 2-PSP-max. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà ýòàï 1.Ýòàï 1. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì �àáîâà èç [11℄, íàõîäèì â G îñòîâíûé4-ðåãóëÿðíûé ïîäãðà� G4 ñ íàèáîëüøèì ð�åáåðíûì âåñîì. Àëãîðèòìîìïîèñêà íàõîäèì â G4 âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè: G1

4, . . . , G
t
4. Ïåðåõîäèìíà ýòàï 2.Ýòàï 2. Åñëè t = 1 (ãðà� G4 ñâÿçåí), òî ïðîöåäóðîé T ∗
1,2, îïèñàííîéâ ï. 2.4, íàõîäèì â G4 ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèåñÿ òóðû T ∗

1 , T ∗
2 è ïåðåõî-äèì íà ýòàï 5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì T ∗

1 := T ∗
2 := ∅ (òóðû T ∗

1 è T ∗
2íå èìåþò ð�åáåð è ñîñòîÿò òîëüêî èç îäíîâåðøèííûõ öåïåé) è ïåðåõîäèìíà ýòàï 3.
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4, íå èçîìîð�íîé ãðà-�àì K5 è K4,4, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðû T ∗

1,2 èç ï. 2.4 è P1,2èç ï 3.1, íàõîäèì â G ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèåñÿ öåïè P1, P2 ñ îäíèì èòåì æå ìíîæåñòâîì âåðøèí V (P1) = V (P2) = V
(
Gi

4

). Ïîëàãàåì T ∗
1 :=

T ∗
1 ∪ P1 è T ∗

2 := T ∗
2 ∪ P2. Ïåðåõîäèì íà ýòàï 4.Ýòàï 4. Â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè Gi

4, èçîìîð�íîéK5 èëèK4,4,ïðîöåäóðîé P ′
1,2 èç ï. 3.2 íàõîäèì ãàìèëüòîíîâû öåïè P1, P2. Ïîëàãàåì

T ∗
1 := T ∗

1 ∪ P1 è T ∗
2 := T ∗

2 ∪ P2. Ïåðåõîäèì íà ýòàï 5.Ýòàï 5. Ïðèìåíÿÿ ê òóðàì T ∗
1 è T ∗

2 , ïîëó÷åííûì íà ýòàïàõ 2�4, ïðî-öåäóðó H1,2 èç ðàçä. 4, íàõîäèì â G ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãàìèëü-òîíîâû öèêëû H1 è H2, êîòîðûå ïîäàåì íà âûõîä àëãîðèòìà. Êîíåö.Öåëüþ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãîîñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà 1. Àëãîðèòì A7/9 íàõîäèò â ïîëíîì n-âåðøèííîì ãðà�å Gïàðó ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1,H2, äëÿ êî-òîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà w(H1 ∪H2) >
7
9OPT . Âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòüàëãîðèòìà ðàâíà O(n3).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ îïèñàòü è óñòàíî-âèòü ñâîéñòâà èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîì A7/9 ïðîöåäóð, ÷òî äåëàåòñÿ âðàçä. 2�4 ñòàòüè. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 äà�åòñÿ â ðàçä. 5.2. Ïîñòðîåíèå òóðîâ T ∗

1 , T
∗
2 â ñâÿçíîì 4-ðåãóëÿðíîì ãðà�å,íå èçîìîð�íîì K5 è K4,4Â ýòîì ðàçäåëå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çàäàí ñâÿçíûé 4-ðåãóëÿðíûé n-âåðøèí-íûé ãðà� G4, íå èçîìîð�íûé K5 è K4,4 (ýòî ìîæåò áûòü ãðà�, íàéäåí-íûé íà ýòàïå 1 àëãîðèòìà A7/9 èëè åãî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè). Öåëüþðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà T ∗

1,2 äëÿ íàõîæäåíèÿ â G4 ïàðû ð�åáåðíî-íå-ïåðåñåêàþùèõñÿ òóðîâ T ∗
1 , T

∗
2 ñ ñóììàðíûì âåñîì ð�åáåð w(T ∗

1 )+w(T
∗
2 ) >

7
9w(G4), îáëàäàþùèõ íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.Â îñíîâå ïðîöåäóðû T ∗

1,2 ëåæèò ïîñòðîåíèå â G4 øåñòè àëüòåðíàòèâ-íûõ ïàð ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ òóðîâ è âûáîð ïàðû ñ íàèáîëüøèìð�åáåðíûì âåñîì.2.1. Ïîñòðîåíèå áàçîâûõ òóðîâ T1 è T2. Âíà÷àëå ñ ïîìîùüþ ïðî-öåäóðû P8/5 èç [2℄ çà âðåìÿ O(n2) íàõîäèì â G4 ïàðó ð�åáåðíî-íåïåðåñå-êàþùèõñÿ òóðîâ T ′
1, T ′

2 è ïàðîñî÷åòàíèå M ′, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 â [2℄):



22 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà22 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà22 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà(i) E(G4) = T ′
1 ∪ T

′
2 ∪M

′ � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ð�åáåð G4, ïðè ýòîìîáùåå ÷èñëî ð�åáåð â T ′
1 ∪ T

′
2 íå ìåíüøå 8n/5;(ii) T ′

1 ñîñòîèò èç àöèêëè÷åñêèõ öåïåé â G4, è íèêàêèå äâå òåðìèíàëü-íûå âåðøèíû T ′
1 íå ñîåäèíåíû ðåáðîì èç T ′

2 ∪M
′;(iii) T ′

2 íå ñîäåðæèò îäíîâåðøèííûõ öåïåé, è íèêàêîå ðåáðî èç M ′ íåñîåäèíÿåò òåðìèíàëüíûå âåðøèíû äâóõ ðàçëè÷íûõ öåïåé èç T ′
2;(iv) â ïîäãðà�å H = G4 \ T

′
1 = T ′

2 ∪M
′ íåò ñìåæíûõ 3-âåðøèí;(v) aH(T ′

2) = p(T ′
1), ò. å. ÷èñëî àöèêëè÷åñêèõ öåïåé òóðà T ′

2 â H ðàâíî÷èñëó âñåõ öåïåé òóðà T ′
1. Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî p(T ′

1) 6
p(T ′

2).Çàìåòèì, ÷òî òàê êàêM ′ � ïàðîñî÷åòàíèå, à T ′
1∪T

′
2∪M

′ � ðàçáèåíèå
E(G4), âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî(i′) öåïè èç T ′

1 è T ′
2 íå èìåþò îáùèõ êîíöåâûõ âåðøèí, à ìíîæåñòâîêîíöîâ ð�åáåð èç M ′ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîíöîâ öåïåé èç T ′

1 è T ′
2.Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà P8/5 ñëèøêîì ñëîæíà è ìíîãîñòóïåí÷àòà,÷òîáû èìåëî ñìûñë ïðèâîäèòü çäåñü å�å ïîëíîå îïèñàíèå. Îòìåòèì ëèøü,÷òî íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå òóðà T ′

1, êîòîðûé â íà÷àëåñîñòîèò ëèøü èç îäíîâåðøèííûõ öåïåé, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîá-ðàçóåòñÿ ïóò�åì äîáàâëåíèÿ ð�åáåð ìåæäó êîíöåâûìè âåðøèíàìè ðàçëè÷-íûõ öåïåé èç T ′
1, à òàêæå ïóò�åì ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà öèêëè÷åñêèõ öåïåé ñïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ïðîöåäóð. Äàëåå â ãðà�å G′ = G4 \ T

′
1 íàõîäèò-ñÿ òóð T ′

2, ïðè ïîñòðîåíèè êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ ÷èñëîñèíãëîâ â T ′
2, ïîêà ýòî ÷èñëî íå ñòàíåò ðàâíûì íóëþ. Ïîñëå ýòîãî â [2℄(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4) óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííûå òó-ðû T ′

1, T
′
2 è ìíîæåñòâî ð�åáåð M ′ = E(G4) \ (T ′

1 ∪ T
′
2) (êîòîðîå ÿâëÿåòñÿïàðîñî÷åòàíèåì) óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì (i)�(v).Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâ (i)�(v) íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñëåäóþùåãî äî-ïîëíåíèÿ òóðîâ T ′

1 è T ′
2 äî ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõöèêëîâ. Ïîýòîìó ìû íà÷í�åì ñî ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé ïðîöåäóðû,ïðåîáðàçóþùåé òðîéêó T ′
1, T

′
2,M

′ â òðîéêó T1, T2,M (ãäå T1 = T ′
1), îáëà-äàþùóþ äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, ïîçâîëÿþùèìè äîñòðîèòü T1, T2äî ïàðû ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ, ñîäåðæàùèõ âñå ð�åáðà èç T1 ∪ T2.Ïðîöåäóðà T1,2Ïîëàãàåì T1 := T ′

1 è ïåðåõîäèì íà ýòàï 1.Ýòàï 1. Åñëè p(T ′
1) > 2 èëè p(T ′

2) > 3, òî ïîëàãàåì T2 := T ′
2,

M :=M ′, è ïðîöåäóðà çàâåðøàåò ðàáîòó. Èíà÷å ïóñòü
p1 = v1v2 . . . vn ∈ P (T ′

1)
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1. Ïðè p(T ′

2) = 1 ïåðåõîäèì íà ýòàï 2, à ïðè
p(T ′

2) = 2 � íà ýòàï 3.Ýòàï 2. Ïóñòü p2 = vk . . . vl ∈ P (T ′
2). Åñëè l = k + 1 (ò. å. ðåáðî

vkvl, äîïîëíÿþùåå öåïü p2 äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà, ïðèíàäëåæèò òó-ðó T ′
1) è ïðè ýòîì M ′ = {v1vk, vk+1vn}, òî ïðè p2 = vkvnvm . . . vk+1 ïî-ëàãàåì T2 := T ′

2 ∪ {vk+1vn} \ {vnvm}, M := {v1vk, vmvn} (ðèñ. 1), à ïðè
p2 = vk . . . vmv1vk+1 � T2 := T ′

2 ∪ {v1vk} \ {v1vm}, M := {v1vm, vk+1vn}(ðèñ. 2). Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàåì T2 := T ′
2, M := M ′. Ïîñëåçàâåðøåíèÿ ýòàïà 2 ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
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�èñ. 2Ýòàï 3. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ k, ÷òî p′1 = vk . . . vsvl ∈ P (T ′
2)è p′2 = vk−1vn . . . vtv1vk+1 ∈ P (T ′

2), ãäå l 6∈ {k − 2, k + 2} (â ÷àñòíîñòè,êîíåö vk öåïè p′1 ñîåäèí�åí ñ îáîèìè êîíöàìè âòîðîé öåïè p′2 òóðà T ′
2ð�åáðàìè vkvk−1 è vkvk+1 èç p1 ∈ P (T ′

1)), òî ïðè vkvl ∈ M ′ ïîëàãàåì
T2 := T ′

2 ∪ {vkvl} \ {vsvl}, M :=M ′ ∪ {vsvl} \ {vkvl} (ðèñ. 3 ñâåðõó), ïîñëå÷åãî ïðîöåäóðà çàâåðøàåò ðàáîòó, à ïðè vk−1vk+1 ∈ M ′ è v1vk ∈ M ′(ñëó÷àé vk−1vk+1 ∈ M ′, vnvk ∈ M ′ ñèììåòðè÷åí) ïðåîáðàçóåì T ′
2 è M ′ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 3 ñíèçó):

T ′
2 := T ′

2∪{v1vk, vk−1vk+1}\{v1vt}, M ′ :=M ′∪{v1vt}\{v1vk, vk−1vk+1},ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèì íà ýòàï 2. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàåì
T2 := T ′

2, M :=M ′, è ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.



24 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà24 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà24 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.ÇàìáàëàåâàËåììà 1. Ïðîöåäóðà T1,2 çà âðåìÿ O(1) ñòðîèò â G4 ïàðó òóðîâ
T1, T2 è ïàðîñî÷åòàíèå M , óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì (i)�(v), à òàêæåäâóì ñëåäóþùèì:(vi) åñëè p(T1) = p(T2) = 1,

p1 = v1v2 . . . vn ∈ P (T1), p2 = vk . . . vk+1 ∈ P (T2)� ãàìèëüòîíîâû öåïè, òî ð�åáðà v1vk+1 è vkvn íå âõîäÿò â T2;(vii) åñëè p(T1) = 1, p(T2) = 2, p1 = v1v2 . . . vn ∈ P (T1),
p′1 = vk . . . vsvl ∈ P (T2), p′2 = vk−1vn . . . vtv1vk+1 ∈ P (T2),òî l ∈ {k − 2, k + 2}.Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî òóðû T ′

1, T ′
2 è ïàðîñî÷åòàíèå M ′,íàéäåííûå ïðîöåäóðîé P8/5 èç [2℄, îáëàäàþò ñâîéñòâàìè (i)�(v).
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�èñ. 3Åñëè p(T ′
1) > 2 èëè p(T ′

2) > 3, òî íà ýòàïå 1 ïîëó÷àåì T1 := T ′
1,

T2 := T ′
2, M := M ′, ïðè ýòîì òðîéêà T1, T2,M óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì(vi) è (vii). Ïóñòü p(T ′

1) = 1, p(T ′
2) 6 2. Åñëè p(T ′

2) = 1, òî ïðîöåäóðàïåðåõîäèò íà ýòàï 2, èíà÷å � íà ýòàï 3.�àññìîòðèì ýòàï 2. Ïóñòü
p1 = v1v2 . . . vn ∈ P (T ′

1), p2 = vk . . . vl ∈ P (T ′
2)� ãàìèëüòîíîâû öåïè. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî l > k.Åñëè l > k + 1 èëè l = k + 1 è ïðè ýòîì ð�åáðà v1vk+1 è vkvn íå ïðèíàä-ëåæàò öåïè p2, òî ïðîöåäóðà âûäà�åò òðîéêó T1 = T ′

1, T2 = T ′
2, M = M ′,



Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 25Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 25Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 25óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâàì (i)�(vii). Ïóñòü l = k+1 è áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè vkvn ∈ p2. Òîãäà p2 = vkvnvm . . . vk+1. Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì (ii)è (v) öåïè p1 è p2 ÿâëÿþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè â G4 è H ñîîòâåòñòâåííî.Îòñþäà è èç ñâîéñòâà (i′) ñëåäóåò, ÷òî ëèáî M ′ = {v1vk+1, vkvn}, ëèáî
M ′ = {v1vk, vk+1vn}. Â ïåðâîì ñëó÷àå T1 = T ′

1, T2 = T ′
2, M = M ′, è òàêêàê ð�åáðà v1vk+1 è vkvn ïðèíàäëåæàò M , òðîéêà T1, T2,M óäîâëåòâîðÿåòñâîéñòâó (vi).Ïóñòü M ′ = {v1vk, vk+1vn}. Òîãäà

T2 = T ′
2 ∪ {vk+1vn} \ {vnvm}, M = {v1vk, vnvm}.Çàìåòèì, M ÿâëÿåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì, ïîñêîëüêó m 6∈ {1, k}, T2 ñîñòî-èò èç åäèíñòâåííîé öåïè vkvnvk+1 . . . vm, à T1 � èç öåïè p1. Íåòðóäíîóáåäèòüñÿ, ÷òî ñâîéñòâà (i)�(v) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ T1, T2,M . Ïðè ýòîìñâîéñòâî (vi) òàêæå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó ïðè m = k − 1 ð�åáðà v1vk è

vnvk−1 âõîäÿò â M .�àññìîòðèì ýòàï 3. Ïóñòü p1 = v1v2 . . . vn ∈ P (T ′
1),

p′1 = vk . . . vsvl ∈ P (T
′
2), p′2 = vk−1vn . . . vtv1vk+1 ∈ P (T

′
2),ãäå l 6∈ {k − 2, k + 2}, èíà÷å ïðîöåäóðà âûäà�åò òðîéêó T1 = T ′

1,
T2 = T ′

2, M = M ′, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâàì (i)�(vii). Â ñèëó ñâîé-ñòâà (v) ðîâíî îäíà èç öåïåé òóðà T ′
2 àöèêëè÷åñêàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî

vkvl ∈M ′, ëèáî vk−1vk+1 ∈M
′. Â ïåðâîì ñëó÷àå

T2 = T ′
2 ∪ {vkvl} \ {vsvl}, M =M ′ ∪ {vsvl} \ {vkvl}è p′1 ïðåîáðàçóåòñÿ â öèêëè÷åñêóþ öåïü p′′1 = vlvk . . . vs. Çàìåòèì, ÷òî Mÿâëÿåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì, ïîñêîëüêó vs ∈ p′1, à âåðøèíû v1, vk−1, vk+1è vn ïðèíàäëåæàò p′2 è, çíà÷èò, s 6∈ {1, k−1, k+1, n}. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,÷òî ñâîéñòâà (i)�(v) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ T1, T2,M . Ïðè ýòîì ñâîéñòâî (vii)òàêæå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó âåðøèíà vk òåïåðü ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåéâ p′′1, à vk−1 è vk+1 � êîíöû p′2.Ïóñòü vk−1vk+1 ∈ M ′. Â ñèëó ñâîéñòâ (i′), (ii) è ñèììåòðèè ìåæäó v1è vn ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v1vk ∈M ′ è vlvn ∈M ′. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåäóðàâûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèÿ
T ′
2 := T ′

2 ∪ {v1vk, vk−1vk+1} \ {v1vt},

M ′ :=M ′ ∪ {v1vt} \ {v1vk, vk−1vk+1} = {v1vt, vlvn},â ðåçóëüòàòå ÷åãî öåïè p′1 è p′2 îáúåäèíÿþòñÿ â ãàìèëüòîíîâó öåïü
p2 = vlvs . . . vkv1vk+1vk−1vn . . . vt ∈ P (T ′

2),



26 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà26 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà26 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâàè ïðîöåäóðà ïåðåõîäèò íà ýòàï 2. Ïîñêîëüêó öåïü p1 àöèêëè÷åñêàÿ,
vl ∈ p′1, vt ∈ p′2, òî t 6∈ {l, n}. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàííîå ìíîæå-ñòâî M ′ ÿâëÿåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì è äëÿ îáíîâë�åííîé òðîéêè T ′

1, T
′
2,M

′âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà (i)�(v). Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä íà ýòàï 2 êîððåê-òåí, è ïî äîêàçàííîìó âûøå ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå òðîéêè T1, T2,M ,óäîâëåòâîðÿþùåé ñâîéñòâàì (i)�(vii). Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòàïà 2 ïðîöå-äóðà T1,2 çàâåðøàåò ðàáîòó.Äëÿ îáîñíîâàíèÿ òðóäî�åìêîñòè ïðîöåäóðû T1,2 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,÷òî êàæäûé èç ýòàïîâ 1�3 âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà çà âðå-ìÿ O(1) (ïðè ýòîì ïåðåõîä íà ýòàï 2 ìîæåò ñîâåðøàòüñÿ ëèáî ñ ýòàïà 1,ëèáî ñ ýòàïà 3). Ëåììà 1 äîêàçàíà.2.2. �àçáèåíèå òóðîâ T1 è T2. Äàëåå òóð T1 ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ïà-ðîñî÷åòàíèÿ, à T2 � íà äâà ìíîæåñòâà ð�åáåð. Ýòî äåëàåòñÿ òàêèì îáðà-çîì, ÷òî êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ ìíîæåñòâ ð�åáåð â îáúåäèíåíèè ñ ïàðîñî-÷åòàíèåìM äà�åò òóð. Îáîçíà÷èì ýòè ðàçáèåíèÿ ÷åðåç T1 =M1∪M2∪M3è T2 =M ′
1 ∪M

′
2. Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ïàðòóðîâ {T1, T2}, {T1,M ∪M ′

1}, {T1,M ∪M ′
2}, {T2,M ∪M1}, {T2,M ∪M2}è {T2,M ∪M3} èìååò ñóììàðíûé âåñ ð�åáåð íå ìåíåå 7

9w(G4).Ñíà÷àëà îïèøåì ïðîöåäóðó ðàçáèåíèÿ òóðà T1 íà ïàðîñî÷åòàíèÿ M1,
M2,M3, ÷òî ðàâíîñèëüíî ïîñòðîåíèþ òàêîé ïðàâèëüíîé ð�åáåðíîé ðàñ-êðàñêè ϕ : T1 → {1, 2, 3}, ÷òî ìíîæåñòâî ð�åáåð êàæäîãî öâåòà â îáúåäèíå-íèè ñM äà�åò òóð. �åáðî, îêðàøåííîå â öâåò α, áóäåì íàçûâàòü α-ðåáðîì.Ìíîæåñòâî âñåõ óæå îêðàøåííûõ α-ð�åáåð (ïàðîñî÷åòàíèå) îáîçíà÷èì ÷å-ðåç Mα, α ∈ {1, 2, 3}.Ïðîöåäóðà ϕ(T1)Ïîî÷åð�åäíî äëÿ êàæäîé öåïè p = v1v2 . . . vm ∈ P (T1) ïîñëåäîâàòåëü-íî îêðàøèâàåì âñå å�å ð�åáðà vjvj+1, j = 1, . . . ,m − 1, ïðèäåðæèâàÿñüñëåäóþùèõ ïðàâèë.1) Åñëè j = 1, òî ðåáðî v1v2 îêðàøèâàåì â ëþáîé öâåò α ∈ {1, 2, 3}òàêîé, ÷òî âåðøèíû v1 è v2 íå ñîåäèíåíû öåïüþ â M ∪Mα.2) Ïóñòü j > 1, ϕ(vj−1vj) = α, äëÿ îïðåäåë�åííîñòè α = 1. Åñëè âåð-øèíû vj è vj+1 íå ñîåäèíåíû öåïüþ âM∪M2 èëèM∪M3, òî îêðàøèâàåì
vjvj+1 â ñîîòâåòñòâóþùèé öâåò β ∈ {2, 3}. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì
ϕ(vjvj+1) := 1, à ðåáðî vj−1vj ïåðåêðàøèâàåì: ïðè j = 2 � ïðîèçâîëüíî,èíà÷å � â öâåò, îòëè÷íûé îò ϕ(vj−2vj−1) (ðèñ. 4).Ëåììà 2. Ïðîöåäóðà ϕ(T1) çà âðåìÿ O(n) ñòðîèò ðàñêðàñêó ð�åáåðòóðà T1 â òðè öâåòà òàêóþ, ÷òî ìíîæåñòâî ð�åáåð êàæäîãî öâåòà ÿâëÿåòñÿïàðîñî÷åòàíèåì è â îáúåäèíåíèè ñ M äà�åò òóð.



Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 27Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 27Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 27Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ê ìîìåíòó îêðà-øèâàíèÿ î÷åðåäíîãî ðåáðà vjvj+1 öåïè p = v1v2 . . . vm ∈ P (T1) ìíîæå-ñòâî âñåõ óæå îêðàøåííûõ ð�åáåð Mα ÿâëÿåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì, à ïîä-ãðà� M ∪ Mα íå ñîäåðæèò öèêëîâ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ òóðîì (êàê îáúåäè-íåíèå äâóõ ïàðîñî÷åòàíèé), α = 1, 2, 3. �àññìîòðèì ìîìåíò îêðàøèâà-íèÿ vjvj+1. Åñëè j = 1, òî öâåò α, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðàâèëó 1, íàéä�åòñÿ,òàê êàê â êàæäîì ïîäãðà�åM∪Mα âåðøèíû v1, v2 ìîãóò áûòü èíöèäåíò-íû òîëüêî M -ð�åáðàì v1x1, v2x2 ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûìè áóäóò îêàí÷è-âàòüñÿ âñå (v1, v2)-öåïè â òóðàõ M ∪Mα, α = 1, 2, 3. Ïîñêîëüêó â ïîäãðà-�å T1∪M ñòåïåíè âñåõ âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò 3, âåðøèíû x1 è x2 ìîãóòïðèíàäëåæàòü íå áîëåå ÷åì äâóì òàêèì öåïÿì, à çíà÷èò, íóæíûé öâåò αñóùåñòâóåò.
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q qq q

q q
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2 22 23 3

3 3

3 3

3 3- 1?
�èñ. 4Ïóñòü j > 1, ϕ(vj−1vj) = 1 è ðåáðî vjvj+1 íåâîçìîæíî îêðàñèòüâ öâåò β 6= 1, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðàâèëó 2. Òîãäà è âM ∪M2, è âM ∪M3âåðøèíû vj è vj+1 ñîåäèíåíû öåïüþ. Ïðîöåäóðà ϕ(T1) îêðàøèâàåò vjvj+1â öâåò 1 è ïåðåêðàøèâàåò vj−1vj â öâåò γ ∈ {2, 3} òàêîé, ÷òî åñëè j > 2,òî γ 6= ϕ(vj−2vj−1). Ïðè ýòîì ñìåæíûå ð�åáðà îñòàþòñÿ îêðàøåííûìè âðàçíûå öâåòà. Äîêàæåì, ÷òî âM ∪Mα (α = 1, 2, 3) íå îáðàçóåòñÿ öèêëîâ.Äåéñòâèòåëüíî, èç îòñóòñòâèÿ ïîäõîäÿùåãî öâåòà β ∈ {2, 3} äëÿ îêðàøè-âàíèÿ vjvj+1 ñëåäóåò, ÷òî â M ñóùåñòâóþò ð�åáðà vjx è vj+1x

′, ïðè÷�åìâåðøèíû x è x′ èíöèäåíòíû ð�åáðàì öâåòîâ 2 è 3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîïîñëå îêðàøèâàíèÿ vjvj+1 â 1 íå îáðàçóåòñÿ öèêëîâ â M ∪M1. Ñ äðóãîéñòîðîíû, â òóðå M ∪Mγ (äî ïåðåêðàøèâàíèÿ vj−1vj) öåïü ñ íà÷àëîì vjîïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî è îêàí÷èâàåòñÿ â vj+1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåîêðàøèâàíèÿ ðåáðà vj−1vj öâåòîì γ íå îáðàçóåòñÿ öèêëîâ â M ∪Mγ .Âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû ϕ(T1) îöåíèâàåòñÿ êàê ïðîèçâåäå-íèå ÷èñëà îêðàøèâàåìûõ ð�åáåð |T1| = O(n) íà âðåìÿ îêðàñêè îäíîãîðåáðà, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ òðóäî�åìêîñòüþ ïðîâåðêè íà çàöèêëèâàíèåâ òóðàõ M ∪Mα. Êàæäàÿ òàêàÿ ïðîâåðêà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà çà êîí-ñòàíòíîå âðåìÿ, åñëè ïðîöåäóðà õðàíèò èí�îðìàöèþ î ïàðàõ êîíöîâ öå-ïåé â êàæäîì èç òóðîâ M ∪Mα. Ëåììà 2 äîêàçàíà.



28 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà28 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà28 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.ÇàìáàëàåâàÄàëåå ïîñòðîèì ðàñêðàñêó ψ : E(T2) → {1, 2} ð�åáåð òóðà T2 òàêóþ,÷òî ìíîæåñòâî ð�åáåð êàæäîãî öâåòà â îáúåäèíåíèè ñ M äà�åò òóð. Ìíî-æåñòâî ð�åáåð, îêðàøåííûõ öâåòîì i ∈ {1, 2}, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåçM ′
i .Ïðîöåäóðà ψ(T2)Ýòàï 1. Ïðîèçâîëüíî îêðàøèâàåì âñå ð�åáðà îäíîð�åáåðíûõ öåïåé òó-ðà T2 öâåòàìè èç {1, 2}. Ïåðåõîäèì íà ýòàï 2.Ýòàï 2. Ïîî÷åð�åäíî ð�åáðà êàæäîé öåïè p = v1v2 . . . vm ∈ P (T2), ãäå

m > 3, îêðàøèâàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:1) êðàñèì ðåáðî v1v2 â öâåò α ∈ {1, 2} òàêîé, ÷òî v1 è v2 íå ñîåäèíåíûöåïüþ â M ∪M ′
α;2) äëÿ âñåõ j = 2, . . . ,m− 2 ïîëàãàåì ψ(vjvj+1) := α, åñëè j íå÷�åòíî,è ψ(vjvj+1) := 3− α, åñëè j ÷�åòíî;3) ïîñëåäíåå ðåáðî vm−1vm îêðàøèâàåì â öâåò β = 3− ψ(vm−2vm−1),åñëè vm−1 è vm íå ñîåäèíåíû öåïüþ â M ∪M ′

β, èíà÷å ïîëàãàåì (ðèñ. 5)
ψ(vm−1vm) := 3− β, ψ(vm−2vm−1) := β.Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòàïà 2 ïðîöåäóðà çàâåðøàåò ðàáîòó.2 1 2 1 2 ?....... ....... .............. ....... .......1 1......... ............... ....... 1 1 2 1 2 1 1 2....... ....... .............. ....... .......1 1......... ............... ....... 1 1�èñ. 5Ëåììà 3. Ïðîöåäóðà ψ(T2) çà âðåìÿ O(n) ñòðîèò ðàñêðàñêó ð�åáåð T2â äâà öâåòà òàêóþ, ÷òî ìíîæåñòâî ð�åáåð êàæäîãî öâåòà â îáúåäèíåíèèñ M äà�åò òóð è êàæäàÿ öåïü òóðà T2 ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé ïàðûñìåæíûõ ð�åáåð îäíîãî öâåòà.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâà (iii) íà ýòàïå 1 öèê-ëîâ â M ∪M ′

i íå îáðàçóåòñÿ.�àññìîòðèì ýòàï 2. Äîêàæåì, ÷òî íà øàãå 1 íàéä�åòñÿ ïîäõîäÿùèéöâåò α äëÿ îêðàøèâàíèÿ ðåáðà v1v2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âåðøèíà v2 íåèíöèäåíòíà ð�åáðàì èçM , òî â êà÷åñòâå α ìîæíî âçÿòü ëþáîé èç öâåòîâ 1èëè 2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåáðî v2x ∈M . Ïîñêîëüêó dH(v2) = 3, ñîãëàñíîñâîéñòâó (iv) èìååì dH(x) = 2, ò. å. âåðøèíà x èíöèäåíòíà íå áîëåå ÷åìîäíîìó îêðàøåííîìó ðåáðó èç T2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû v1 è v2ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû öåïüþ òîëüêî â îäíîì èç ïîäãðà�îâ M ∪ M ′
1,

M ∪M ′
2, ò. å. íóæíûé öâåò α ñóùåñòâóåò.



Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 29Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 29Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 29Íà øàãå 2 ïðîöåäóðà îêðàøèâàåò öåïü p äî ïðåäêîíöåâîãî ðåáðàâêëþ÷èòåëüíî, ÷åðåäóÿ öâåòà, ïðè ýòîì ïî ñâîéñòâó (iv) äëÿ êàæäîãîðåáðà vjvj+1 õîòÿ áû îäèí èç åãî êîíöîâ íå ïîêðûò ð�åáðàìè èç M . Ñëå-äîâàòåëüíî, çàïðåù�åííûõ öèêëîâ íå îáðàçóåòñÿ, à âñå îêðàøåííûå ð�åáðàêàæäîãî èç öâåòîâ îáðàçóþò ïàðîñî÷åòàíèå.�àññìîòðèì øàã 3. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî
ψ(vm−2vm−1) = 1.Åñëè vm−1 è vm íå ñîåäèíåíû öåïüþ â M ∪M ′

2, òî ðåáðî vm−1vm îêðà-øèâàåòñÿ â öâåò 2, ïðè ýòîì ðàñêðàñêà âñåõ ð�åáåð öåïè p îñòà�åòñÿ ïðà-âèëüíîé. Ïóñòü vm−1 è vm ñîåäèíåíû öåïüþ â M ∪ M ′
2, òîãäà â ñèëóñâîéñòâà (iv) ýòè âåðøèíû íå ñîåäèíåíû âM ∪M ′

1. Ñëåäîâàòåëüíî, îêðà-øèâàíèå vm−1vm â öâåò 1 íå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ öèêëîâ â M ∪M ′
1.Äîêàæåì, ÷òî ïîñëå ïåðåêðàøèâàíèÿ ðåáðà vm−2vm−1 â öâåò 2 ñâîéñòâî

M∪M ′
2 áûòü òóðîì íå íàðóøàåòñÿ. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî äî ýòîé ïåðå-êðàñêè åäèíñòâåííàÿ öåïü âM∪M ′

2 ñ íà÷àëîì â vm−1 îêàí÷èâàåòñÿ â vm,ïîýòîìó ïðè îêðàøèâàíèè vm−2vm−1 â öâåò 2 öèêëîâ íå îáðàçóåòñÿ. Âî-âòîðûõ, ïîñêîëüêó dH(vm−1) = 3, ïî ñâîéñòâó (iv) èìååì dH(vm−2) = 2.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå ïåðåêðàñêè vm−2vm−1 âåðøèíà vm−2 âM∪M ′
2 èìå-åò ñòåïåíü íå áîëåå 2.Îñòà�åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïðîöåäóðû íà êàæäîé öå-ïè òóðà T2 ìîæåò îáðàçîâàòüñÿ ëèøü îäíà ïàðà ñìåæíûõ îäíîöâåòíûõð�åáåð, à èìåííî vm−3vm−2 è vm−2vm−1. Âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü ïðîöåäó-ðû ψ(T2) îöåíèâàåòñÿ òàêèì æå îáðàçîì, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåì-ìû 2. Ëåììà 3 äîêàçàíà.2.3. Ñâîéñòâà òóðîâ M ∪Mi è M ∪M ′

i . Â ýòîì ïóíêòå óñòàíàâ-ëèâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà òóðîâ M ∪Mi è M ∪M ′
i , îáåñïå÷èâàþùèåâîçìîæíîñòü èõ äîïîëíåíèÿ äî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ.Ëåììà 4. Íèêàêîé êîíåö öåïè èç T1 íå ìîæåò áûòü êîíöîì öåïè â

M ∪M ′
i , i = 1, 2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v � êîíåö öåïè â T1. Â ñèëó ñâîéñòâà (i′)ïðè v èìååòñÿ ðåáðî èç M è ïàðà ð�åáåð e1, e2 èç T2. Òàê êàê ïî ëåììå 3

M ∪M ′
1 è M ∪M ′

2 � òóðû, ð�åáðà e1, e2 íå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîìóè òîìó æå M ′
i . Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà v íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì öåïè íè â

M ∪M ′
1, íè â M ∪M ′

2. Ëåììà 4 äîêàçàíà.Ëåììà 5. Ïóñòü n > 15. Åñëè p(T2) 6 2, òî äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2, 3}òóðM ∪Mi ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç ÷åòûð�åõ öåïåé. Ïðè ýòîì åñëè ñðåäèíèõ èìååòñÿ ðîâíî îäíà öåïü ïîëîæèòåëüíîé äëèíû, òî ÷èñëî èíãëîâ



30 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà30 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà30 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâàíå ìåíüøå 5, à åñëè öåïåé ïîëîæèòåëüíîé äëèíû ðîâíî äâå, òî ÷èñëîñèíãëîâ íå ìåíüøå 3.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p(T2) 6 2. Òîãäà p(T1) 6 2 ïî ñâîéñòâó (v).Ïîäãðà� T1 ∪ T2 ñîäåðæèò íå áîëåå 8 âåðøèí ñòåïåíè 3. Ñëåäîâàòåëüíî,
|M | 6 4.Ïóñòü s è k � êîëè÷åñòâî ñèíãëîâ è öåïåé ïîëîæèòåëüíîé äëèíû â
M ∪Mi ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà p(M ∪Mi) = k + s = n − |M ∪Mi|. Òàêêàê M è Mi � ïàðîñî÷åòàíèÿ, â êàæäîé öåïè òóðà M ∪Mi ð�åáåð èç Miíå áîëåå ÷åì íà îäíî áîëüøå, ÷åì ð�åáåð èç M . Çíà÷èò, |Mi| 6 |M | + k,îòêóäà ïîëó÷àåì
15− (k+ s) 6 n− (k+ s) = |M ∪Mi| 6 |M |+ |M |+ k 6 4 + 4+ k = 8+ k.Ñëåäîâàòåëüíî, s > 7− 2k, òåì ñàìûì p(M ∪Mi) = k + s > 4. Ïðè ýòîìåñëè k = 1, òî s > 5, à åñëè k = 2, òî s > 3. Ëåììà 5 äîêàçàíà.Ëåììà 6. Ïóñòü n > 15. Åñëè p(T2) 6 2 èëè p(T1) = 1, òî äëÿ êàæ-äîãî i ∈ {1, 2} òóð M ∪M ′

i ñîäåðæèò íå ìåíåå òð�åõ öåïåé ïîëîæèòåëüíîéäëèíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p(T2) 6 2. Òîãäà p(T1) 6 2 ïî ñâîéñòâó (v).Ñëåäîâàòåëüíî, |M | 6 4. Èç ñâîéñòâà (i′) è îïèñàíèÿ ïðîöåäóðû ψ(T2)ñëåäóåò, ÷òî íà êàæäîé öåïè p = v1v2 . . . vm ∈ P (T2) òîëüêî îäíà âåðøèíàìîæåò áûòü íå ïîêðûòà ðåáðîì èç M ∪M ′
i , à èìåííî âåðøèíà vm−2, ïðèóñëîâèè, ÷òî â M ′

3−i èìååòñÿ ïàðà ñìåæíûõ ð�åáåð vm−3vm−2, vm−2vm−1.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ñèíãëîâ s â M ∪M ′
i ðàâíî ÷èñëó ïàð ñìåæíûõð�åáåð â M ′

3−i. Â ÷àñòíîñòè, s 6 p(T2) 6 2. Ïðè ýòîì ÷èñëî ïàð ñìåæíûõð�åáåð â M ′
i íå ïðåâîñõîäèò p(T2)− s 6 2− s.Ïóñòü k � ÷èñëî öåïåé ïîëîæèòåëüíîé äëèíû â M ∪M ′

i . Òîãäà
|M ∪M ′

i | = n− p(M ∪M ′
i) = n− k − s > 15− k − s. (∗)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êàæäîé öåïè òóðà M ∪M ′

i , ñîäåðæàùåé t ïàð ñìåæ-íûõ ð�åáåð èç M ′
i , ÷èñëî ð�åáåð èç M ′

i íå áîëåå ÷åì íà 1 + t ïðåâîñõîäèò÷èñëî ð�åáåð èç M . Òàê êàê |M | 6 4 è â M ′
i èìååòñÿ íå áîëåå 2 − s ïàðñìåæíûõ ð�åáåð, èìååì

|M ′
i | 6 |M |+ k + (2− s) 6 6 + k − s. (∗∗)Èç (∗) è (∗∗) ïîëó÷àåì

15− k − s 6 |M ∪M ′
i | = |M |+ |M ′

i | 6 4 + 6 + k − s = 10 + k − s,



Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 31Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 31Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 31÷òî ðàâíîñèëüíî k > 3.Ïóñòü p(T1) = 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p(T2) > 3. Â ñèëó ñâîéñòâà (v)â T2 èìååòñÿ íå ìåíüøå äâóõ öèêëè÷åñêèõ öåïåé. Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì (iii)è (iv) âíóòðåííèå âåðøèíû ëþáîé öèêëè÷åñêîé öåïè íå èíöèäåíòíû ð�åá-ðàì èç M . Ñëåäîâàòåëüíî, ð�åáðà èç M ′
1 è M ′

2 â òàêèõ öåïÿõ ÷åðåäó-þòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ öåïü òóðà T2 â îáúåäèíåíèèñM -ðåáðîì, å�å çàìûêàþùèì, ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó öåïü ïîëî-æèòåëüíîé äëèíû êàæäîãî èç òóðîâM∪M ′
1,M ′∪M2. Îñòà�åòñÿ çàìåòèòü,÷òî â êàæäîì èç ýòèõ òóðîâ èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå åù�å îäíà öåïü, ñî-äåðæàùàÿ ð�åáðàM , èíöèäåíòíûå êîíöàì àöèêëè÷åñêèõ öåïåé èç T1 è T2.Ëåììà 6 äîêàçàíà.2.4. Ïîñòðîåíèå òóðîâ T ∗

1 è T ∗
2 . Ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà íàõîäèò âñâÿçíîì 4-ðåãóëÿðíîì ãðà�å G4 (≡ Gi

4), íå èçîìîð�íîì K5 è K4,4, ïà-ðó òóðîâ, êîòîðûå äàëåå èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìîì A7/9 äëÿ ïîñòðîåíèÿãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1 è H2.Ïðîöåäóðà T ∗
1,2Ýòàï 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðû P8/5 èç [2℄ è T1,2 èçï. 2.1, íàõîäèì â G4 òóðû T1, T2 è ïàðîñî÷åòàíèå M ñî ñâîéñòâàìè (i)�(vii). Ïåðåõîäèì íà ýòàï 1.Ýòàï 1. Åñëè w(T1 ∪ T2) > 7

9w(G4), òî ïîëàãàåì T ∗
1 := T1, T ∗

2 := T2 èçàâåðøàåì ðàáîòó, èíà÷å ïåðåõîäèì íà ýòàï 2.Ýòàï 2. Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ψ(T2) ðàçáèâàåì òóð T2 íà ìíîæåñòâàð�åáåð M ′
1, M ′

2, êàæäîå èç êîòîðûõ â îáúåäèíåíèè ñ M äà�åò òóð. Åñëè
w(T1∪M

′
j∪M) > 7

9w(G4) äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, 2}, òî ïîëàãàåì T ∗
1 := T1,

T ∗
2 := M ′

j ∪M è çàâåðøàåì ðàáîòó, èíà÷å ïåðåõîäèì íà ýòàï 3.Ýòàï 3. Ïîëàãàåì T ∗
2 := T2. Ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû ϕ(T1) ðàçáèâàåìòóð T1 íà ïàðîñî÷åòàíèÿ M1, M2, M3, êàæäîå èç êîòîðûõ â îáúåäèíåíèèñ M äà�åò òóð. Âûáèðàåì j òàêîé, ÷òî âåñ w(T2 ∪Mj ∪M) ìàêñèìàëåí, èïîëàãàåì T ∗

1 :=Mj ∪M . Êîíåö.Çàìå÷àíèå 1. Ïðîöåäóðà T ∗
1,2 âûäà�åò â êà÷åñòâå T ∗

1 , T ∗
2 îäíó èçñëåäóþùèõ ïàð: {T1, T2}, {T1,M ∪M ′

1}, {T1,M ∪M ′
2}, {M ∪M1, T2}, {M ∪

M2, T2}, {M ∪M3, T2}.Ëåììà 7. Ïðîöåäóðà T ∗
1,2 çà âðåìÿ O(n2) íàõîäèò â ñâÿçíîì 4-ðåãó-ëÿðíîì ãðà�å G4, íå èçîìîð�íîì K5 è K4,4, ïàðó òóðîâ T ∗

1 , T
∗
2 , ñóììàð-íûé âåñ êîòîðûõ íå ìåíüøå 7

9w(G4).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåìì 2, 3 è ñâîéñòâà (i) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðî-öåäóðà çàâåðøàåò ðàáîòó íà îäíîì èç ýòàïîâ 1 èëè 2, òî îíà ñòðîèò ïàðó



32 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà32 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà32 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâàð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ òóðîâ â G4, îöåíêà ñóììàðíîãî âåñà êîòîðûõñëåäóåò èç ýòàïîâ 1 è 2.Íà ýòàïå 3 èìååì
w(T1 ∪ T2) <

7

9
w(G4), T2 =M ′

1 ∪M
′
2,

w(T1 ∪M
′
i ∪M) <

7

9
w(G4), i = 1, 2.Ñëåäîâàòåëüíî, w(M) > 2

9w(G4), w(M ′
i) > 2

9w(G4), i = 1, 2, îòêóäà
w(T2) >

4
9w(G4). Ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû ϕ(T1) òóð T1 ðàçáèâàåòñÿ íàòðè ïàðîñî÷åòàíèÿ M1, M2 è M3, êàæäîå èç êîòîðûõ ïî ëåììå 2 â îáú-åäèíåíèè ñM äà�åò òóð. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò èíäåêñ j ∈ {1, 2, 3} òà-êîé, ÷òî w(T2 ∪Mj ∪M) > 7

9w(G4). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w(T2∪M1∪M) <
7
9w(G4). Òîãäà w(M2 ∪M3) >

2
9w(G4). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî w(M2) >

1
9w(G4). Ñëåäîâàòåëüíî,

w(T2 ∪M2 ∪M) >
4

9
w(G4) +

1

9
w(G4) +

2

9
w(G4) =

7

9
w(G4).×òîáû îöåíèòü âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû T ∗

1,2 çàìåòèì, ÷òîòðóäî�åìêîñòü ýòàïà 0 îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé P8/5 èç [2℄ è ðàâíà O(n2).Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîãî èç ýòàïîâ 1�3 íå ïðåâîñõîäèò O(n), êàê ñëå-äóåò èç ëåìì 2 è 3. Ëåììà 7 äîêàçàíà.3. Ïîñòðîåíèå ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé äëÿêîìïîíåíò ñâÿçíîñòè G4Â ñëó÷àå, êîãäà íàéäåííûé àëãîðèòìîì A7/9 íà ýòàïå 1 ãðà� G4íåñâÿçåí, íàì ïîòðåáóåòñÿ íàéòè äëÿ êàæäîé åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíî-ñòè Gi
4 ïàðó ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé â G, ñóììàðíûé âåñ êîòî-ðûõ íå ìåíüøå 7

9w
(
Gi

4

). Ïðè ýòîì åñëè êîìïîíåíòà Gi
4 íå èçîìîð�íà K5è K4,4, òî ïîñòðîåííûå öåïè áóäóò ñîäåðæàòü âñå ð�åáðà òóðîâ T ∗

1 , T
∗
2 ,îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.×åðåç T → P (ñîîòâåòñòâåííî T → H) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîöåäóðóñîåäèíåíèÿ öåïåé òóðà T â îäíó öåïü P (öèêë H) ïóò�åì äîáàâëåíèÿ ð�åáåðìåæäó èõ êîíöåâûìè âåðøèíàìè â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ïðè ýòîì åñëèäîáàâëåííûå ð�åáðà íàõîäèëèñü â äðóãîì òóðå, òî óäàëÿåì èõ èç íåãî.3.1. Ñëó÷àé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, íå èçîìîð�íîé K5 è K4,4.Ïóñòü G4 (≡ Gi

4)� ñâÿçíûé 4-ðåãóëÿðíûé n-âåðøèííûé ïîäãðà� â G, íåèçîìîð�íûé K5 è K4,4, T ∗
1 , T

∗
2 � ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèåñÿ òóðû â G4,íàéäåííûå ïðîöåäóðîé T ∗

1,2 èç ï. 2.4.



Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 33Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 33Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 33Ëåììà 8. Îïèñàííàÿ íèæå ïðîöåäóðà P1,2 çà âðåìÿ O(n) íàõîäèòâ G ïàðó ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé P1, P2 ñî ñâîéñòâàìè V (P1) =
V (P2) = V (G4), E(P1) ∪ E(P2) ⊃ T ∗

1 ∪ T ∗
2 è w(P1 ∪ P2) > 7

9w(G4) (ïðèýòîì íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå E(P1) ∪ E(P2) ⊂ E(G4)).Ïðîöåäóðà P1,2Ýòàï 1. Âûïîëíÿåì T ∗
2 → P2, ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåìåùàÿ ð�åáðàèç T ∗

1 â P2. Åñëè ïîñëå ýòîãî p(T ∗
1 ) = 1, òî ïîëàãàåì P1 := T ∗

1 è çàâåðøàåìðàáîòó, èíà÷å ïåðåõîäèì íà ýòàï 2.Ýòàï 2. Ïîêà p(T ∗
1 ) > 2, äîáàâëÿåì ê T ∗

1 ðåáðî e 6∈ E(P2), ñîåäèíÿþ-ùåå êîíöåâóþ âåðøèíó x êðàò÷àéøåé öåïè èç T ∗
1 ñ êîíöîì äðóãîé öåïèèç T ∗

1 . Ïðè p(T ∗
1 ) = 2 ïåðåõîäèì íà ýòàï 3.Ýòàï 3. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå êîíöû ðàçíûõ öåïåéèç T ∗

1 è íå ïðèíàäëåæàùåå P2, òî äîáàâëÿåì åãî ê T ∗
1 è ïîëàãàåì P1 := T ∗

1 ,ïîñëå ÷åãî çàâåðøàåì ðàáîòó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òóð T ∗
1 ñîñòîèò èçöåïåé p1 = x è p2 = y . . . z òàêèõ, ÷òî xy ∈ E(P2) è xz ∈ E(P2). Íåíàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî y � âíóòðåííÿÿ âåðøèíà â P2.Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåùàåì ðåáðî xy èç P2 â T ∗

1 è ïîëàãàåì P1 := T ∗
1 . Ïðèýòîì öåïü P2 ðàñïàäàåòñÿ íà äâå öåïè ïîëîæèòåëüíîé äëèíû. Ñîåäèíÿåìèõ ìåæäó ñîáîé ðåáðîì, íå âõîäÿùèì â P1, è ïðåäúÿâëÿåì ïîëó÷åííóþöåïü â êà÷åñòâå P2. Êîíåö.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ïðîöå-äóðû P1,2 çàìåòèì, ÷òî íà ýòàïå 2 òðåáóåìîå ðåáðî e íàéä�åòñÿ, ïîñêîëüêóâåðøèíà x èíöèäåíòíà íå áîëåå ÷åì äâóì P2-ð�åáðàì, à â òóðå T ∗
1 èìå-åòñÿ íå ìåíüøå òð�åõ êîíöîâ öåïåé, íå ñîäåðæàùèõ x. Äåéñòâèòåëüíî,â ïðîòèâíîì ñëó÷àå T ∗

1 ñîñòîèò òîëüêî èç òð�åõ îäíîâåðøèííûõ öåïåé,÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó 4-ðåãóëÿðíîñòè ãðà�à G4. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòà-ïà 3 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè òóð T ∗
i ñîñòîèò èç äâóõ íåîäíîâåð-øèííûõ öåïåé, òî ð�åáðà, ñîåäèíÿþùèå êîíöû ðàçíûõ öåïåé, îáðàçóþò4-öèêë, à ïîòîìó õîòÿ áû îäíî èç íèõ íå ïðèíàäëåæèò öåïè P3−i. Íàêî-íåö, ñâîéñòâà V (P1) = V (P2) = V (G4), E(P1) ∪ E(P2) ⊃ E(T ∗

1 ) ∪E(T ∗
2 ) è

w(P1 ∪ P2) >
7
9w(G4) ñëåäóþò èç îïèñàíèÿ ïðîöåäóðû P1,2 è ëåììû 7.Îñòà�åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ýòàïû 1 è 2 ïðîöåäóðû P1,2 âûïîëíÿþòñÿ çàâðåìÿ O(n), à ýòàï 3 � çà âðåìÿ O(1). Ëåììà 8 äîêàçàíà.3.2. Ñëó÷àé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, èçîìîð�íîé K5 èëè K4,4.Ïóñòü G4 � 4-ðåãóëÿðíûé ïîäãðà� â G, èçîìîð�íûé K5 èëè K4,4. Îïè-øåì ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ íàõîäèò â G4 ïàðó ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõ-ñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öåïåé, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ íå ìåíüøå 4

5w(G4) >



34 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà34 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà34 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà
7
9w(G4). Ïóñòü V (G4) = {v0, . . . , v4}, åñëè G4

∼= K5, èíà÷å {v0, v1, v2, v3}� âåðøèíû îäíîé äîëè G4
∼= K4,4, {u0, u1, u2, u3} � âåðøèíû äðóãîé.Ïðîöåäóðà P ′

1,2Ýòàï 1. Åñëè G4
∼= K5, òî íàõîäèì èíäåêñ j ∈ {0, . . . , 4} òàêîé, ÷òî

w(vjvj+1) + w(vj+2vj+4) = min
i=0,4

{w(vivi+1) + w(vi+2vi+4)}(ñóììèðîâàíèå èíäåêñîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìîäóëþ 5).Ïîëàãàåì P1 := vj+1vj+2vj+3vj+4vj , P2 := vj+2vjvj+3vj+1vj+4 è çàâåð-øàåì ðàáîòó.Ýòàï 2. Åñëè G4
∼= K4,4, òî íàõîäèì ïàðó èíäåêñîâ k, l ∈ {0, . . . , 3}òàêèõ, ÷òî

w(vkul+3) + w(vk+1ul+2) = min
i,j=0,3

{w(viuj+3) + w(vi+1uj+2)}(ñóììèðîâàíèå èíäåêñîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìîäóëþ 4).Ïîëàãàåì
P1 := vkulvk+1ul+1vk+2ul+2vk+3ul+3,

P2 := vk+1ul+3vk+2ulvk+3ul+1vkul+2è çàâåðøàåì ðàáîòó.Ëåììà 9. Ïðîöåäóðà P ′
1,2 çà âðåìÿ O(1) íàõîäèò â ãðà�å G4, èçî-ìîð�íîì K5 èëè K4,4, ïàðó ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõöåïåé, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ íå ìåíüøå 4

5w(G4) èëè 7
8w(G4) ñîîòâåò-ñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G4

∼= K5. Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíîåïî âåñó ïàðîñî÷åòàíèå âèäà vivi+1, vi+2vi+4, i = 0, 4, èìååò âåñ íå áî-ëåå 1
5w(G4), òàê êàê âñå òàêèå ïàðîñî÷åòàíèÿ îáðàçóþò ðàçáèåíèå E(G4).Áåç ïîòåðè îáùíîñòè äîïóñòèì, ÷òî ýòî ïàðîñî÷åòàíèå v0v1, v2v4. Òîãäàíà ïåðâîì ýòàïå ïðîöåäóðû áóäóò íàéäåí èíäåêñ j = 0 è ïàðà íåïåðå-ñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öåïåé v1v2v3v4v0, v2v0v3v1v4, êîòîðàÿ èìååòâåñ w(G4)− (w(v0v1) + w(v2v4)) > w(G4)−

1
5w(G4) =

4
5w(G4).Ïóñòü G4

∼= K4,4. Ìèíèìàëüíîå ïî âåñó ïàðîñî÷åòàíèå âèäà viuj+3,
vi+1uj+2, i, j = 0, 3, èìååò âåñ íå áîëåå 1

8w(G4), òàê êàê ÷èñëî òàêèõ ïà-ðîñî÷åòàíèé ðàâíî 16 è îíè äâàæäû ïîêðûâàþò E(G4). Áåç ïîòåðè îáù-íîñòè äîïóñòèì, ÷òî ìèíèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå v0u3, v1u2.Òîãäà íà âòîðîì ýòàïå áóäóò íàéäåíû èíäåêñû k = l = 0 è ïàðà íåïåðåñå-êàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öåïåé v0u0v1u1v2u2v3u3, v1u3v2u0v3u1v0u2, êî-òîðàÿ èìååò âåñ w(G4)−(w(v0u3)+w(v1u2)) > w(G4)−
1
8w(G4) =

7
8w(G4).
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1,2 ñëåäóåò èç å�åîïèñàíèÿ è óñëîâèÿ |V (G4)| 6 8. Ëåììà 9 äîêàçàíà.4. Äîïîëíåíèå ïàðû ÷àñòè÷íûõ òóðîâ äî ãàìèëüòîíîâûõöèêëîâÂ ýòîì ðàçäåëå áóäåò îïèñàíà è îáîñíîâàíà ïðîöåäóðà ïðåîáðàçîâà-íèÿ ïàðû ÷àñòè÷íûõ òóðîâ T ∗

1 , T
∗
2 â G â ïàðó ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ. Ïðè ýòîì �îðìóëèðîâêà ñàìîé ïðîöåäóðû äà�åòñÿâ ï. 4.1, à å�å êîððåêòíîñòü è ñâîéñòâà óñòàíàâëèâàþòñÿ â ï. 4.2.4.1. Îïèñàíèå ïðîöåäóðû H1,2. Ïóñòü äàíû ãðà� G = Kn, n > 15,

G4 � 4-ðåãóëÿðíûé ïîäãðà� â G, ïîëó÷åííûé íà ýòàïå 1 àëãîðèòìà A7/9,è T ∗
1 , T ∗

2 � ïàðà ÷àñòè÷íûõ òóðîâ â G, ïîñòðîåííàÿ ëèáî íà ýòàïå 2 ýòîãîàëãîðèòìà (åñëè ãðà� G4 ñâÿçåí), ëèáî íà ýòàïàõ 2�4 (åñëè G4 íåñâÿçåí).Íà÷í�åì ñ îäíîãî íåîáõîäèìîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü â ãðà�å G èìååòñÿïàðà ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé P1, P2 íà îäíîì è òîì æå ìíîæå-ñòâå âåðøèí U ⊂ V , ãäå |U | = m > 1. Îðèåíòàöèþ P1 = x1x2 . . . xm,
P2 = y1y2 . . . ym öåïåé P1 è P2 íàçîâ�åì ñîãëàñîâàííîé, åñëè x1 = y1 èëè
x1 6∈ {y1, ym}, à òàêæå xm = ym èëè xm 6∈ {y1, ym}. Çàìåòèì, ÷òî ïðèýòîì x1 6= ym è xm 6= y1. ßñíî, ÷òî ñîãëàñîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ äâóõ öåïåéâñåãäà ñóùåñòâóåò.Îïèñàííàÿ íèæå ïðîöåäóðàH1,2 èñïîëüçóåò íà íåêîòîðûõ ýòàïàõ ïðî-öåäóðó PT→H èç [2℄, ïîçâîëÿþùóþ äîñòðîèòü äàííûé òóð T , ñîäåðæàùèéíå ìåíåå òð�åõ öåïåé ïîëîæèòåëüíîé äëèíû è ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèéñÿñ çàäàííûì ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì H ′, äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H, íåïå-ðåñåêàþùåãîñÿ ñ H ′, ïóò�åì äîáàâëåíèÿ ð�åáåð ìåæäó êîíöåâûìè âåðøè-íàìè öåïåé èç T .Ïðîöåäóðà PT→HÝòàï 1. Ïîêà â T èìååòñÿ ñèíãë c, âûáèðàþòñÿ òðè ïðîèçâîëüíûåöåïè ïîëîæèòåëüíîé äëèíû (u1, . . . , uk), (v1, . . . , vl) è (w1, . . . , wm). Ê òó-ðó T äîáàâëÿåòñÿ îäíî èç ð�åáåð cu1, cv1, cw1, êîòîðîå íå ïðèíàäëåæèòãàìèëüòîíîâó öèêëó H ′. Ê îêîí÷àíèþ ýòàïà 1 â T íåò ñèíãëîâ.Ýòàï 2. Ïîêà â T èìååòñÿ áîëåå òð�åõ öåïåé, âûáèðàþòñÿ äâå ïðî-èçâîëüíûå öåïè (u1, . . . , uk) è (v1, . . . , vl). Ê òóðó T äîáàâëÿåòñÿ îäíî èçð�åáåð u1v1, u1vl, ukv1, ukvl, êîòîðîå íå ïðèíàäëåæèò ãàìèëüòîíîâó öèê-ëó H ′.Ýòàï 3. Ê íà÷àëó ýòàïà òóð T ñîñòîèò ðîâíî èç òð�åõ öåïåé ïîëîæè-òåëüíîé äëèíû (u1, . . . , uk), (v1, . . . , vl) è (w1, . . . , wm). Èç âñåõ âîçìîæ-íûõ âàðèàíòîâ ñîåäèíåíèÿ ýòèõ öåïåé â ãàìèëüòîíîâ öèêë H âûáèðàåòñÿòîò, êîòîðûé íå èñïîëüçóåò ð�åáåð öèêëà H ′.



36 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà36 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà36 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.ÇàìáàëàåâàÓòâåðæäåíèå. Ïî çàäàííûì ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèìñÿ ãàìèëüòî-íîâó öèêëó H ′ è òóðó T â ãðà�å G ïðîöåäóðà PT→H çà âðåìÿ O(n) ñòðîèòãàìèëüòîíîâ öèêë H ⊇ T òàêîé, ÷òî H ∩H ′ = ∅.Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ýòàïå 1 èìåþòñÿ òðè ðåáðà cu1, cv1 è cw1,ïîýòîìó õîòÿ áû îäíî èç íèõ íå âõîäèò â H ′. Íà ýòàïå 2 ð�åáðà u1v1,
u1vl, ukv1 è ukvl îáðàçóþò öèêë äëèíû 4, ïîýòîìó õîòÿ áû îäíî èç íèõíå âõîäèò â H ′. Âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ öèêëà H íà ýòàïå 3 äîêàçàíàâ [1℄ ðàññìîòðåíèåì âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ íà öèêëå H ′ êîí-öîâ öåïåé, îñòàâøèõñÿ íà ýòàïå 3. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà êîððåêòíà.Î÷åâèäíî, ÷òî âðåìÿ å�å ðàáîòû ëèíåéíî ïî n. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Â ïðèâåä�åííîì íèæå îïèñàíèè ïðîöåäóðû H1,2 ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òîåñëè íà íåêîòîðîì å�å ýòàïå ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå äâóõ ãàìèëüòîíîâûõöèêëîâ H1,H2, òî ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.Ïðîöåäóðà H1,2Ýòàï 0. Ïóñòü G1

4(V1, E1), G
2
4(V2, E2), . . . , G

t
4(Vt, Et) � âñå êîìïîíåí-òû ñâÿçíîñòè ãðà�à G4. Ïðè t = 1 ïåðåõîäèì íà ýòàï 1, à ïðè t > 2 � íàýòàï 2.Ýòàï 1. Çàìåòèì, ÷òî íà ýòàïå 1 è åãî ïîäýòàïàõ ãðà� G4 ñâÿçåí,

V (G4) = V è òóðû T ∗
1 , T

∗
2 ïîñòðîåíû ïðîöåäóðîé T ∗

1,2 èç ï. 2.4. Ïóñòüòóðû T1, T2 è ïàðîñî÷åòàíèå M ïîëó÷åíû íà ýòàïå 0 ýòîé ïðîöåäóðû.Åñëè T ∗
1 = T1, òî ïåðåõîäèì íà ýòàï 1.1, à åñëè T ∗

1 = M ∪Mi è T ∗
2 = T2,ãäå Mi � îäíî èç ïàðîñî÷åòàíèé, ïîñòðîåííûõ ïðîöåäóðîé ϕ(T1), òî íàýòàï 1.2.Ýòàï 1.1. Ïóñòü T ∗

1 = T1. Ïðè p(T1) > 2 ïåðåõîäèì íà ýòàï 1.1.1, àïðè p(T1) = 1 � íà ýòàï 1.1.2.Ýòàï 1.1.1. Ïóñòü p(T1) > 2. Âûïîëíÿåì T ∗
2 → H2. Åñëè ïîñëå ýòîãî

p(T1) > 3, òî äîñòðàèâàåì T1 äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H1, íå ïåðåñåêàþ-ùåãîñÿ ñ H2, ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû PT→H èç [2℄. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àåâûïîëíÿåì T1 → H1.Ýòàï 1.1.2. Íà ýòîì ýòàïå è åãî ïîäýòàïàõ èìååì P (T1) = {p1 =
v1v2 . . . vn}. Åñëè T ∗

2 = T2, òî ïðè p(T2) = 1 ïåðåõîäèì íà ýòàï 1.1.2.1, àïðè p(T2) = 2 � íà ýòàï 1.1.2.2. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (T ∗
2 = T2 è

p(T2) > 3, ëèáî T ∗
2 = M ∪M ′

i) ïîëàãàåì H1 := p1 ∪ {v1vn}, ïîñëå ÷åãîäîïîëíÿåì T ∗
2 äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H2 ïðîöåäóðîé PT→H .Ýòàï 1.1.2.1. Ïóñòü T ∗

2 = T2 è P (T2) = {p2 = vk . . . vl}, ãäå l > k.Ïîëàãàåì H2 := p2 ∪ {vkvl}, è åñëè l 6= k + 1, òî H1 := p1 ∪ {v1vn}, èíà÷å
H1 := p1 ∪ {v1vk+1, vkvn} \ {vkvk+1}.



Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 37Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 37Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 37Ýòàï 1.1.2.2. Ïóñòü T ∗
2 = T2 è P (T2) = {p′1, p

′
2}. Åñëè íå ñóùåñòâóåòòàêîãî èíäåêñà k, ÷òî p′1 = vk . . . vl, p′2 = vk−1 . . . vk+1, òî ïîëàãàåì H1 :=

p1∪{v1vn} è ñîåäèíÿåì öåïè p′1, p′2 â ãàìèëüòîíîâ öèêë H2, äîáàâëÿÿ ê T2äâà ðåáðà, íå ïðèíàäëåæàùèõ H1.Ïóñòü p′1 = vk . . . vl, p′2 = vk−1 . . . vk+1. Åñëè l ∈ {k − 2, k + 2}, äëÿîïðåäåë�åííîñòè l = k + 2, òî ïîëàãàåì H2 := T2 ∪ {vk−1vk, vk+1vk+2},
T1 := T1 \ {vk−1vk, vk+1vk+2}, ïîñëå ÷åãî äîïîëíÿåì T1 äî ãàìèëüòîíîâàöèêëà H1 ïðîöåäóðîé PT→H .Íàêîíåö, â ñëó÷àå l 6∈ {k−2, k+2} ñîãëàñíî ñâîéñòâó (vii) õîòÿ áû îäíîèç ð�åáåð v1vk+1, vk−1vn íå ïðèíàäëåæèò öåïè p′2 (à çíà÷èò, è òóðó T2).Ïóñòü äëÿ îïðåäåë�åííîñòè v1vk+1 6∈ T2. Åñëè vkvn 6∈ T2, òî ïîëàãàåì
H1 := p1 ∪ {v1vk+1, vkvn} \ {vkvk+1}, H2 := T2 ∪ {vkvk+1, vk−1vl}, èíà÷å
H1 := p1 ∪ {v1vk, vk−1vn} \ {vk−1vk}, H2 := T2 ∪ {vk−1vk, vk+1vl}.Ýòàï 1.2. Ïóñòü T ∗

1 = M ∪Mi è T ∗
2 = T2. Ïðè p(T2) 6 2 ïåðåõîäèìíà ýòàï 1.2.1, à ïðè p(T2) > 3 � íà ýòàï 1.2.2.Ýòàï 1.2.1. Ïóñòü p(T2) 6 2. Âûïîëíÿåì T2 → H2. Åñëè ïîñëå ýòîãîêîëè÷åñòâî öåïåé ïîëîæèòåëüíîé äëèíû â T ∗

1 îêàæåòñÿ ìåíüøå òð�åõ, òîñîåäèíÿåì ìåæäó ñîáîé ñèíãëû èç T ∗
1 ð�åáðàìè, íå âõîäÿùèìè â H2, äîòåõ ïîð, ïîêà â T ∗

1 íå îáðàçóåòñÿ òð�åõ öåïåé ïîëîæèòåëüíîé äëèíû. Äàëååäîïîëíÿåì T ∗
1 äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H1 ïðîöåäóðîé PT→H .Ýòàï 1.2.2. Ïóñòü p(T2) > 3. Ñîåäèíÿåì T ∗

1 â ãàìèëüòîíîâó öåïü
P = v1v2 . . . vn, ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿÿ ð�åáðà, íå îáðàçóþùèå îä-íîð�åáåðíûõ öåïåé â T2, è ïîëàãàåì H1 := P∪{v1vn}. Åñëè ïîñëå ýòîãî â T2èìååòñÿ íå ìåíüøå òð�åõ öåïåé ïîëîæèòåëüíîé äëèíû, òî äîïîëíÿåì T2äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H2 ïðîöåäóðîé PT→H . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå T2ñîñòîèò èç äâóõ öåïåé ïîëîæèòåëüíîé äëèíû p′1 = vk . . . vl, p

′
2 = vs . . . vt èñèíãëîâ v1 è vn, ñîåäèí�åííûõ ðåáðîì â H1. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî k < l è s < t. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì

H2 := T2 ∪ {v1vl, v1vt, vkvn, vsvn}.Ýòàï 2. Ïóñòü t > 2, òîãäà ãðà� G4 íåñâÿçåí. Ïðè t = 2 ïåðåõîäèìíà ýòàï 2.1, à ïðè t > 3 � íà ýòàï 2.2.Ýòàï 2.1. Ïóñòü t = 2, òóð T ∗
1 ñîñòîèò èç öåïåé P1, Q1, à òóð T ∗

2 � èçöåïåé P2, Q2, ãäå V (P1) = V (P2) = V1, V (Q1) = V (Q2) = V2. �àññìîòðèìñîãëàñîâàííóþ îðèåíòàöèþ öåïåé P1 = x1x2 . . . xl è P2 = y1y2 . . . yl, àòàêæå öåïåé Q1 = x′1x
′
2 . . . x

′
m è Q2 = y′1y

′
2 . . . y

′
m è ïîëîæèì

H1 := P1 ∪Q1 ∪ {x1x
′
1, xlx

′
m}, H2 := P2 ∪Q2 ∪ {y1y

′
m, yly

′
1}.



38 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà38 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà38 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.ÇàìáàëàåâàÝòàï 2.2. Ïóñòü t > 3. Äîïîëíÿåì òóð T ∗
1 äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H1ïðîöåäóðîé T ∗

1 → H1, à òóð T ∗
2 � äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H2, íå ïåðåñå-êàþùåãîñÿ ñ H1, ïðîöåäóðîé PT→H .4.2. Îáîñíîâàíèå ïðîöåäóðû H1,2. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñâîéñòâ ïðî-öåäóðû H1,2 äîêàæåì ñëåäóþùóþ êëþ÷åâóþ ëåììó.Ëåììà 10. Ïðîöåäóðà H1,2 çà âðåìÿ O(n) íàõîäèò â G = Kn, ãäå

n > 15, ïàðó ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1 è H2òàêóþ, ÷òî H1 ∪H2 ⊃ T ∗
1 ∪ T ∗

2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà T → Hçà âðåìÿ O(n) äîñòðàèâàåò òóð T äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H. Ïðîöåäó-ðà PT→H èç [2℄ çàìûêàåò T äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà, íå ïåðåñåêàþùå-ãîñÿ ñ óæå èìåþùèìñÿ, â òîì ñëó÷àå, åñëè T ñîäåðæèò íå ìåíåå òð�åõöåïåé ïîëîæèòåëüíîé äëèíû. Ïðè ýòîì PT→H òàêæå èìååò ëèíåéíóþòðóäî�åìêîñòü. Îáå ïðîöåäóðû îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïîñòðîåííàÿïàðà ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ (öèêë è òóð) ñîäåðæèò â îáúåäèíåíèè âñåð�åáðà èñõîäíûõ äâóõ òóðîâ (öèêëà è òóðà).Äîêàæåì, ÷òî ïðîöåäóðà H1,2 íà âñåõ ýòàïàõ ðàáîòàåò êîððåêòíî èñòðîèò ïàðó ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1 è H2â G. Ïðè ýòîì âêëþ÷åíèå H1 ∪H2 ⊃ T ∗
1 ∪ T ∗

2 è îöåíêà âðåìåíí�îé ñëîæ-íîñòè O(n) áóäóò ñëåäîâàòü èç îïèñàíèÿ ýòàïîâ ïðîöåäóðû H1,2, ñâîéñòâïðîöåäóð T → H è PT→H , ëåììû 8 è òîãî �àêòà, ÷òî ýòàïû ïðè âûïîë-íåíèè ïðîöåäóðû H1,2 íå ïîâòîðÿþòñÿ.Ñëó÷àé 1. �ðà� G4 ñâÿçåí, ò. å. íà ýòàïå 0 èìååì t = 1. Â ýòîì ñëó÷àåïðîöåäóðà H1,2 ïåðåõîäèò íà ýòàï 1, à òóðû T ∗
1 , T

∗
2 ïîñòðîåíû ïðîöåäóðîé

T ∗
1,2 èç ï. 2.4. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 èìååì ëèáî T ∗

1 = T1 (òîãäà T ∗
2 = T2èëè T ∗

2 = M ∪M ′
i , i ∈ {1, 2}), ëèáî T ∗

1 = M ∪Mj , T ∗
2 = T2, j ∈ {1, 2, 3},ãäå òóðû T1, T2 è ïàðîñî÷åòàíèå M ïîñòðîåíû íà ýòàïå 0 ïðîöåäóðû T ∗

1,2è îáëàäàþò ñâîéñòâàìè (i)�(vii), à ìíîæåñòâà ð�åáåð M ′
i ,Mj ïîëó÷åíû íàýòàïàõ 2, 3 ýòîé ïðîöåäóðû.Ïîäñëó÷àé 1.1. T ∗

1 = T1. Ïðîöåäóðà ïåðåõîäèò íà ýòàï 1.1.Ïîäñëó÷àé 1.1.1. p(T1) > 2. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä íàýòàï 1.1.1. Â ñèëó ñâîéñòâà (ii) â T1 èñõîäíî íåò ñèíãëîâ, à çíà÷èò, åñòü õî-òÿ áû äâå öåïè ïîëîæèòåëüíîé äëèíû. Äîêàæåì, ÷òî åñëè â ïðîöåññå âû-ïîëíåíèÿ T ∗
2 → H2 êàêàÿ-íèáóäü öåïü èç T1 ðàçîðâàëàñü íà íåñêîëüêî, òîñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû äâå öåïè ïîëîæèòåëüíîé äëèíû. Èç ñâîéñòâà (i′) èëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ó öåïåé èç T1 è T ∗

2 íåò îáùèõ êîíöîâ.Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé öåïè èç T1 å�å êîíöåâûå âåðøèíû ïîñëå âûïîëíåíèÿ
T ∗
2 → H2 ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè öåïåé ïîëîæèòåëüíîé äëèíû, ÷òî è òðå-



Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 39Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 39Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 39áóåòñÿ äîêàçàòü. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîñëå âûïîëíåíèÿ T ∗
2 → H2îêàçàëîñü p(T1) > 3, òî T1 ñîäåðæèò íå ìåíåå òð�åõ öåïåé ïîëîæèòåëüíîéäëèíû. Ýòèì îáîñíîâàíà êîððåêòíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû PT→H íàýòàïå 1.1.1. Îñòà�åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî åñëè p(T1) = 2 ïîñëå T ∗

2 → H2, òîòóð T1 íå èçìåíèëñÿ â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ T ∗
2 → H2. Â ýòîì ñëó÷àåêîððåêòíîñòü ïðèìåíåíèÿ T1 → H1 ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (ii) è îòñóòñòâèÿîáùèõ êîíöåâûõ âåðøèí ó T1 è T ∗

2 .Ïîäñëó÷àé 1.1.2. p(T1) = 1. Èìååì P (T1) = {p1 = v1v2 . . . vn},ãäå v1vn 6∈ T2 ∪M ñîãëàñíî ñâîéñòâó (ii). Ïðîöåäóðà H1,2 ïåðåõîäèò íàýòàï 1.1.2. Åñëè íå ïðîèñõîäèò ïåðåõîäà íà ýòàï 1.1.2.1 èëè 1.1.2.2 (ò. å.ëèáî T ∗
2 = T2 è p(T2) > 3, ëèáî T ∗

2 = M ∪M ′
i), òî íà ýòàïå 1.1.2 ïîëó-÷àåì H1 = p1 ∪ {v1vn}, ãäå ðåáðî v1vn íå ïðèíàäëåæèò òóðó T ∗

2 â ñèëóñâîéñòâà (ii). Êîððåêòíîñòü ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû PT→Hê T ∗
2 ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (iii) è óñëîâèÿ p(T2) > 3 (ïðè T ∗

2 = T2) èëè èçëåììû 6 (ïðè T ∗
2 =M ∪M ′

i).Åñëè ïðîèñõîäèò ïåðåõîä íà ýòàï 1.1.2.1, òî ïîñëå åãî âûïîëíåíèÿïîëó÷àåì H1 ∩H2 = ∅ â ñèëó ñâîéñòâ (ii), (i′) è (vi). Ïóñòü ïîñòðîåíèåòóðîâ H1 è H2 ïðîèñõîäèò íà ýòàïå 1.1.2.2. Ïåðåä åãî íà÷àëîì T ∗
2 =

T2, P (T2) = {p′1, p
′
2}. Åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî èíäåêñà k, ÷òî p′1 =

vk . . . vl, p′2 = vk−1 . . . vk+1, òî õîòÿ áû îäíà ïàðà ð�åáåð, çàìûêàþùàÿ T2äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà, íå èìååò îáùèõ ð�åáåð ñ p1 (è íå ñîäåðæèò v1vnâ ñèëó (i′)), ÷òî ïîçâîëÿåò äîñòðîèòü T2 äî öèêëà H2, ð�åáåðíî-íåïåðåñå-êàþùåãîñÿ ñ H1 = p1 ∪ {v1vn}.Ïóñòü p′1 = vk . . . vl, p′2 = vk−1 . . . vk+1. Åñëè l ∈ {k − 2, k + 2}, ñêà-æåì l = k+2, òî íà ýòàïå 1.1.2.2 ïîëó÷àåì H2 = T2 ∪ {vk−1vk, vk+1vk+2},ïðè ýòîì p1 ðàñïàäàåòñÿ íà òðè öåïè v1 . . . vk−1, vkvk+1 è vk+2 . . . vn, êàæ-äàÿ èç êîòîðûõ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äëèíó â ñèëó ñâîéñòâà (i′). Ñëå-äîâàòåëüíî, ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû PT→H ê òóðó T1 êîððåêòíî. Ïóñòü
l 6∈ {k − 2, k + 2}. Â ñèëó ñâîéñòâà (vii) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v1vk+1 6∈ T2.Åñëè vkvn 6∈ T2, òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ H1 ∩H2 = ∅ ñëåäóåò èç îïðåäå-ëåíèÿ öèêëîâ H1 è H2. Â ñëó÷àå vkvn ∈ T2 äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóåòñÿòîò �àêò, ÷òî ð�åáðà v1vk è vk−1vn íå ïðèíàäëåæàò T2: ïåðâîå èç-çà òîãî,÷òî öåïü p′1 íà÷èíàåòñÿ ñ ðåáðà vkvn, âòîðîå � ââèäó ïðèíàäëåæíîñòèâåðøèí vk−1 è vn ðàçíûì öåïÿì òóðà T2 (p′2 è p′1 ñîîòâåòñòâåííî).Ïîäñëó÷àé 1.2. T ∗

1 = M ∪ Mi, T ∗
2 = T2. Ïðîöåäóðà ïåðåõîäèò íàýòàï 1.2.Ïîäñëó÷àé 1.2.1. p(T2) 6 2. Ïðîèñõîäèò ïåðåõîä íà ýòàï 1.2.1. Çà-ìåòèì, ÷òî ïåðåä åãî íà÷àëîì äëÿ T ∗

1 âåðíû âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû 5.Ïîñëå âûïîëíåíèÿ T2 → H2 íà ýòàïå 1.2.1 âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ îñòàþòñÿ



40 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà40 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâà40 À.Í. �ëåáîâ, Ä.Æ.Çàìáàëàåâàâåðíûìè, òàê êàê ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïåðåìåùåíèè ð�åáåð èç T ∗
1 â T ∗

2îáùåå ÷èñëî öåïåé è ÷èñëî ñèíãëîâ â T ∗
1 íå óìåíüøàåòñÿ, à ÷èñëî öåïåéïîëîæèòåëüíîé äëèíû óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó òîëüêî ïðè ðàçðûâå îä-íîð�åáåðíîé öåïè èç T ∗

1 ñ îáðàçîâàíèåì äâóõ ñèíãëîâ. Îñòà�åòñÿ çàìåòèòü,÷òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ T2 → H2 ñðåäè ëþáûõ òð�åõ ñèíãëîâ â T ∗
1 íàéäóòñÿäâà, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü ðåáðîì, íå ïðèíàäëåæàùèì H2. Îòñþäà èèç ëåììû 5 ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ T ∗

1 â òóð, ñîäåðæàùèéíå ìåíåå òð�åõ öåïåé ïîëîæèòåëüíîé äëèíû, à ñëåäîâàòåëüíî, è êîððåêò-íîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû PT→H ê T ∗
1 ïðè çàâåðøåíèè ýòàïà 1.2.1.Ïîäñëó÷àé 1.2.2. p(T2) > 3. Ïðîöåäóðà ïåðåõîäèò íà ýòàï 1.2.2.�àññìîòðèì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé öåïè P . Äî òåõ ïîð ïîêà

p(T ∗
1 ) > 2, â T ∗

1 åñòü ëèáî öåïü ïîëîæèòåëüíîé äëèíû, ëèáî íå ìåíååòð�åõ öåïåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè x � êîíöåâàÿ âåðøèíà êðàò÷àéøåéöåïè â T ∗
1 , òî ñóùåñòâóþò åùå ïî êðàéíåé ìåðå äâå êîíöåâûå âåðøè-íû y, z äðóãèõ öåïåé èç T ∗

1 . Õîòÿ áû îäíî ðåáðî xy èëè xz íå ÿâëÿåòñÿîäíîð�åáåðíîé öåïüþ â T2, ÷òî äîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ñîåäèíåíèÿ òó-ðà T ∗
1 â ãàìèëüòîíîâó öåïü P ñ ñîáëþäåíèåì ïðàâèë ýòàïà 1.2.2. Òàê êàêâ ïðîöåññå ýòîãî ñîåäèíåíèÿ íå óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî öåïåé ïîëîæèòåëüíîéäëèíû â T2, èç ñâîéñòâà (iii) ñëåäóåò, ÷òî ïåðåä äîáàâëåíèåì ðåáðà v1vnê P â òóðå T2 èìååòñÿ íå ìåíüøå òð�åõ òàêèõ öåïåé. Åñëè ðåáðî v1vn òàê-æå íå ÿâëÿåòñÿ îäíîð�åáåðíîé öåïüþ â T2, òî ïîñëå åãî äîáàâëåíèÿ ê Pâ òóðå T2 ïî-ïðåæíåìó åñòü õîòÿ áû òðè öåïè ïîëîæèòåëüíîé äëèíû,÷òî ãàðàíòèðóåò ïðèìåíèìîñòü PT→H ê T2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëèâ T2 îñòàþòñÿ òîëüêî äâå öåïè ïîëîæèòåëüíîé äëèíû, òî èìååò ìåñòîñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â êîíöå ýòàïà 1.2.2. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòüñâîéñòâà H1 ∩H2 = ∅ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ öèêëà H2.Ñëó÷àé 2. �ðà� G4 íåñâÿçåí, ò. å. t > 2. Òåïåðü ïðîöåäóðà ïåðåõîäèòíà ýòàï 2. Çàìåòèì, ÷òî òóðû T ∗

1 è T ∗
2 ïîñòðîåíû íà ýòàïàõ 2�4 àëãîðèò-ìà A7/9 è ñîñòîÿò èç öåïåé ñ ïîïàðíî îäèíàêîâûìè ìíîæåñòâàìè âåðøèí,îïðåäåëÿåìûìè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè G4. Â ÷àñòíîñòè, âñå ýòè öåïèèìåþò ïîëîæèòåëüíóþ äëèíó è p(T ∗
1 ) = p(T ∗

2 ) = t. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîïðè t > 3 íà ýòàïå 2.2 ïðîöåäóðà T ∗
1 → H1 íå èñïîëüçóåò ð�åáåð òóðà T ∗

2 ,à ïîñëå å�å çàâåðøåíèÿ ïðèìåíèìà ïðîöåäóðà PT→H ê T ∗
2 . Åñëè t = 2, òîïðîöåäóðà H1,2 ïåðåõîäèò íà ýòàï 2.1, ïîñëå âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî èìååì

H1 ∩ H2 = ∅ â ñèëó ñîãëàñîâàííîñòè îðèåíòàöèè öåïåé è îïðåäåëåíèÿòóðîâ H1 è H2. Ëåììà 10 äîêàçàíà.



Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 41Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 41Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 415. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìûÏðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåìì 1�3 è 7�10 âðåìåíí�àÿ ñëîæ-íîñòü àëãîðèòìà A7/9 îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì îòûñêàíèÿ ãðà�à G4 àëãî-ðèòìîì èç [11℄ íà ýòàïå 1, êîòîðîå ðàâíî O(n3). Ñâîéñòâî H1 ∩H2 = ∅ñëåäóåò èç ýòàïà 0 è ëåììû 10.Äîêàæåì îöåíêó òî÷íîñòè. Ïðè n 6 14 íà ýòàïå 0 íàõîäèòñÿ òî÷-íîå ðåøåíèå çàäà÷è 2-PSP-max. Ïóñòü n > 15. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâîð�åáåð ëþáîé ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ îáðàçóåòîñòîâíûé 4-ðåãóëÿðíûé ïîäãðà� â G. Òàêèì îáðàçîì, íà ýòàïå 1 ðåøà-åòñÿ ðåëàêñàöèÿ 2-PSP-max. Ñëåäîâàòåëüíî, w(G4) > OPT .Â ñèëó ëåìì 7�9 ê íà÷àëó ýòàïà 5 àëãîðèòìîì ïîëó÷åíà ïàðà ÷àñòè÷-íûõ òóðîâ T ∗
1 è T ∗

2 , ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ íå ìåíüøå 7
9w(G4). Â ñèëóëåììû 10 íà ýòàïå 5 ýòà ïàðà òóðîâ äîïîëíÿåòñÿ (áåç ïîòåðè âåñà) äî ïà-ðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ. Îòñþäà è èç äîêàçàííîãîíåðàâåíñòâà w(G4) > OPT ñëåäóåò èñêîìàÿ îöåíêà

w(H1 ∪H2) >
7
9w(G4) >

7
9OPT.Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.6. Ñëó÷àé âåñîâ ð�åáåð îò 1 äî qÏóñòü âåñîâàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîìåæóòêå [1, q],ãäå q > 1 (çàäà÷à 2-PSP-max(1, q)). Ïðåäñòàâëåííàÿ â äàííîì ðàçäåëå ìî-äè�èêàöèÿ àëãîðèòìà A7/9 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îöåíêóòî÷íîñòè (7q + 3)/(9q + 1).Íàïîìíèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðàìè P8/5, T1,2, ϕ(T1) è ψ(T2),îïèñàííûìè â ðàçä. 2, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðà�à G4, íå èçî-ìîð�íàÿ K5 è K4,4, ðàçáèâàåòñÿ íà òóðû

T1 =M1 ∪M2 ∪M3, T2 =M ′
1 ∪M

′
2è ïàðîñî÷åòàíèå M òàêèå, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ ð�åáåð Mi è M ′

j âîáúåäèíåíèè ñ M äà�åò òóð.�ëàâíîå îòëè÷èå îïèñàííîé íèæå ìîäè�èêàöèè îò îñíîâíîãî àëãî-ðèòìà A7/9 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäàÿ (à íå òîëüêî îäíà) èç ïàðòóðîâ {T1, T2}, {T1,M ∪M ′
1}, {T1,M ∪M ′

2}, {M ∪M1, T2}, {M ∪M2, T2}è {M ∪M3, T2} äîñòðàèâàåòñÿ â G äî ïàðû ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ, èç êîòîðûõ çàòåì âûáèðàåòñÿ íàèëó÷øàÿ. Íà-ïîìíèì, ÷òî â àëãîðèòìå A7/9 ñîîòâåòñòâóþùèé âûáîð îñóùåñòâëÿåòñÿïðîöåäóðîé T ∗
1,2, êîòîðàÿ âûäà�åò èç âûøå ïåðå÷èñëåííûõ ïàð òóðîâ òó,
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9w(G4); ëèøü ýòà ïàðà äîñòðàèâàåòñÿäî ïàðû ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1, H2.Ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà íàõîäèò â ñâÿçíîì 4-ðåãóëÿðíîì ãðà�å G4,íå èçîìîð�íîì K5 è K4,4, ïàðû òóðîâ π1, . . . , π6, äàëåå èñïîëüçóåìûõàëãîðèòìîì A 7q+3

9q+1
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð ãàìèëüòîíîâûõöèêëîâ, ñðåäè êîòîðûõ âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå.Ïðîöåäóðà π1,6Ýòàï 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðû P8/5 èç [2℄ è T1,2èç ï. 2.1, íàõîäèì â G4 òóðû T1, T2 è ïàðîñî÷åòàíèå M ñî ñâîéñòâà-ìè (i)�(vii). Ïîëàãàåì π1 := {T1, T2} è ïåðåõîäèì íà ýòàï 1.Ýòàï 1. Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ψ(T2) ðàçáèâàåì òóð T2 íà ìíîæå-ñòâà ð�åáåð M ′

1 è M ′
2, êàæäîå èç êîòîðûõ â îáúåäèíåíèè ñ M äà�åò òóð.Ïîëàãàåì π2 := {T1,M ∪M ′

1}, π3 := {T1,M ∪M ′
2}. Ïåðåõîäèì íà ýòàï 2.Ýòàï 2. Ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû ϕ(T1) ðàçáèâàåì òóð T1 íà ïàðîñî-÷åòàíèÿ M1, M2 è M3, êàæäîå èç êîòîðûõ â îáúåäèíåíèè ñ M äà�åò òóð.Ïîëàãàåì π4 := {M ∪M1, T2}, π5 := {M ∪M2, T2}, π6 := {M ∪M3, T2}.Êîíåö.Ëåììà 11. Ïðîöåäóðà π1,6 çà âðåìÿ O(n2) íàõîäèò â ñâÿçíîì

4-ðåãóëÿðíîì ãðà�å G4, íå èçîìîð�íîì K5 è K4,4, ïàðû ð�åáåðíî-íåïåðå-ñåêàþùèõñÿ òóðîâ π1 := {T1, T2}, π2 := {T1,M ∪M ′
1}, π3 := {T1,M ∪M ′

2},
π4 := {M ∪M1, T2}, π5 := {M ∪M2, T2} è π6 := {M ∪M3, T2}.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåìì 1�3 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç ïîñòðîåííûõïðîöåäóðîé ïàð πi, i = 1, 6, ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿòóðîâ â G4.×òîáû îöåíèòü âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû π1,6 çàìåòèì, ÷òîòðóäî�åìêîñòü ýòàïà 0 îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé P8/5 èç [2℄ è ðàâíà O(n2),à âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîãî èç ýòàïîâ 1, 2 íå ïðåâîñõîäèò O(n), êàêñëåäóåò èç ëåìì 2 è 3. Ëåììà 11 äîêàçàíà.Àëãîðèòì A 7q+3

9q+1Ýòàï 0. Ïðè n 6 14 ïîëíûì ïåðåáîðîì íàõîäèì òî÷íîå ðåøåíèåçàäà÷è 2-PSP-max(1, q). Èíà÷å ïåðåõîäèì íà ýòàï 1.Ýòàï 1. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì �àáîâà èç [11℄, íàõîäèì â G îñòîâíûé4-ðåãóëÿðíûé ïîäãðà� G4 ñ íàèáîëüøèì ð�åáåðíûì âåñîì. Àëãîðèòìîìïîèñêà íàõîäèì â G4 âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè G1
4, . . . , G

t
4. Ïåðåõîäèìíà ýòàï 2.Ýòàï 2. Åñëè t = 1 (ãðà� G4 ñâÿçåí), òî ïðîöåäóðîé π1,6 íàõîäèì âG4ïàðû ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ òóðîâ π1, . . . , π6 è ïåðåõîäèì íà ýòàï 5.



Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 43Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 43Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 7/9 43Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì πi := ∅, i = 1, 6 (òóðû, âõîäÿùèå â πi, íåèìåþò ð�åáåð è ñîñòîÿò òîëüêî èç îäíîâåðøèííûõ öåïåé), è ïåðåõîäèì íàýòàï 3.Ýòàï 3. Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Gk
4 , íå èçîìîð�íîé ãðà-�àìK5 èK4,4, ïðèìåíÿåì ïðîöåäóðó π1,6. Äàëåå äëÿ êàæäîé èç ïîëó÷åí-íûõ ïàð òóðîâ πki , i = 1, 6, ïðîöåäóðîé P1,2 èç ï. 3.1 íàõîäèì â G ð�åáåð-íî-íåïåðåñåêàþùèåñÿ öåïè P1(i), P2(i) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (

Gk
4

). Ïî-ëàãàåì πi := πi ∪ {P1(i), P2(i)} (ê ïåðâîìó òóðó èç πi äîáàâëÿåì P1(i), êîâòîðîìó � P2(i)), i = 1, 6. Ïåðåõîäèì íà ýòàï 4.Ýòàï 4. Â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè Gk
4 , èçîìîð�íîé K5èëè K4,4, ïðîöåäóðîé P ′

1,2 èç ï. 3.2 íàõîäèì ãàìèëüòîíîâû öåïè P1 è P2.Ïîëàãàåì πi := πi ∪ {P1, P2}, i = 1, 6. Ïåðåõîäèì íà ýòàï 5.Ýòàï 5. Ïðèìåíÿÿ ê êàæäîé ïàðå òóðîâ πi, ïîëó÷åííîé íàýòàïàõ 2�4, ïðîöåäóðó H1,2 èç ðàçä. 4, íàõîäèì â G ñîîòâåòñòâóþùèåïàðû ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ (H1(i),H2(i)),
i = 1, 6. Âûáèðàåì ñðåäè íèõ ïàðó (H1,H2) ñ íàèáîëüøèì ñóììàðíûìâåñîì ð�åáåð, êîòîðóþ ïîäàåì íà âûõîä àëãîðèòìà. Êîíåö.Òåîðåìà 2. Àëãîðèòì A 7q+3

9q+1
íàõîäèò â ïîëíîì n-âåðøèííîì ãðà-�å G, âåñà ð�åáåð êîòîðîãî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà [1, q],ïàðó ð�åáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ (H1,H2), äëÿ êî-òîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

w(H1 ∪H2) >
7q + 3

9q + 1
OPT.Âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàâíà O(n3).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåìì 8�11 âðå-ìåíí�àÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà A 7q+3

9q+1
îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì îòûñêàíèÿãðà�à G4 àëãîðèòìîì èç [11℄ íà ýòàïå 1, êîòîðîå ðàâíî O(n3). Ñâîéñòâî

H1 ∩H2 = ∅ ñëåäóåò èç ýòàïà 0 è ëåììû 10.Äîêàæåì îöåíêó òî÷íîñòè. Ïðè n 6 14 íà ýòàïå 0 íàõîäèòñÿ òî÷íîåðåøåíèå çàäà÷è 2-PSP-max(1, q). Ïóñòü n > 15. Ïî äîêàçàííîìó âûøåèìååì w(G4) > OPT .Ïóñòü ãðà� G4 ñîñòîèò èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè G1
4, . . . , G

t
4. Áåç ïîòå-ðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïîíåíòà Gk

4 íå èçîìîð�íà ãðà�àìK5è K4,4 ïðè k = 1, . . . , a, Gk
4
∼= K5 ïðè k = a+1, . . . , a+ b è Gk

4
∼= K4,4 ïðè

k = a+ b+1, . . . , a+ b+ c = t, ãäå b è c � ÷èñëî êîìïîíåíò, èçîìîð�íûõ
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K5 è K4,4 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

GA
4 =

a⋃

k=1

Gk
4 , GB

4 =
a+b⋃

k=a+1

Gk
4 , GC

4 =
t⋃

k=a+b+1

Gk
4 ,

na =
∣∣V

(
GA

4

)∣∣, nb =
∣∣V

(
GB

4

)∣∣, nc =
∣∣V

(
GC

4

)∣∣.ßñíî, ÷òî n = na + nb + nc, nb = 5b è nc = 8c.Â ñèëó ýòàïîâ 2 è 3 àëãîðèòìà äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , a èìåþò ìåñòîðàçáèåíèÿ
Gk

4 = T k
1 ∪ T k

2 ∪Mk, T k
1 =Mk

1 ∪Mk
2 ∪Mk

3 , T k
2 =M

′k
1 ∪M

′k
2 .Ïîëîæèì

T1 =

a⋃

k=1

T k
1 , T2 =

a⋃

k=1

T k
2 , M =

a⋃

k=1

Mk,

Mi =
a⋃

k=1

Mk
i , i = 1, 2, 3, M ′

j =
a⋃

k=1

M
′k
j , j = 1, 2.ßñíî, ÷òî îïðåäåë�åííûå òàêèì îáðàçîì òóðû T1 è T2 è ïàðîñî÷åòàíèÿ

M,Mi è M ′
j îáðàçóþò ðàçáèåíèå ïîäãðà�à GA

4 . Èç ñâîéñòâà (i) ñëåäóåò,÷òî |M | 6 2na

5 äëÿ k = 1, . . . , a.Äëÿ êàæäîé ïàðû òóðîâ πi = (T1(i), T2(i)) â G, i = 1, 6, ïîñòðîåííîéíà ýòàïàõ 2�4 àëãîðèòìà, ÷åðåç (H1(i),H2(i)) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþ-ùóþ ïàðó ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ, ïîëó÷åííóþ èç (T1(i), T2(i)) ïðèìåíå-íèåì ïðîöåäóðû H1,2 íà ýòàïå 5. Òàê êàê H1(i) ∪ H2(i) ⊃ T1(i) ∪ T2(i),îáúåäèíåíèå öèêëîâ H1(i)∪H2(i) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè 2n−|T1(i)|−|T2(i)|ð�åáåð, íå âõîäÿùèõ â T1(i) ∪ T2(i). Ïîñêîëüêó âåñ êàæäîãî òàêîãî ðåáðàíå ìåíüøå 1, âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
w(H1(i) ∪H2(i)) > w(T1(i) ∪ T2(i)) + 2n− |T1(i)| − |T2(i)|. (∗)Èç ýòàïîâ 2 è 3 àëãîðèòìà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûå ïàðû öèêëîâ

(H1(1),H2(1)), . . . , (H1(6),H2(6)) ñîäåðæàò ïàðû òóðîâ πA1 := {T1, T2},
πA2 := {T1,M ∪ M ′

1}, πA3 := {T1,M ∪ M ′
2}, πA4 := {M ∪ M1, T2}, πA5 :=

{M ∪M2, T2} è πA6 := {M ∪M3, T2} â ïîäãðà�å GA
4 ñîîòâåòñòâåííî. Äàëååäëÿ ýòèõ ïàð òóðîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ πAi =

(
TA
1 (i), TA

2 (i)
),

i = 1, 6. Èç ýòàïà 4 è ëåììû 9 ñëåäóåò, ÷òî âñå ïàðû öèêëîâ (H1(i),H2(i))ñîäåðæàò îäíó è òó æå ïàðó òóðîâ (
TB
1 , T

B
2

) ïîäãðà�à GB
4 ñ ñóììàðíûìâåñîì ð�åáåð íå ìåíüøå 4

5w
(
GB

4

) è ÷èñëîì ð�åáåð 8b, à òàêæå ïàðó òóðîâ
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(
TC
1 , T

C
2

) ïîäãðà�à GC
4 ñ ñóììàðíûì âåñîì íå ìåíüøå 7

8w
(
GC

4

) è ÷èñëîìð�åáåð 14c.Ïðåîáðàçóÿ îöåíêó (∗), èìååì
w(H1(i) ∪H2(i)) > w(T1(i) ∪ T2(i)) + 2n− |T1(i)| − |T2(i)|

= w
(
TA
1 (i) ∪ TA

2 (i)
)
+ 2na −

∣∣TA
1 (i)

∣∣ −
∣∣TA

2 (i)
∣∣+ w

(
TB
1 ∪ TB

2

)

+ 2nb −
∣∣TB

1

∣∣−
∣∣TB

2

∣∣+ w
(
TC
1 ∪ TC

2

)
+ 2nc −

∣∣TC
1

∣∣−
∣∣TC

2

∣∣.Ïîëîæèì
wA(i) = w

(
TA
1 (i) ∪ TA

2 (i)
)
+ 2na −

∣∣TA
1 (i)

∣∣−
∣∣TA

2 (i)
∣∣.Èñïîëüçóÿ ðàíåå äîêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ è íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

w(H1(i) ∪H2(i)) > wA(i) +
4

5
w
(
GB

4

)
+ 10b− 8b+

7

8
w
(
GC

4

)
+ 16c − 14c

= wA(i) +
4

5
w
(
GB

4

)
+

2nb
5

+
7

8
w
(
GC

4

)
+

2nc
8
.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî w(GB

4

)
6

∣∣E
(
GB

4

)∣∣q = 2nbq è w(GC
4

)
6 2ncq, èìååì

w(H1(i) ∪H2(i)) > wA(i) +
4

5
w
(
GB

4

)
+

1

5q
w
(
GB

4

)

+
7

8
w
(
GC

4

)
+

1

8q
w
(
GC

4

)
= wA(i) + wBC ,ãäå wBC = 4q+1

5q w
(
GB

4

)
+ 7q+1

8q w
(
GC

4

)
.Ñ ó÷�åòîì ñîîòíîøåíèé

GA
4 = T1 ∪ T2 ∪M, |T1|+ |T2|+ |M | =

∣∣E
(
GA

4

)∣∣ = 2na,

T1 =M1 ∪M2 ∪M3, T2 =M ′
1 ∪M

′
2è îïðåäåëåíèé ïàð òóðîâ πAi =

(
TA
1 (i), TA

2 (i)
), i = 1, 6, ïðèõîäèì ê ñèñòå-ìå îöåíîê:

w(H1 ∪H2) > w(H1(1) ∪H2(1)) > wA(1) + wBC

= w(T1 ∪T2)+ (2na − |T1| − |T2|)+wBC = w
(
GA

4

)
−w(M) + |M |+wBC ,

w(H1 ∪H2) > w(H1(2) ∪H2(2)) > w
(
GA

4

)
− w(M ′

2) + |M ′
2|+ wBC ,

w(H1 ∪H2) > w(H1(3) ∪H2(3)) > w
(
GA

4

)
− w(M ′

1) + |M ′
1|+ wBC ,

w(H1 ∪H2) > w(H1(4) ∪H2(4)) > w
(
GA

4

)
− w(M2)− w(M3)

+ |M2|+ |M3|+ wBC ,
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w(H1 ∪H2) > w(H1(5) ∪H2(5)) > w

(
GA

4

)
− w(M1)− w(M3)

+ |M1|+ |M3|+ wBC ,

w(H1 ∪H2) > w(H1(6) ∪H2(6)) > w
(
GA

4

)
− w(M1)− w(M2)

+ |M1|+ |M2|+ wBC .Ñêëàäûâàÿ óäâîåííûå ïåðâûå òðè íåðàâåíñòâà ñ ïîñëåäíèìè òðåìÿ èó÷èòûâàÿ, ÷òî |T1|+ |T2|+ |M | = 2na, ïîëó÷àåì
9w(H1 ∪H2) > 7w

(
GA

4

)
+ 4na + 9wBC . (∗∗)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê |M | 6 2na

5 è âåñ ëþáîãî ðåáðà íå ïðåâîñ-õîäèò q, èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî
w(H1 ∪H2) > w

(
GA

4

)
− (q − 1)|M | + wBC

> w
(
GA

4

)
− (q − 1)

2na
5

+ wBC . (∗∗∗)Äîìíîæàÿ íåðàâåíñòâî (∗∗) íà q−1 è ñêëàäûâàÿ ñ (∗∗∗), óìíîæåííûìíà 10, ïîëó÷àåì (9q + 1)w(H1 ∪H2) > (7q + 3)w
(
GA

4

)
+ (9q + 1)wBC , ÷òîðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

w(H1 ∪H2) >
7q + 3

9q + 1
w
(
GA

4

)
+

4q + 1

5q
w
(
GB

4

)
+

7q + 1

8q
w
(
GC

4

)
.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî w(GA

4 ) + w
(
GB

4

)
+ w

(
GB

4

)
= w(G4) > OPT è

7q + 3

9q + 1
6 min

{
4q + 1

5q
,
7q + 1

8q

}ïðè q > 1, ïðèõîäèì ê èñêîìîé îöåíêå
w(H1 ∪H2) >

7q + 3

9q + 1
OPT.Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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