
ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÖÈÉÈþëü�àâãóñò 2011. Òîì 18, � 4. C. 49�65ÓÄÊ 519.854ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÅ ÀË�Î�ÈÒÌÛ �ÅØÅÍÈßÌÈÍÈÌÀÊÑÍÎÉ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÎ ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈßÕ ÍÀ ÑÅÒßÕ�. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.ËàãçäèíÀííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõñ ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì â òåðìèíàõ òåîðèè ãðà�îâ: íåîáõîäèìîðàçìåñòèòü âåðøèíû ãðà�à â óçëû ñåòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàê-ñèìàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó ñìåæíûìè âåðøèíàìè áûëà ìèíèìàëüíîé.Ïðåäëàãàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàñïåöèàëüíûõ òèïàõ ñåòåé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ, çàäà÷à ðàç-ìåùåíèÿ, ìèíèìàêñíûé êðèòåðèé, ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ãðà�.ÂâåäåíèåÊâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ (ÊÇÍ) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèìïðèìåðîì çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ â äèñêðåòíîéïîñòàíîâêå. Îñíîâíîå âíèìàíèå â ëèòåðàòóðå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ èðåøåíèþ ÊÇÍ ñ êðèòåðèåì ìèíèìàëüíîé ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé.Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à NP-òðóäíà. Íà å�å îñíîâå ñòðîÿòñÿ ìîäåëè ìíîãèõïðèêëàäíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ â àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòè-ðîâàíèÿ ãåíåðàëüíûõ ïëàíîâ ïðåäïðèÿòèé, ïëàíîâ öåõîâ, ïå÷àòíûõ ïëàòè â äðóãèõ îáëàñòÿõ. Èññëåäîâàíèåì çàäà÷è çàíèìàëèñü Â.À.Äåìèäåíêî,Í.Í.Ìåòåëüñêèé, Ì.È.Ñâèðèäåíêî, Ñ.È.Ñåðãååâ, È.Õ.Ñèãàë, Áóðêàðä,Êóïìàíñ è äð. Äëÿ å�å ðåøåíèÿ áûëè ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû âåòâåé èãðàíèö, îòñå÷åíèé, ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû è àïïðîêñèìàöèîííûåñõåìû äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ [2�4, 6�8℄.Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü ìèíèìèçèðîâàòüíàèáîëüøóþ ñòîèìîñòü ñâÿçåé. Íàïðèìåð, â îðãàíèçàöèè ýêîíîìíîãî õðà-íåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëè-íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè [5℄ è ïðè ìè-íèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîé äëèíû êàíàëà ñâÿçè â ðàñïðåäåë�åííûõ ñèñòå-ìàõ [12℄. Ïîñòàíîâêà ÊÇÍ, â êîòîðîé íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ìàê-ñèìàëüíóþ ñòîèìîñòü ñâÿçåé, ïðåäëîæåíà â [13℄ äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ
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50 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí50 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí50 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèíýëåìåíòîâ íà ïå÷àòíîé ïëàòå. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à â òàêîé ïîñòàíîâêåNP-òðóäíà [9, 11℄. Â [5℄ ïðåäëîæåíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû å�å ðå-øåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà ïðîèçâîäèòñÿ ðàçìåùåíèå çâ�åçä è äå-ðåâüåâ, ãîìåîìîð�íûõ çâ�åçäàì, íà öåïè. Â [12℄ ïîñòðîåíû ïðèáëèæ�åííûåàëãîðèòìû íà öåïè äëÿ ñïåöèàëüíûõ äåðåâüåâ. Çàäà÷à íà ïëîñêîñòè ðàñ-ñìàòðèâàëàñü â [10℄. Íàðÿäó ñ ðàçðàáîòêîé àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è÷àñòî âîçíèêàþò âîïðîñû ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê îïòè-ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé �óíêöèè [9℄.Â íàøåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñòàíîâêà ÊÇÍ. Ñòðóê-òóðà ñâÿçåé ìåæäó ðàçìåùàåìûìè îáúåêòàìè ïðåäñòàâëåíà â âèäå ð�åáåð-íî-âçâåøåííîãî îáûêíîâåííîãî ãðà�à, â êîòîðîì âåðøèíû ñîîòâåòñòâó-þò îáúåêòàì, à ð�åáðà � ñâÿçÿì ìåæäó íèìè. Ïîçèöèè, â êîòîðûå ðàç-ìåùàþòñÿ îáúåêòû, � ýòî óçëû ñåòè. Íåîáõîäèìî íàéòè ðàçìåùåíèå,â êîòîðîì ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó îáúåêòàìè áóäåò ìèíèìàëüíîé.Ïðåäëîæåíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ñïåöèàëüíûõ òèïîâ óêà-çàííûõ ãðà�îâ è ñåòåé. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÇàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé ãðà� L = (N,E) áåç ïåòåëü èêðàòíûõ ð�åáåð. Êàæäîìó ðåáðó {ni, nj} ∈ E ïðèïèñàí âåñ w(ni, nj) > 0.ÏóñòüM = (V,U) � íåîðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð�åáåð.�åáðó {vi, vj} ∈ U ïðèïèñàí âåñ r(vi, vj) > 0. Ñ÷èòàåì, ÷òî |V | = |N | = m.�àçìåùåíèåì ãðà�à L íà ñåòè M áóäåì íàçûâàòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîåîòîáðàæåíèå π : N → V . Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü âåðøèíû ãðà�à L â óç-ëû ñåòèM òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó âåðøèíàìèãðà�à L áûëà ìèíèìàëüíîé (ìèíèìàêñíûé êðèòåðèé). Öåëåâàÿ �óíêöèÿèìååò âèä
F (π) = max

(ni,nj)∈E
w(ni, nj)ρ(π(ni), π(nj)) → min

π
,ãäå ρ(π(ni), π(nj)) � êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè π(ni) è π(nj)â ñåòèM , â êîòîðûõ ðàçìåùåíû âåðøèíû ni è nj ãðà�à L, π(ni) 6= π(nj).Òàêóþ çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü òðîéêîé (L,M,F ).2. Àëãîðèòì íà ïðîèçâîëüíûõ äåðåâüÿõ�àññìîòðèì çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ öåïè Ch = (N,E) íà äðåâîâèäíîéñåòè T = (V,U) â ñëó÷àå, êîãäà âåñà ð�åáåð öåïè Ch è ñåòè T åäèíè÷íûå,ò. å. çàäà÷ó (Ch, T, F ). Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ñ�îðìóëèðîâàííîé çàäà÷èïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (T,Ch, F ),



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 51Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 51Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 51ãäå T � ïðîèçâîëüíîå äåðåâî, à Ch � öåïü ñ åäèíè÷íûìè âåñàìè ð�åáåð,ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [1℄.Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåð-øèíû öåïè ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåíóìåðîâàíû ÷èñëàìè {1, . . . ,m}. ×å-ðåç d(v) áóäåì îáîçíà÷àòü ñòåïåíü óçëà v ∈ V . Âûäåëèì â ñåòè T íåêî-òîðóþ öåïü C0 = (V0, U0), V0 = (k1, . . . , kp), ñîåäèíÿþùóþ óçëû k1 è kp,êîòîðóþ íàçîâ�åì ãëàâíîé. Êàæäîìó óçëó ki ∈ V0 ñîïîñòàâèì ïîääåðå-âî Ti = (Vi, Ui). Ìíîæåñòâî Vi ñîñòîèò èç óçëîâ ki è âñåõ óçëîâ äåðåâà T ,êîòîðûå ñîåäèíåíû ñ ki öåïÿìè, íå ñîäåðæàùèìè ð�åáåð èç U0. Ìíîæå-ñòâî Ui îáðàçîâàíî ð�åáðàìè òàêèõ öåïåé.Â îïèñàííîì íèæå àëãîðèòìå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê â ïîääåðåâüÿõ Tiñåòåé âèäà G1 è G2, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ïóñòü äëÿíåêîòîðîãî i = 2, . . . , p − 1 ñóùåñòâóþò óçëû vr, vr+1, vs, vt ∈ Vi, vr+1 �óçåë, ñìåæíûé ñ vr, ρ(vr+1, ki) > ρ(vr, ki), ρ(vs, vr+1) < ρ(vs, vr),
ρ(vt, vr+1) < ρ(vt, vr) è ρ(vr+1, vs) = ρ(vr+1, vt) = 2, ïðè ýòîì öåïè, êîíöå-âûìè óçëàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ vr+1 è vs, vr+1 è vt, íå ïåðåñåêàþòñÿ ïîð�åáðàì. Òîãäà ñåòü G1 áóäåò îáðàçîâàíà óçëàìè è ð�åáðàìè öåïåé, ñîåäè-íÿþùèõ vr ñ vs è vr ñ vt. Óçåë vr áóäåì íàçûâàòü êîðíåì ñåòè G1 (ðèñ. 1).Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i = 2, . . . , p−2 ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå óçëû vr, vs,
vt ∈ Vi òàêèå, ÷òî ρ(ki, vr) = ρ(ki, vs) = ρ(ki, vt) = 2, è öåïè, ñîåäèíÿþùèåóêàçàííûå óçëû ñ ki, íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ñåòü G2 îáðàçîâàíà óçëàìè èð�åáðàìè öåïåé, ñîåäèíÿþùèõ ki ñ vr, vs è vt. Êîðíåì ñåòè G2 íàçîâ�åìâåðøèíó ki (ðèñ. 1).

vr

vr+1

vs vt

ki

vr vtvs�èñ. 1. Ñåòè âèäà G1 è G2Àëãîðèòì A1 ðåøåíèÿ çàäà÷è (Ch, T, F )Øàã 1. �àññìàòðèâàåì î÷åðåäíîå ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà T ñ âûäåëåí-íîé ãëàâíîé öåïüþ, ñîåäèíÿþùåé âèñÿ÷èå óçëû äåðåâà. Åñëè ðàññìîòðå-íû âñå ïðåäñòàâëåíèÿ äåðåâà, òî ïåðåõîä íà øàã 3 äëÿ T ñ ïðîèçâîëüíîé



52 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí52 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí52 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèíãëàâíîé öåïüþ. Äëÿ �èêñèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-ìà A1G â äåðåâå T îñóùåñòâëÿåì ïîèñê ñåòåé âèäà G1 è G2.Øàã 2. Åñëè áûëà íàéäåíà ñåòü âèäà G1 èëè G2, òî ïåðåõîä íà øàã 1.Åñëè ñåòåé âèäà G1 è G2 íåò, òî ïåðåõîä íà øàã 3 äëÿ òåêóùåãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ T .Øàã 3. Ïðèìåíÿåì àëãîðèòì A1π ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàçìåùåíèÿâåðøèí öåïè Ch â óçëû äåðåâà T ñ âûäåëåííîé ãëàâíîé öåïüþ.Äåòàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìîâ A1G è A1π ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàøëîñü ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà T , íå ÿâëÿþùåãîñÿöåïüþ, áåç 
åòåé âèäà G1 èëè G2, òî àëãîðèòìîì A1π áóäåò ïîëó÷åíîðåøåíèå π∗ èñõîäíîé çàäà÷è ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé �óíêöèè
F (π∗) = 2. Åñëè âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ äåðåâà T èìååòñÿñåòü âèäà G1 èëè G2, òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå F (π∗) ðàâíî 3. Åñëè T �öåïü, òî F (π∗) = 1.Èçëîæèì èäåþ àëãîðèòìà A1π. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìåùàåì âåðøè-íû öåïè Ch â óçëû ãëàâíîé öåïè C0 äî òåõ ïîð, ïîêà d(ki) > 3 äëÿî÷åðåäíîãî óçëà ki, i = 1, . . . , p, ò. å. â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè äåðåâà Tóçåë ki ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîääåðåâà Ti. Óïîðÿäî÷èì âåòâè â Ti ïî íåóáûâà-íèþ êîëè÷åñòâà âõîäÿùèõ â íèõ óçëîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàåìâåòâè è ðàçìåùàåì âåðøèíû öåïè Ch â èõ óçëû (çàíèìàåì óçëû) ÷å-ðåç îäèí, äâèãàÿñü îò êîðíÿ. Óçëû, êîòîðûå îñòàâëÿåì íåçàíÿòûìè ïðèòàêîì ðàçìåùåíèè, áóäåì íàçûâàòü ïðîñìîòðåííûìè. Ïðè äîñòèæåíèèâèñÿ÷åãî óçëà â òåêóùåé âåòâè äâèãàåìñÿ ê óçëó ki, ðàçìåùàÿ î÷åðåäíûåâåðøèíû Ch â ïðîñìîòðåííûå, íî íåçàíÿòûå óçëû ïîääåðåâà.Äàëåå ïîä ðàçìåùåíèåì π∗ áóäåì ïîíèìàòü ðàçìåùåíèå öåïè Ch íàñåòè T , ïîëó÷åííîå àëãîðèòìîì A1.Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ðàçìåùåíèå π öåïè Ch íà ñåòè T . Äëÿ ðàçìå-ùåíèÿ π ãëàâíîé öåïüþ C0 áóäåì ñ÷èòàòü öåïü, ñîåäèíÿþùóþ óçëû π(1)è π(m).Ëåììà 1. Åñëè óçåë ki ∈ C0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñåòè âèäà G1 èëè G2,ïðè÷¼ì π(1), π(m) /∈ Ti, òî ñóùåñòâóþò âåðøèíû j, j + 1 ∈ N òàêèå, ÷òî
ρ(π(j), π(j + 1)) > 3.Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåä�åì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ki � êîðåíü ñåòè âè-äà G1. Ïîñêîëüêó π(1), π(m) /∈ Ti, ëþáàÿ âåðøèíà, ðàçìåù�åííàÿ â ñå-òè G1, èìååò äâå ñìåæíûå.Ïóñòü â óçëå v1 ∈ G1 ðàçìåùåíà âåðøèíà s + 1, s = 2, . . . ,m − 8,öåïè Ch (ðèñ. 2). Îäíà ñìåæíàÿ ñ íåé âåðøèíà s ðàçìåùåíà âíå G1 â
v0 èëè v7, à äðóãàÿ ñìåæíàÿ s + 2 � â ñåòè G1 â v3 èëè â v4, òàê êàê



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 53Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 53Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 53â ïðîòèâíîì ñëó÷àå F (π) > 3.Ïóñòü π(s+ 2) = v3 (äëÿ π(s+ 2) = v4 ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé). Òîãäàâåðøèíà s + 3 ðàñïîëîæåíà â v5, v4 èëè v2. Åñëè π(s + 3) = v4 èëè
π(s + 3) = v2, òî ïðè ðàçìåùåíèè ñëåäóþùèõ âåðøèí öåïè ïîëó÷èìäâà ïîäðÿä çàíÿòûõ óçëà äåðåâà, à çíà÷èò, F (π) > 3. Ñëåäîâàòåëüíî,
π(s+3) = v5, π(s+4) = v2 (èíà÷å F (π) > 3). Âåðøèíà s+5 ðàñïîëîæåíàâ v6 èëè â v4. Åñëè π(s+5) = v4, òî ïðè ðàçìåùåíèè ñëåäóþùèõ âåðøèíöåïè ïîëó÷èì F (π) > 3. Òàêèì îáðàçîì, π(s + 5) = v6. Àíàëîãè÷íî ïðè
π(s + 6) = v4 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F (π) 6 3. Òàê êàê π(1), π(m) /∈ Ti,âåðøèíà s + 7 ðàñïîëîæåíà âíå ñåòè G1 â v0 èëè v7. Òàêèì îáðàçîì,
F (π) > 3. Ïîëó÷èëè, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà öåïè òàêàÿ, ÷òî õîòÿ áûîäíà èç ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí ðàçìåùåíà â ñåòè íà ðàññòîÿíèè íå ìåíååòð�åõ.
v5

v0 v1 v7

v2

v3 v4

v6 v5

v0 v1 v7

v2

v3 v4

v6�èñ. 2. Âàðèàíòû ðàçìåùåíèÿ íà ñåòè âèäà G1Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ π(s) = v0, π(s+ 1) = v2 (ðèñ. 2) ðàññóæäå-íèÿ àíàëîãè÷íû.
�èñ. 3. Âàðèàíò ðàçìåùåíèÿ íà ñåòè âèäà G2Åñëè ki ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñåòè âèäà G2, òî äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî(ðèñ. 3). Ëåììà 1 äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå. Åñëè G1 ⊆ Ti èëè G2 ⊆ Ti äëÿ íåêîòîðîãî i = 2, . . . , p−1,òî F (π) > 3 äëÿ ëþáîãî ðàçìåùåíèÿ π ïðè óñëîâèè, ÷òî π(1), π(m) /∈ Ti.



54 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí54 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí54 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.ËàãçäèíÇàìå÷àíèå. F (π∗) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T � öåïü.Ëåììà 2. Ïóñòü äåðåâî T íå ÿâëÿåòñÿ öåïüþ. Åñëè â åãî ïðåäñòàâëå-íèè ñ âûäåëåííîé ãëàâíîé öåïüþ C0 íå ñîäåðæèòñÿ ñåòåé âèäà G1 è G2,òî F (π∗) = 2.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïî ð�åáðàì öåïèäëèíû íå ìåíåå äâóõ ìîãóò âûõîäèòü òîëüêî èç óçëà ki ∈ C0 è òàêèõöåïåé íå ìîæåò áûòü áîëüøå äâóõ, èíà÷å G2 ⊆ T . Ïðè ïîñëåäîâàòåëü-íîì ðàçìåùåíèè âåðøèí öåïè Ch â óçëû äåðåâà T ïåðåõîä îò îäíîéâåòâè ê ñëåäóþùåé ïîêàçàí íà ðèñ. 4, ãäå v1r , v2r � óçëû, ñìåæíûå ñ kiè ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì öåïÿì. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû t öå-ïè Ch âûïîëíåíî π∗(t) = v1r , òî ñîãëàñíî àëãîðèòìó π∗(t+ 1) = v2r . Åñëèæå π∗(t) = ki, òî π∗(t + 1) = v1r+1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ íåêîòîðî-ãî t ∈ N âåðøèíû t è t+1 ðàçìåùåíû â êàêèå-ëèáî èç óêàçàííûõ óçëîâ,òî ρ(π∗(t), π∗(t+ 1)) 6 2.
ki

v1r

v1r+1

v2r

v2r+1�èñ. 4. �àçìåùåíèå â óçëû, ñìåæíûå ñ êîðíåì ïîääåðåâà�àññìîòðèì ñëó÷àè, âîçíèêàþùèå ïðè ðàçìåùåíèè âåðøèí öåïè Chíà îäíîé èç âåòâåé ïîääåðåâà Ti ñ êîðíåì ki. Âûäåëèì â ýòîé âåòâè ñàìóþäëèííóþ öåïü è îáîçíà÷èì å�å ÷åðåç C1. Êîíöåâûìè óçëàìè ýòîé öåïè áó-äóò ki è vs. Òàê êàê G1 6⊆ Ti, ëþáîé óçåë vr ∈ Vi\{ki} òàêîé, ÷òî d(vr) > 3,èìååò ñìåæíûå óçëû ñòåïåíè 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vr = v1r , . . . , v
z
r ìíîæå-ñòâî óçëîâ, ñìåæíûõ ñ vr, òàêèõ, ÷òî d(vkr ) = 1, k = 1, . . . , z. Ïîêàæåì,÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ F (π∗) = 2.Ñëó÷àé 1. Êàæäîìó óçëó vr öåïè C1, êðîìå ki è vs, ñîîòâåòñòâó-åò ïîääåðåâî ñ ìíîæåñòâîì óçëîâ Vr. �àññìîòðèì ñëó÷àé |Vr| = 0 äëÿâñåõ óçëîâ vr öåïè C1. Ñîãëàñíî àëãîðèòìó A1 ðàçìåùåíèå π∗ èìååò âèä,èçîáðàæ¼ííûé ñëåâà íà ðèñ. 5. Ïóñòü π∗(t − 2) = vr−2. Òîãäà âåðøèíûöåïè Ch, íà÷èíàÿ ñ t − 1 äî t − 1 + |Vr−1|, ðàçìåùåíû â óçëàõ ìíîæå-ñòâà Vr−1, à π∗(t − 1 + |Vr−1| + 1) = vr. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà äîéä¼ìäî êîíöåâîãî óçëà öåïè C1, íåçàíÿòûìè îñòàíóòñÿ óçëû ýòîé öåïè ÷åðåçîäèí è ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà Vr.



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 55Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 55Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 55Ïóñòü a � âåðøèíà öåïè Ch, ðàçìåù�åííàÿ â óçåë vs. Òîãäà âåðøè-íû q ∈ N äëÿ q < a ðàçìåùåíû âî âñå óçëû vr−2, Vr−1, vr, Vr+1, . . . , vs,ïðè÷¼ì Vr−2, vr−1, Vr, vr+1 îñòàþòñÿ ñâîáîäíûìè. Âåðøèíû îò a + 1 äî
a + 1 + |Vs−1| ðàçìåùàþòñÿ â óçëû ìíîæåñòâà Vs−1, âåðøèíà a + 1 +
|Vs−1|+ 1 � â óçåë vs−2, è ò. ä.

vr+2

vr+1

vr

vr−1

vr−2

Vr+2

Vr+1

Vr

Vr−1

Vr−2

vr+1

vr

vr−1

Vr+1

Vr−1

�èñ. 5. Ñëó÷àè 1 è 2�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó q öåïè Ch, ðàçìåù�åííóþ â äàí-íîé âåòâè. Ïóñòü π∗(q) = vr, òîãäà âåðøèíû q − 1 è q + 1 ðàçìåùåíûâ óçëàõ ìíîæåñòâ Vr−1 è Vr+1. Çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ëþáîãî óç-ëà óêàçàííûõ ìíîæåñòâ äî vr ðàâíî 2. Àíàëîãè÷íî, åñëè π∗(q) ∈ Vr, òî
ρ(π∗(q), π∗(q + 1)) 6 2. Òàêèì îáðàçîì, ρ(π∗(q), π∗(q + 1)) 6 2 äëÿ ëþáîé
q ∈ N , ðàçìåù�åííîé â óêàçàííîé âåòâè.Ñëó÷àé 2. Ïóñòü |Vr| = 0, |Vr−1| 6= 0 è |Vr+1| 6= 0. Òîãäà â ðàçìå-ùåíèè π∗ èìååì (ðèñ. 5): åñëè π∗(t) = vr, òî âåðøèíà t − 1 öåïè Chðàçìåùåíà â óçåë èç ìíîæåñòâà Vr−1, âåðøèíà t + 1 ðàçìåùåíà â óçåëèç Vr+1 è ò. ä. Çàìåòèì, ÷òî äâå âåðøèíû öåïè Ch, ðàçìåù�åííûå â vr−1è vr+1, ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ q = 1, . . . ,m − 1âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρ(π∗(q), π∗(q + 1)) 6 2.Ñëó÷àé 3. Ïóñòü |Vr| = 0 è |Vr+1| = 0, à |Vr−1| 6= 0 è |Vr+2| 6= 0.Òîãäà åñëè π∗(t) = vr, òî âåðøèíà t − 1 ðàçìåùåíà â óçåë èç ìíîæå-ñòâà Vr−1 (ðèñ. 6), π∗(t + 1) = vr+2 è ò. ä. Äâå âåðøèíû öåïè Ch, ðàç-ìåù�åííûå â vr−1 è vr+1, ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Âòîðàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ



56 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí56 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí56 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèíñ âåðøèíîé, ðàñïîëîæåííîé â vr+1, ðàçìåùåíà â óçåë èç ìíîæåñòâà Vr+2,è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ q = 1, . . . ,m − 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-ñòâî ρ(π∗(q), π∗(q + 1)) 6 2.Ñëó÷àé 4. Ïóñòü |Vr−1| = 0, |Vr| = 0, |Vr+1| = 0, à |Vr−2| 6= 0è |Vr+2| 6= 0. Òîãäà â ðàçìåùåíèè π∗ èìååì (ðèñ. 6): åñëè π∗(t−1) = vr−1,òî âåðøèíà t− 2 ðàçìåùåíà â óçåë èç Vr−2 è π∗(t) = vr+1, âåðøèíà t+ 1ðàçìåùåíà â óçåë èç Vr+2, è ò. ä. Äâå âåðøèíû öåïè Ch, ðàçìåù�åííûåâ vr−2 è vr, ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Âåðøèíû, ðàçìåù�åííûå â vr è vr+2,òàêæå ñìåæíûå, è ò. ä. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(π∗(q), π∗(q + 1)) 6 2 äëÿ âñåõ
q = 1, . . . ,m− 1.

vr+2

vr+1

vr

vr−1 Vr−1

Vr+2 vr+2

vr+1

vr

vr−1

vr−2 Vr−2

Vr+2�èñ. 6. Ñëó÷àè 3 è 4Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ñòðóêòóðà ïîääåðåâà, íå ñîäåðæàùåãî ñåòåé âè-äà G1 è G2, ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííûì âûøå ñëó÷àÿì, ñëåäîâàòåëü-íî, F (π∗) = 2. Ëåììà 2 äîêàçàíà.Ëåììà 3. Åñëè π � ðàçìåùåíèå öåïè Ch íà ñåòè T è F (π) = 2,òî ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà T ñ âûäåëåííîé ãëàâíîé öåïüþ C0òàêîå, ÷òî G1, G2 6⊆ Ti äëÿ âñåõ i = 2, . . . , p − 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì â äåðåâå T öåïü C1, ñîåäèíÿþùóþ π(1)è π(m), óçëû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîääåðåâüåâ T ∗
j , j = 1, . . . , q.Åñëè óçåë π(1) íå ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷èì, òî âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé êîíöåâîéóçåë va ∈ T ∗

1 , èíà÷å va = π(1). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì óçåë vb ∈ T ∗
q .



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 57Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 57Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 57�àññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà ñ öåïüþ, ñîåäèíÿþùåé óçëû va è vb,êàê ãëàâíîé. Åñëè G1 ⊆ Ti èëè G2 ⊆ Ti äëÿ íåêîòîðîãî ïîääåðåâà Ti,òî ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ñóùåñòâîâàíèåì ðàçìåùåíèÿ πòàêîãî, ÷òî F (π) = 2. Ëåììà 3 äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ðàçìåùåíèå π öåïè Ch íà ñåòè T òàêîå,÷òî F (π) = 2, òî F (π∗) = 2.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå äåðå-âà T ñ âûäåëåííîé ãëàâíîé öåïüþ C0 òàêîå, ÷òî G1, G2 6⊆ Ti äëÿ âñåõ
i = 2, . . . , p − 1 ïî ëåììå 3. Ïîñêîëüêó â àëãîðèòìå A1 ðàññìàòðèâàþò-ñÿ âñåâîçìîæíûå ãëàâíûå öåïè, áóäåò ðàññìîòðåíî è ïðåäñòàâëåíèå T ñãëàâíîé öåïüþ C0. Ïî ëåììå 2 F (π∗) = 2.Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîé äðåâîâèäíîé ñåòè T ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñò-âî F (π∗) 6 3.Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 1 è ëåììå 2íåðàâåíñòâî F (π∗) > 3 âûïîëíåíî, êîãäà G1 ⊆ Ti ëèáî G2 ⊆ Ti äëÿ
i ∈ {2, . . . , p − 1}. Ïóñòü G1 ⊆ Ti äëÿ íåêîòîðîãî i. Ïîêàæåì, ÷òî F (π∗)ðàâíî 3. Ñëó÷àé G2 ⊆ Ti ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

vr−1

vr

vr+1

v∗r

v∗r+1�èñ. 7. �àçìåùåíèå â ðàçíûå âåòâè ñåòè G1Îòìåòèì, ÷òî íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû t− 1 è t öåïè Ch, ðàçìåù�åííûåâ ðàçíûå âåòâè ñåòè ñ ïîäêîðíåì vr−1, ñîäåðæàùåé G1 (ðèñ. 7). Çàìåòèì,÷òî ïî àëãîðèòìó A1π åñëè â íåêîòîðóþ âåòâü ïîääåðåâà ðàçìåùàþòñÿâåðøèíû q, . . . , q+j, òî â óçåë, ñìåæíûé ñ ïîäêîðíåì âåòâè, âñåãäà áóäåòðàçìåùåíà âåðøèíà q + j. Ïóñòü â óçåë v∗r , ñìåæíûé ñ vr−1, ðàçìåùåíàâåðøèíà t − 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ¾ïåðåõîäå¿ â äðóãóþ âåòâü ñ ïîäêîð-íåì vr−1 (ðàçìåùåíèå âåðøèíû t) âñå óçëû òåêóùåé âåòâè çàíÿòû.Ïîêàæåì, ÷òî óçåë vr−1 ïðè ýòîì òàêæå çàíÿò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòüóçåë vr−1 ñâîáîäåí. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî j íàéäóòñÿ âåðøèíû t − j − 1



58 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí58 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí58 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèíè t− j òàêèå, ÷òî t− j ðàçìåùåíà â óçåë, íàõîäÿùèéñÿ äàëüøå îò êîðíÿïîääåðåâà Ti îòíîñèòåëüíî v∗r , à t− j− 1 � áëèæå ê êîðíþ îòíîñèòåëüíî
vr−1. Íî ïî àëãîðèòìó âåðøèíà t − j ðàçìåùåíà ëèáî â vr−1, ëèáî â v∗r ,òàê êàê ïðè ðàçìåùåíèè t− j îíè áûëè ñâîáîäíûìè, ñëåäîâàòåëüíî, vr−1çàíÿò. Òîãäà óçåë vr îñòà�åòñÿ ñâîáîäíûì, íà øàãå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ vr+1,ñìåæíûé ñ vr, è π∗(t) = vr+1. Òàêèì îáðàçîì, ρ(π∗(t− 1), π∗(t)) = 3.Ïî ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà A1π ïðè ðàçìåùåíèè âåðøèí Ch íà öåïèâ ñåòè T íèêàêèå äâå ñìåæíûå âåðøèíû Ch íå ìîãóò áûòü ðàçìåùåíûâ óçëû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëåå 3 äðóã îò äðóãà. Ïðè ïåðåõîäåèç îäíîé âåòâè ïðîèçâîëüíîé ïîäñåòè â äðóãóþ ýòî ñâîéñòâî ïîêàçàíîâûøå.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé äðåâîâèäíîé ñåòè T ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-ñòâî F (π∗) 6 3. Ëåììà 4 äîêàçàíà.Òåîðåìà. Ïîëó÷åííîå àëãîðèòìîì A1 ðåøåíèå çàäà÷è (Ch, T , F ) ÿâ-ëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ ëåììû 1 åñëè G1 ⊆ Ti èëè G2 ⊆ Tiäëÿ íåêîòîðîãî i = 2, . . . , p − 1, òî F (π) > 3 äëÿ ëþáîãî ðàçìåùåíèÿ π.Ïî ëåììå 4 F (π∗) 6 3. Ïî ñëåäñòâèþ ëåììû 3 åñëè ñóùåñòâóåò ðàçìåùå-íèå π, äëÿ êîòîðîãî F (π) = 2, òî F (π∗) = 2. Åñëè T � öåïü, òî F (π∗) = 1.Òåîðåìà äîêàçàíà.Îòìåòèì, ÷òî òðóäî�åìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (Ch, T, F ) íå ïðåâîñõî-äèò O(m4 logm). Äåéñòâèòåëüíî, àëãîðèòì A1 ñîñòîèò èç ïåðåáîðà ãëàâ-íûõ öåïåé äðåâîâèäíîé ñåòè T , ïîèñêà â íåé ñåòåé âèäà G1 è G2 (àë-ãîðèòì A1G) è íåïîñðåäñòâåííîãî ðàçìåùåíèÿ (àëãîðèòì A1π). ×èñëîãëàâíûõ öåïåé íå áîëüøå m(m − 1)/2, òðóäî�åìêîñòü àëãîðèòìà A1G íåïðåâîñõîäèò O(m2 logm), àëãîðèòìà A1π � O(m2 logm), è, ñëåäîâàòåëü-íî, òðóäî�åìêîñòü A1 íå ïðåâîñõîäèò O(m4 logm).3. Àëãîðèòìû íà ñïåöèàëüíûõ è îáùèõ ñåòÿõÎïðåäåëåíèå. �ðà� S = (V,U), |V | = m, íàçûâàåòñÿ çâåçäîé, åñ-ëè èìååòñÿ âåðøèíà v1 ∈ V , ñòåïåíü êîòîðîé ðàâíà m − 1, à ñòåïåíèîñòàëüíûõ âåðøèí ðàâíû 1, ïðè ýòîì v1 � öåíòð çâåçäû [5℄.�àññìîòðèì çàäà÷ó (SW,MW,F ) ðàçìåùåíèÿ âçâåøåííîé çâåçäû
SW = (N,E) íà ïðîèçâîëüíîé âçâåøåííîé ñåòè MW = (V,U).Óòâåðæäåíèå 1. Çàäà÷à (SW,MW,F ) ðàçðåøèìà çà O(m3) îïåðà-öèé.



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 59Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 59Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 59Àëãîðèòì A2Øàã 1. Ñòðîèì ìàòðèöó êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè ïà-ðàìè óçëîâ ñåòè MW . Ìàòðèöà èìååò m ñòðîê è m− 1 ñòîëáåö: íå ó÷è-òûâàåì íóëåâûå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû.Øàã 2. Óïîðÿäî÷èâàåì ýëåìåíòû ñòðîê ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ïî íå-óáûâàíèþ, ïîëó÷àåì ìàòðèöó K = (kij), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,m− 1.Øàã 3. Óïîðÿäî÷èâàåì âåðøèíû ãðà�à SW ïî íåâîçðàñòàíèþ ñòî-èìîñòè ñâÿçè ñ öåíòðîì, ò. å. w(n1, n2) > w(n1, n3) > . . . > w(n1, nm).Øàã 4. Äëÿ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû K âû÷èñëÿåì ïðîèçâåäåíèÿ å�åýëåìåíòîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñòîèìîñòåé ñâÿçèñ öåíòðîì çâåçäû (ïåðâûé ýëåìåíò ñòðîêè � ñ ïåðâîé êîìïîíåíòîé âåê-òîðà, âòîðîé � ñî âòîðîé, è ò. ä.) è âûáèðàåì èç íèõ ìàêñèìàëüíîå. Äàëååñðåäè ýòèõ ìàêñèìóìîâ íàõîäèì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ïóñòü òàêîé ìè-íèìóì äîñòèãàåòñÿ â ñòðîêå, ñîîòâåòñòâóþùåé óçëó v1, ïðè÷¼ì ñòîëáöûâ ýòîé ñòðîêå ñîîòâåòñòâóþò óçëàì v2, . . . , vm.Øàã 5. Ïîëàãàåì π(n1) = v1, π(n2) = v2, . . . , π(nm) = vm.Òðóäî�åìêîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì îïåðà-öèé O(m3), íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé ìåæ-äó âñåìè ïàðàìè óçëîâ, è O(m2 logm) îïåðàöèé ïî óïîðÿäî÷åíèþ ñòðîêìàòðèöû K, ïîýòîìó íå ïðåâîñõîäèò O(m3). Îïòèìàëüíîñòü àëãîðèòìàîñíîâàíà íà ñëåäóþùåì ñâîéñòâå.Ñâîéñòâî 1. Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ íàáîðîâ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷è-ñåë a = (a1, a2, . . . , an) è b = (b1, b2, . . . , bn) ìàêñèìàëüíîå ïîêîìïîíåíò-íîå ïðîèçâåäåíèå ìèíèìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí íàáîðóïîðÿäî÷åí â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ, à äðóãîé � â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1 > a2 > . . . > an, à íàáîð b íå óïîðÿäî-÷åí. Òîãäà åñëè b1 > b2, òî, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
f = max{a1b1; a2b2; a3b3; . . . ; anbn} > max{a1b2; a2b1; a3b3; . . . ; anbn}.Äàëåå ñðàâíèâàåì b1 è b3 è ò. ä. Ïðîèçâîäèì, åñëè íóæíî, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ïàðíûå çàìåíû, íå óâåëè÷èâàÿ ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ �óíêöèè f . Ïîñëå

n2-êðàòíîãî ïðîâåäåíèÿ ñðàâíåíèÿ ïîëó÷èì
f > max{a1bi1 ; a2bi2 , . . . , anbin},ïðè÷�åì bi1 6 bi2 6 . . . 6 bin . Ñâîéñòâî 1 äîêàçàíî.�àññìîòðèì çàäà÷ó (Ch, SW,F ) ðàçìåùåíèÿ öåïè Ch = (N,E) ñ åäè-íè÷íûìè âåñàìè ð�åáåð íà âçâåøåííîé çâåçäå SW = (V,U).



60 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí60 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí60 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.ËàãçäèíÓòâåðæäåíèå 2. Çàäà÷à (Ch, SW,F ) ðàçðåøèìà çà O(m logm) îïå-ðàöèé.Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðàçáèåíèþ íàáî-ðà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íà ïàðû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìàëüíàÿñóììà â ïàðàõ áûëà ìèíèìàëüíîé. Óêàçàííûé íàáîð â çàäà÷å ðàçìåùå-íèÿ � ýòî âåñà ëó÷åé çâåçäû.Ïóñòü çàäàí íàáîð a èç ÷�åòíîãî ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {a1, a2,
. . . , an}. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åãî ýëåìåíòû óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòà-íèþ, ò. å. ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà a1 > a2 > . . . > an.Ñâîéñòâî 2. Ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà ïàð ýëåìåíòîâ (aj , ak) íàáîðà aòàêèõ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî j + k = n + 1, áóäåò ìèíèìàëüíîé ïîâñåì ðàçáèåíèÿì íàáîðà íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïàðû.Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü minmax

(l,m)
{al+am} = ai+aj .�àññìîòðèì ñëó÷àé i+ j 6= n+1. Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî i+ j > n+1íåâåðíî, èíà÷å ñóùåñòâóåò ïàðà (s, t) òàêàÿ, ÷òî as > ai è at > aj , è òîãäà

as + at > ai + aj è s+ t < n+ 1.Ïóñòü i+ j < n+ 1, òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà (s, t), äëÿ êîòîðîé s+ t >
n + 1. Ïóñòü i > j è s > t. Îáðàçóåì ïàðû (i, t) è (j, s) ïóò�åì ïàðíûõçàìåí. Ïîëó÷àåì ai+ at 6 ai+ aj è aj + as 6 ai+ aj ; ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,÷òî ai + aj � ìèíèìàëüíàÿ èç ìàêñèìàëüíûõ ñóìì ïî âñåì ðàçáèåíèÿìíà ïàðû ìàññèâà a.Çàìåòèì, ÷òî ïàðû ýëåìåíòîâ (aj, ak) òàêèå, ÷òî j + k = n + 1, îá-ðàçóþò ðàçáèåíèå íàáîðà a íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïàðû, ñëåäîâàòåëüíî,ìèíèìàëüíîé èç ìàêñèìàëüíûõ ñóìì âñåõ ðàçáèåíèé áóäåò èìåííî ìàê-ñèìàëüíàÿ ñóììà äàííîãî ðàçáèåíèÿ. Ñâîéñòâî 2 äîêàçàíî.Àëãîðèòì A3Øàã 1. Óïîðÿäî÷èâàåì óçëû ñåòè SW ñ öåíòðîì â v1 â ïîðÿäêåíåâîçðàñòàíèÿ âåñîâ: r(v1, v2) > r(v1, v3) > . . . > r(v1, vm).Øàã 2. Ïîëàãàåì π(n1) = v2, π(n2) = v1, π(n3) = v3, π(n4) = vm,
π(n5) = v4 è ò. ä. Îáùàÿ �îðìóëà äëÿ âåðøèí öåïè nj , j > 4, èìååò âèä
π(n2k) = vm−k+2, π(n2k+1) = vk+2, k = 2, 3, . . . , [m/2].Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì A3 ðàçáèâàåò ëó÷è çâåçäû èìåííî â òàêîìïîðÿäêå, êàê ïîêàçàíî â ñâîéñòâå 2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îí íàõîäèò îï-òèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (Ch, SW,F ). Åñëè ÷èñëî ëó÷åé â SW ÷�åòíîå,òî óêàçàííûé â ñâîéñòâå íàáîð èìååò íå÷�åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Â ýòîìñëó÷àå ¾ñåðåäèíà¿ íàáîðà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 61Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 61Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 61Ïóñòü Cy = (N,E)� öèêë ñ åäèíè÷íûìè âåñàìè ð�åáåð, SW = (V,U)�âçâåøåííàÿ çâåçäà. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (Cy, SW,F ) îòëè÷àåòñÿîò àëãîðèòìà A3 øàãîì 2: íà í�åì ïîëàãàåì π(n1) = v2, π(n2) = v1,
π(n3) = v3, π(n4) = vm−1, π(n5) = v4 è ò. ä. Îáùàÿ �îðìóëà èìååòâèä π(n2k) = vm−k+1, π(n2k+1) = vk+2, k = 2, 3, . . . , [m/2]. Òðóäî�åìêîñòüïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò O(m logm).Îïðåäåëåíèå. Åñëè T = (Y,Q) � äåðåâî, â êîòîðîì èìååòñÿ âåðøè-íà y1 ∈ Y ñòåïåíè íå ìåíåå òð�åõ, à ñòåïåíè äðóãèõ âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿòäâóõ, òî äåðåâî T ãîìåîìîð�íî çâåçäå HS [5℄.�àññìîòðèì çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ öåïè Ch = (N,E) ñ åäèíè÷íûìè âå-ñàìè ð�åáåð íà ñåòè, ãîìåîìîð�íîé çâåçäå HS = (V,U) ñ åäèíè÷íûìèâåñàìè ð�åáåð.Óòâåðæäåíèå 3. Çàäà÷à (Ch,HS,F ) ðàçðåøèìà çà O(m) îïåðàöèé.Ïðèâåä�åì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé çà-äà÷è.Àëãîðèòì A4Øàã 1. �àçìåùàåì ïîñëåäîâàòåëüíî âåðøèíû öåïè Ch â óçëû ñå-òè HS, íà÷èíàÿ ñ êîíöåâîãî óçëà ïðîèçâîëüíîãî ëó÷à ñ êîëè÷åñòâîì óç-ëîâ íå ìåíåå äâóõ, äî óçëà, ñìåæíîãî ñ öåíòðîì HS.Øàã 2. Åñëè èìåþòñÿ ñâîáîäíûå ñìåæíûå ñ öåíòðîì ñåòè HS óç-ëû vi ∈ V òàêèå, ÷òî d(vi) = 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìåùàåì â íèõâåðøèíû öåïè Ch. Åñëè òàêèõ óçëîâ íåò è öåíòð HS íå çàíÿò, òî ðàçìå-ùàåì î÷åðåäíóþ âåðøèíó â íåçàíÿòûé ñìåæíûé ñ öåíòðîì óçåë v1 ∈ Vïðîèçâîëüíîãî ëó÷à. Åñëè öåíòð çàíÿò è îñòàëñÿ îäèí íåçàíÿòûé ëó÷, òîðàçìåùàåì âåðøèíó â v1 è ïåðåõîäèì íà øàã 4. Èíà÷å î÷åðåäíàÿ âåðøè-íà ðàçìåùàåòñÿ â óçåë v2 ∈ V , ñìåæíûé ñ v1.Øàã 3. �àçìåùàåì âåðøèíû öåïè â óçëû ëó÷à ÷åðåç îäèí è äîõîäèìäî âèñÿ÷åãî óçëà ëó÷à. Äàëåå, äâèãàÿñü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ê öåí-òðó, ðàçìåùàåì âåðøèíû öåïè àíàëîãè÷íî. Ïîñëå ðàçìåùåíèÿ âåðøèíûöåïè Ch â ïîñëåäíèé íåçàíÿòûé óçåë ëó÷à, î÷åðåäíóþ âåðøèíó ñåòè Chðàçìåùàåì â öåíòð HS, åñëè îí íå çàíÿò. Ïåðåõîä íà øàã 2.Øàã 4. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìåùàåì âåðøèíû öåïè Ch â óçëû òåêó-ùåãî ëó÷à, äâèãàÿñü ê âèñÿ÷åìó óçëó. Êîíåö àëãîðèòìà.Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìîì A4 ðàçìåùå-íèÿ π áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F (π) 6 3.Ïðèâåä�åì ïðèìåð ìèíèìàëüíîé ïî êîëè÷åñòâó óçëîâ ñåòè HS, ãîìåî-ìîð�íîé çâåçäå, äëÿ êîòîðîé F (π∗) = 3 äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ π∗



62 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí62 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí62 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèíçàäà÷è (Ch,HS,F ). Ñåòü ñîñòîèò èç 11 óçëîâ è 5 ëó÷åé, íà êàæäîì èçêîòîðûõ ïî äâà óçëà. Îáîçíà÷èì ýòó ñåòü ÷åðåç HS2
5 .Îòìåòèì, ÷òî F (π∗) = 3 äëÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ π∗ öåïè Ch íàïðîèçâîëüíîé ñåòè, ãîìåîìîð�íîé çâåçäåHS è ñîäåðæàùåé ïîäñåòüHS2

5 .Åñëè òàêîé ïîäñåòè íåò, òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè F (π∗)ðàâíî 2. Äåéñòâèòåëüíî, îòñóòñòâèå òàêîé ïîäñåòè îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî÷èñëî ëó÷åé íå áîëåå ÷åòûð�åõ, ëèáî õîòÿ áû îäèí ëó÷ ñîäåðæèò òîëüêîîäèí óçåë. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ïîëó÷åííîãîàëãîðèòìîì A4 ðàçìåùåíèÿ π ñïðàâåäëèâî F (π) = 2. Èç ïðèâåä�åííûõðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòì A4 íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèåçàäà÷è (Ch,HS,F ).�àññìîòðèì çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ öèêëà Cy = (N,E) ñ åäèíè÷íûìèâåñàìè ð�åáåð íà ñåòè, ãîìåîìîð�íîé çâåçäå HS = (V,U) ñ åäèíè÷íû-ìè âåñàìè ð�åáåð. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è îòëè÷àåòñÿ îò àë-ãîðèòìà A4 â ñëåäóþùåì: íà øàãå 1 ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà öèêëà Cyðàçìåùàåòñÿ â öåíòð HS, à íà øàãå 3 îòñóòñòâóåò ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëèåäèíñòâåííûì ñëåäóþùèé íåçàíÿòûé ëó÷. Øàã 4 â àëãîðèòìå îòñóòñòâó-åò, à àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà âñå âåðøèíû Cy ðàçìåùåíû âóçëû ñåòè HS. Òðóäî�åìêîñòü ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò
O(m) îïåðàöèé. Àíàëîãè÷íî ìîæíî óêàçàòü ìèíèìàëüíóþ ñåòü äëÿ çà-äà÷è (Cy,HS, F ). Â ðàíåå ââåä�åííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî ñåòü HS2

3 .4. Çàêëþ÷åíèå�àññìîòðåíà êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ ñ ìèíèìàêñíûì êðè-òåðèåì, êîãäà ñòðóêòóðà ñâÿçåé ìåæäó ðàçìåùàåìûìè îáúåêòàìè ïðåä-ñòàâëåíà â âèäå íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à, à îáëàñòü, â êîòîðîé ïðîèç-âîäèòñÿ ðàçìåùåíèå, � íåîðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü. Ïðåäëîæåíû ïîëèíî-ìèàëüíûå àëãîðèòìû ðàçìåùåíèÿ öåïè ñ åäèíè÷íûìè âåñàìè ð�åáåð íàäåðåâå è íà ñåòè, ãîìåîìîð�íîé çâåçäå ñ åäèíè÷íûìè âåñàìè ð�åáåð, àòàêæå íà âçâåøåííîé çâåçäå; öèêëà ñ åäèíè÷íûìè âåñàìè ð�åáåð íà âçâå-øåííîé çâåçäå è íà ñåòè, ãîìåîìîð�íîé çâåçäå ñ åäèíè÷íûìè âåñàìèð�åáåð; âçâåøåííîé çâåçäû íà ïðîèçâîëüíîé âçâåøåííîé ñåòè.5. ÏðèëîæåíèÿÀëãîðèòì A1G ïîèñêà ñåòåé âèäà G1 è G2�àññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà T ñ âûäåëåííîé ãëàâíîé öåïüþ C0 =
(V0, U0), V0 = {k1, . . . , kp}, i := 2.Øàã 1. k := ki. Åñëè d(k) = 1, òî êîíåö àëãîðèòìà, ñåòè âèäà G1è G2 íå íàéäåíû. Èíà÷å



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 63Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 63Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è 63ïðè d(k) = 2 ïîëàãàåì i := i+ 1 è ïåðåõîäèì íà íà÷àëî øàãà 1,ïðè d(k) = 3 óïîðÿäî÷èâàåì öåïè ïîääåðåâà Ti ïî íåóáûâàíèþ ÷èñëàâõîäÿùèõ â íèõ óçëîâ. Åñëè ñóùåñòâóåò òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ð�åáðàìöåïè äëèíû íå ìåíåå äâóõ, òî êîíåö àëãîðèòìà, íàéäåíà ñåòü âèäà G2.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì v := k, ïîìå÷àåì âñå öåïè ïîääåðåâà ñêîðíåì v êàê íåïðîñìîòðåííûå.Øàã 2. Cv � î÷åðåäíàÿ íåïðîñìîòðåííàÿ öåïü ïîääåðåâà ñ êîðíåì v.Åñëè òàêîé íåò, òî ïðè v = k ïîëàãàåì i := i + 1 è ïåðåõîäèì íà íà÷à-ëî øàãà 1, èíà÷å u � ñìåæíûé ñ v óçåë, íàõîäÿùèéñÿ áëèæå ê êîðíþïîääåðåâà Ti, ïîìå÷àåì ñîîòâåòñòâóþùóþ öåïü Cu êàê ïðîñìîòðåííóþ,ïîëàãàåì v := u è ïåðåõîäèì íà íà÷àëî øàãà 2. Åñëè èìååòñÿ öåïü Cvè u � óçåë Cv, ñìåæíûé ñ v, òîïðè d(u) = 1 ïîìå÷àåì öåïü Cv êàê ïðîñìîòðåííóþ è ïåðåõîäèì íàíà÷àëî øàãà 2;ïðè d(u) = 2 èìååì w � óçåë Cv, ñìåæíûé ñ u, w 6= v, ïîëàãàåì v := wè ïåðåõîäèì íà íà÷àëî øàãà 2;ïðè d(u) = 3 îáîçíà÷èì ÷åðåç j ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ð�åáðàìöåïåé äëèíû íå ìåíåå äâóõ ïîääåðåâà ñ êîðíåì u;ïðè j = 0 ïîìå÷àåì öåïü Cv êàê ïðîñìîòðåííóþ è ïåðåõîäèì íàíà÷àëî øàãà 2;ïðè j = 1 èìååì w � óçåë ñîîòâåòñòâóþùåé öåïè, ñìåæíûé ñ u, w 6= v,ïîëàãàåì v := w è ïåðåõîäèì íà íà÷àëî øàãà 2;ïðè j > 2 íàéäåíà ñåòü âèäà G1. Êîíåö àëãîðèòìà.Àëãîðèòì A1π ðàçìåùåíèÿ öåïè Ch íà äåðåâå T�àññìàòðèâàåì ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà T ñ âûäåëåííîé ãëàâíîé öåïüþ
C0 = (V0, U0), V0 = {k1, . . . , kp}.Øàã 1. π(1) := k1, t := 2, i := 1.Øàã 2. i := i+ 1. Åñëè π(t− 1) 6= ki−1, òî π(t) := ki, t := t+ 1.Øàã 3. Ïðè d(ki) = 1 åñëè ki íå çàíÿò, òî π(t) := ki. Êîíåö àëãîðèòìà.Ïðè d(ki) = 2 åñëè ki íå çàíÿò, òî ïîëàãàåì π(t) := ki è t := t + 1 èïåðåõîäèì íà íà÷àëî øàãà 3.Ïðè d(ki) > 3 óïîðÿäî÷èâàåì öåïè ïîääåðåâà Ti ïî íåóáûâàíèþ ÷èñ-ëà âõîäÿùèõ â íèõ óçëîâ, ïîëàãàåì v := ki, ïîìå÷àåì âñå öåïè è óçëûïîääåðåâà ñ êîðíåì v êàê íåïðîñìîòðåííûå.Øàã 4. Ïóñòü Cv � î÷åðåäíàÿ íåïðîñìîòðåííàÿ öåïü ïîääåðåâà ñêîðíåì v.Åñëè òàêîé öåïè íåò, òî ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìåùàåì âåðøèíû öå-ïè Ch â ïðîñìîòðåííûå óçëû öåïåé åäèíè÷íîé äëèíû (åñëè òàêèå èìå-



64 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí64 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèí64 �. �. Çàáóäñêèé, À.Þ.Ëàãçäèíþòñÿ); åñëè v � ïðîñìîòðåííûé óçåë, òî ïîëàãàåì π(t) := v, t := t + 1.Åñëè v = ki, òî ïåðåõîäèì íà øàã 3, èíà÷å ïóñòü w � ñìåæíûé ñ v,íàõîäÿùèéñÿ áëèæå ê ki, ïîìå÷àåì ñîîòâåòñòâóþùóþ öåïü Cw êàê ïðî-ñìîòðåííóþ, ïîëàãàåì v := w è ïåðåõîäèì íà íà÷àëî øàãà 4.Åñëè èìååòñÿ íåïðîñìîòðåííàÿ öåïü Cv è u � óçåë Cv, ñìåæíûé ñ v, èïðè ýòîì v íå çàíÿò, òî π(t) := u, èíà÷å u ïîìå÷àåì êàê ïðîñìîòðåííûé.Ïîëàãàåì v := u.Øàã 5.Åñëè d(v) = 1, òî ïîëàãàåì π(t) := v, t := t+ 1. Ïóñòü u � ñìåæíûéóçåë ñ v. Ïîëàãàåì v := u è ïåðåõîäèì íà øàã 4.Åñëè d(v) = 2 è w � ñìåæíûé ñ v, ðàñïîëîæåííûé äàëüøå îò ki, u �äðóãîé ñìåæíûé ñ v, òîïðè d(w) = 1 ïîëàãàåì π(t) := w, t := t + 1 è åñëè v ñâîáîäåí,òî π(t) := v, t := t+ 1, ïîëàãàåì v := u è ïåðåõîäèì íà øàã 4;ïðè d(w) > 2 åñëè v íå çàíÿò, òî π(t) := w è t := t+ 1, çàòåì ïîëàãà-åì v := w è ïåðåõîäèì íà øàã 4;ïðè d(v) > 3 åñëè ðàñïîëîæåííûé áëèæå ê ki óçåë u, ñìåæíûé ñ v,çàíÿò, òî ïåðåõîäèì íà øàã 4, èíà÷å ïîëàãàåì π(t) := v, t := t+ 1.Øàã 6. �àññìàòðèâàåì î÷åðåäíóþ íåïðîñìîòðåííóþ öåïü Cv ïîääå-ðåâà ñ êîðíåì v. Åñëè òàêîé öåïè íåò, òî ïåðåõîäèì íà øàã 4. Èíà÷åïóñòü w � óçåë Cv, ñìåæíûé ñ v. Òîãäàïðè d(w) = 1 ïîìå÷àåì óçåë w è öåïü Cv êàê ïðîñìîòðåííûå è ïåðå-õîäèì íà íà÷àëî øàãà 6;ïðè d(w) > 2 ïîëàãàåì v := w è ïåðåõîäèì íà øàã 4.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. �ýðèÌ., ÄæîíñîíÄ. Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è òðóäíîðåøàåìûå çà-äà÷è // Ì.: Ìèð, 1982. � 416 ñ.2. ÄåìèäåíêîÂ.Ì. Îáîáùåíèå óñëîâèé ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè êâàäðà-òè÷íîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ ñ ìàòðèöàìè àíòè-Ìîíæà è Òåïëèöà //Äîêë. ÍÀÍ Áåëàðóñè, 2003. � Ò. 47, � 2. � Ñ. 15�18.3. Çàáóäñêèé �. �. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ íà ãðà�àõ // Òð.XI Áàéêàëüñêîé ìåæäóíàð. øêîëû-ñåìèíàðà ¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõïðèëîæåíèÿ¿. � Èðêóòñê: ÈÑÝ èì. Ë.À.Ìåëåíòüåâà ÑÎ �ÀÍ, 1998. �Ñ. 135�138.4. Çàáóäñêèé �. �., ËàãçäèíÀ.Þ. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ êâàäðàòè÷íîé çà-äà÷è î íàçíà÷åíèÿõ ñ ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì íà äåðåâå // ÌàòåðèàëûVII Ìåæäóíàð. íàó÷íî-òåõí. êîí�. ¾Äèíàìèêà ñèñòåì, ìåõàíèçìîâ è ìà-øèí¿. � Îìñê: Îì�ÒÓ, 2009. � Ò. 3. � Ñ. 23�27.
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