
ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÖÈÉÈþëü�àâãóñò 2011. Òîì 18, � 4. C. 66�76ÓÄÊ 519.716Î ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈßÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÌÍÎ�ÎÇÍÀ×ÍÎÉËÎ�ÈÊÈ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ��ÓÏÏ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ ∗)Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâÀííîòàöèÿ. Íà îñíîâå ÿçûêà FE �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ìíî-ãîçíà÷íîé ëîãèêè îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðû FE-, FEC- è QFEC-çàìû-êàíèé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå òðè îïåðàòîðà ïîðîæäàþò íà ìíîæå-ñòâå �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè îäíó è òó æå êîíå÷íóþ êëàññè�èêà-öèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ êëàññè�èêàöèåé ïî ãðóïïàì àâòîìîð�èçìîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �óíêöèÿ ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè, ãðóïïà àâòîìîð-�èçìîâ.Â âîïðîñàõ êëàññè�èêàöèè ìíîæåñòâà �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãè-êè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îïåðàòî-ðàõ çàìûêàíèÿ. Íà ìíîæåñòâå Pk �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè îïðåäåëÿ-åòñÿ îïåðàòîð çàìûêàíèÿ O, ïîðîæäàþùèé íà ìíîæåñòâå Pk ñåìåéñòâî
O-çàìêíóòûõ êëàññîâ (â îáùåì ñëó÷àå ïåðåñåêàþùèõñÿ), O-êëàññè�è-êàöèþ ìíîæåñòâà Pk. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè óæå îïðåäåëåíî äîâîëü-íî áîëüøîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ îò õîðîøî èçâåñò-íîãî îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè äî íåäàâíî ââåä�åííîãî îïåðàòîðà FE-çà-ìûêàíèÿ [8, 9℄.Ïîñòåïåííî ñëîæèëñÿ ðÿä òðåáîâàíèé, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâî-ðÿòü âíîâü îòêðûâàåìûå îïåðàòîðû çàìûêàíèÿ. Ïðåæäå âñåãî òàêèå îïå-ðàòîðû O äîëæíû ëèáî ÿâíî, ëèáî ïðîèçâîäíûì îáðàçîì ñîäåðæàòüîïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò õîòÿ áû ÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàòüðàçâèòóþ òåõíèêó è ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, èìåþùèåñÿ äëÿ îïå-ðàòîðà ñóïåðïîçèöèè. Êðîìå òîãî, O-çàìêíóòûå êëàññû îêàçûâàþòñÿ âýòîì ñëó÷àå çàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè, ÷òî òàêæå äà�åòâîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü, íàïðèìåð, òåîðåìû î ïîðîæäàþùèõ ñèñòåìàõè áàçèñàõ, ïîëó÷åííûå äëÿ ñóïåðïîçèöèè.Äðóãèì âàæíûì òðåáîâàíèåì ê O-êëàññè�èêàöèÿì ÿâëÿåòñÿ èõ ý�-�åêòèâíîñòü, ò. å. âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî êîíñòðóêòèâíîãî
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Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 67Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 67Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 67îïèñàíèÿ âñåõ O-çàìêíóòûõ êëàññîâ â Pk ïðè ëþáîì k. Íà ïðàêòèêå ýòîòðåáîâàíèå îáîðà÷èâàåòñÿ êîíå÷íîñòüþ ëèáî ñ÷�åòíîñòüþ O-êëàññè�èêà-öèè ìíîæåñòâà Pk.Èìååòñÿ åù�å íåñêîëüêî òðåáîâàíèé ê íåòðèâèàëüíîñòè (íåâûðîæäåí-íîñòè) O-êëàññè�èêàöèé, ÿçûêàì îïèñàíèÿ O-êëàññè�èêàöèé è èñïîëü-çóåìûì �óíêöèîíàëüíûì è ëîãè÷åñêèì ñðåäñòâàì.Îäíà èç ¾÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèõ¿ êëàññè�èêàöèé ìíîæåñòâà Pk ñâÿ-çàíà ñ ãðóïïàìè ïåðåñòàíîâîê. Íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå Ek ðàññìàòðè-âàåòñÿ ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê G, è ýòîé ãðóïïå ñîïîñòàâëÿåòñÿ êëàññ âñåõ�óíêöèé èç Pk, ñàìîäâîéñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ãðóï-ïû G (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè êëàññ âñåõ �óíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ãðóïïààâòîìîð�èçìîâ àëãåáðû 〈Ek; f〉 âêëþ÷àåò ãðóïïó G). Ýòà êëàññè�èêà-öèÿ, ðàçóìååòñÿ, êîíå÷íà, ïðè÷�åì íàèìåíüøèì â íåé ÿâëÿåòñÿ êëàññ âñåõîäíîðîäíûõ �óíêöèé èç Pk, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëíîé ñèììåòðè÷åñêîéãðóïïå ïåðåñòàíîâîê íà Ek, à íàèáîëüøèì � êëàññ Pk, îòâå÷àþùèé åäè-íè÷íîé ãðóïïå.Ê ñîæàëåíèþ, ýòà êëàññè�èêàöèÿ ÿâíî íå ñâÿçàíà ñ îïåðàòîðàìè çà-ìûêàíèÿ, ÷òî çàòðóäíÿåò, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ î âûðàçè-ìîñòè îäíèõ �óíêöèé ÷åðåç äðóãèå, ïîðîæäàþùèõ ñèñòåìàõ, ïîðÿäêàõçàìêíóòûõ êëàññîâ è ò. ä.Âìåñòå ñ òåì â [4℄ àâòîðîì îïðåäåëåíû äâà ëîãèêî-�óíêöèîíàëüíûõÿçûêà: ÿçûêè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ 1L è 2L. Êàê îêàçàëîñü, îïå-ðàòîðû 1L- è 2L-çàìûêàíèé, îïðåäåëÿåìûå íà îñíîâå ÿçûêîâ 1L è 2L,ïîðîæäàþò îäèíàêîâûå êëàññè�èêàöèè ìíîæåñòâà Pk, â òî÷íîñòè ñîâïà-äàþùèå ñ óïîìÿíóòîé âûøå êëàññè�èêàöèåé, áàçèðóþùåéñÿ íà ãðóïïàõïåðåñòàíîâîê. Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ îïåðàòîðû çàìûêàíèÿ, êîòîðûåòîëüêî çà ñ÷�åò ñòðóêòóðû ëîãèêî-�óíêöèîíàëüíûõ �îðìóë, ó÷àñòâóþ-ùèõ â îïðåäåëåíèè îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ, äàþò êëàññè�èêàöèè, îñíî-âàííûå ïî ñóùåñòâó íà ãðóïïàõ àâòîìîð�èçìîâ.Â [5�7℄ ïîëîæåíî íà÷àëî èññëåäîâàíèÿì ïî �óíêöèîíàëüíûì óðàâíå-íèÿì ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Â [8, 9℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåì �óíêöèî-íàëüíûõ óðàâíåíèé îïðåäåë�åí íîâûé ý��åêòèâíûé îïåðàòîð FE-çàìû-êàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ P2 è P3 äà�åòòå æå ñàìûå êëàññè�èêàöèè, ÷òî è îïåðàòîðû 1L- è 2L-çàìûêàíèé.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà FE-çàìû-êàíèÿ è åãî ñâÿçè ñ îïåðàòîðàìè 1L- è 2L-çàìûêàíèé. Íà îñíîâå îïå-ðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ ââîäÿòñÿ îïåðàòîðû FEC-çàìûêàíèÿ (ñ ïîìîùüþðàñøèðåíèÿ ÿçûêà FE ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè & è ¬) è QFEC-çàìûêàíèÿ(ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåíèÿ ÿçûêà FEC êâàíòîðàìè ∃ è ∀). Äîêàçûâàåòñÿ,



68 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâ68 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâ68 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâ÷òî âñå òðè îïåðàòîðà FE-, FEC- è QFEC-çàìûêàíèé ïîðîæäàþò êëàñ-ñè�èêàöèè, ñîâïàäàþùèå ñ 1L- è 2L-êëàññè�èêàöèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, âñåïÿòü íàçâàííûõ îïåðàòîðîâ äàþò îäíó è òó æå êëàññè�èêàöèþ, êîòîðàÿñîâïàäàåò ñ êëàññè�èêàöèåé íà îñíîâå ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ.Ââåä�åì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü k > 2, Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, Pk �ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé íà Ek (ìíîæåñòâî �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè),
P

(n)
k � ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé èç Pk, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ.Îïðåäåëèì ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà 1L (çäåñü è äàëåå çíà÷íîñòü ëîãè-êè k ïðåäïîëàãàåòñÿ �èêñèðîâàííîé). Èñõîäíûìè ñèìâîëàìè ÿçûêà 1Lÿâëÿþòñÿ èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå x1, x2, . . . ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé Ek,ñèìâîëû f

(n)
i äëÿ îáîçíà÷åíèÿ n-ìåñòíûõ �óíêöèé èç Pk (1 6 i 6 kk

n ,
n = 1, 2, . . .), çíàê ðàâåíñòâà =, ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè êîíúþíêöèÿ &, äèçú-þíêöèÿ ∨ è îòðèöàíèå ¬, êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ ∃ è îáùíîñòè ∀, ëåâàÿè ïðàâàÿ ñêîáêè è çàïÿòàÿ. Ñèìâîëû f

(n)
i íàçûâàþòñÿ �óíêöèîíàëüíû-ìè êîíñòàíòàìè. Èíîãäà áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû â îáîçíà÷åíèÿõ f (n)i ,à òàêæå èñïîëüçîâàòü íàðÿäó ñ ïåðåìåííûìè xi èíäèâèäíûå ïåðåìåí-íûå y, z, w, âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè.Ââåä�åì ïîíÿòèÿ òåðìà è �îðìóëû ÿçûêà 1L. Âñÿêàÿ èíäèâèäíàÿ ïå-ðåìåííàÿ åñòü òåðì. Åñëè t1, . . . , tn � òåðìû è f (n)i � îáîçíà÷åíèå �óíê-öèè èç Pk, òî âûðàæåíèå f (n)i (t1, . . . , tn) � òåðì. Åñëè t1, t2 � òåðìûÿçûêà 1L, òî âûðàæåíèå t1 = t2 íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé �îðìóëîéÿçûêà 1L. Èç ýëåìåíòàðíûõ �îðìóë ÿçûêà 1L ïî îáû÷íûì ëîãè÷åñêèìïðàâèëàì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâÿçîê &,∨,¬ è êâàíòîðîâ ∃,∀ îïðåäåëÿþòñÿîñòàëüíûå �îðìóëû ÿçûêà 1L.Âñÿêàÿ �îðìóëà ÿçûêà 1L ñ m ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè î÷åâèä-íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå m-ìåñòíîå îòíîøåíèå íà Ek. Ïóñòü

Φ(x1, . . . , xm) � �îðìóëà ÿçûêà 1L ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè x1, . . .,
xm è �óíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè f1, . . . , fs. Åñëè Φ(x1, . . ., xm) îïðå-äåëÿåò îòíîøåíèå ρ(x1, . . . , xm), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ρîïðåäåëèìî �îðìóëîé Φ â ÿçûêå 1L (èëè 1L-âûðàçèìî �îðìóëîé Φ) ÷åðåç�óíêöèè f1, . . . , fs. Ïîíÿòèå îïðåäåëèìîñòè (âûðàçèìîñòè) ïåðåíåñ�åì ñîòíîøåíèé íà �óíêöèè. Èìåííî, åñëè g(x1, . . . , xm) � �óíêöèÿ èç Pk èîòíîøåíèå g(x1, . . . , xm) = y (ãðà�èê �óíêöèè g) îïðåäåëèìî �îðìó-ëîé Φ ÷åðåç �óíêöèè f1, . . . , fs, òî ãîâîðèì, ÷òî �óíêöèÿ g îïðåäåëèìà�îðìóëîé Φ ÷åðåç �óíêöèè f1, . . . , fs. Åñëè R ⊆ Pk, òî 1L-çàìûêàíèåììíîæåñòâà R (îáîçíà÷åíèå 1L[R]) íàçîâ�åì ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, êî-òîðûå 1L-îïðåäåëèìû �îðìóëàìè ÿçûêà 1L ÷åðåç �óíêöèè ìíîæåñòâà R.Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ 1L-çàìêíóòûì, åñëè 1L[R] = R.Îïðåäåëèì ÿçûê âòîðîãî ïîðÿäêà 2L. Èñõîäíûå ñèìâîëû ÿçûêà 2L



Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 69Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 69Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 69ñîñòîÿò èç èñõîäíûõ ñèìâîëîâ ÿçûêà 1L, ê êîòîðûì äîáàâëåíû �óíêöè-îíàëüíûå ïåðåìåííûå ϕ(n)
i ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé P (n)

k (i, n = 1, 2, . . .). Ïðèîïðåäåëåíèè òåðìà ÿçûêà 2L äîáàâëÿåòñÿ íîâûé ïóíêò: åñëè t1, . . . , tn �òåðìû ÿçûêà 2L è ϕ(n)
i � �óíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ϕ(n)

i (t1, . . . , tn)òàêæå ÿâëÿåòñÿ òåðìîì ÿçûêà 2L. Ïðè îïðåäåëåíèè �îðìóëû ÿçûêà 2Läîïîëíèòåëüíî ðàçðåøàþòñÿ êâàíòîðû ïî �óíêöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì.Ïóñòü Φ
(
ϕ
(n)
i

) � �îðìóëà ÿçûêà 2L ñ åäèíñòâåííîé ñâîáîäíîé �óíê-öèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ
(n)
i (â ÷àñòíîñòè, âñå èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå�îðìóëû Φ ñâÿçàíû). �îâîðèì, ÷òî �îðìóëà Φ

(
ϕ
(n)
i

) îïðåäåëÿåò �óíê-öèþ g èç P (n)
k , åñëè g ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé �óíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþ-ùåé �îðìóëå Φ

(
ϕ
(n)
i

). Êàê è äëÿ ÿçûêà 1L, ââîäèì ïîíÿòèå îïðåäåëè-ìîñòè �óíêöèè g �îðìóëîé Φ ÷åðåç �óíêöèè f1, . . . , fs è 2L-çàìûêàíèåìíîæåñòâà R. Ïðè ýòîì âñå èñïîëüçóåìûå �îðìóëû ÿçûêà 2L äîëæíûèìåòü òîëüêî îäíó ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ � �óíêöèîíàëüíóþ.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñÿêèé 2L-çàìêíóòûé êëàññ �óíêöèé 1L-çàìêíóò.Â ñàìîì äåëå, ïóñòü �îðìóëà Φ(x1, . . . , xn, y) ÿçûêà 1L îïðåäåëÿåò �óíê-öèþ g(x1, . . . , xn) ÷åðåç �óíêöèè ìíîæåñòâà R. Òîãäà �óíêöèÿ g áóäåò2L-îïðåäåëèìà ÷åðåç �óíêöèè ìíîæåñòâà R ñ ïîìîùüþ �îðìóëû
(∀x1) . . . (∀xn) (∀y)

((
ϕ
(n)
1 (x1, . . . , xn) = y

)
≡ Φ(x1, . . . , xn, y)

)
,ãäå ýêâèâàëåíòíîñòü ≡ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñâÿç-êè &, ∨,¬.Ïåðåéä�åì ê îïðåäåëåíèþ ÿçûêà FE. Òåðìû è ðàâåíñòâà òåðìîâ âÿçûêå FE ââîäÿòñÿ òàê æå, êàê â ÿçûêå 2L. �àâåíñòâà ÿçûêà FE íà-çûâàåì òàêæå óðàâíåíèÿìè ÿçûêà FE. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ t1 = t2, âñå�óíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå êîòîðîãî ñóòü ϕ(n1)

i1
, . . . , ϕ

(nm)
im

, ñ÷èòàåì ëþ-áóþ ñèñòåìó {g1, . . . , gm} �óíêöèé èç Pk îò n1, . . . , nm ïåðåìåííûõ ñî-îòâåòñòâåííî, êîòîðàÿ ïîñëå çàìåíû êàæäîé �óíêöèîíàëüíîé ïåðåìåí-íîé ϕ(nj)
ij

ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèåé gj îáðàùàåò óðàâíåíèå â òîæäåñòâî(îòíîñèòåëüíî âñåõ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå t1 = t2 èíäèâèäíûõ ïåðåìåí-íûõ). Åñëè Ξ � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿçûêà FE, òî ðåøåíèåìñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ íàçûâàåì ëþáóþ ñèñòåìó �óíêöèé èç Pk, êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êàæäîãî óðàâíåíèÿ, âõîäÿùåãî â ñèñòåìó Ξ.×òîáû ñ ïîìîùüþ ñèñòåì óðàâíåíèé îïðåäåëÿòü íåêîòîðûå ìíîæå-ñòâà �óíêöèé (îò îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà ïåðåìåííûõ), âûäåëèì îäíóèç �óíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû Ξ, êîòîðóþ íàçîâ¼ì ãëàâíîé�óíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ñèñòåìû Ξ. Ïóñòü ϕ
(n)
i � ãëàâíàÿ �óíê-öèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ è F ⊆ P

(n)
k . �îâîðèì, ÷òî



70 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâ70 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâ70 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâñèñòåìà óðàâíåíèé Ξ îïðåäåëÿåò (èëè FE-îïðåäåëÿåò)ìíîæåñòâî �óíê-öèé F , åñëè F ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ n-ìåñòíûõ �óíêöèé, âõîäÿùèõâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ξ â êà÷åñòâå êîìïîíåíòû ïî ïåðåìåííîé ϕ(n)
i . Èíû-ìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ ìíîæåñòâà âñåõðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ íà ¾êîîðäèíàòó¿ ϕi. Ýòî ñîîáðàæåíèåïîçâîëÿåò âûðàçèòü ìíîæåñòâî F ñ ïîìîùüþ �îðìóëû ÿçûêà 2L. Èìåí-íî, ïóñòü t1 = t2, . . . , t2s−1 = t2s � âñå óðàâíåíèÿ (ðàâåíñòâà) ñèñòåìû Ξ,à x1, . . . , xp � âñå å�å èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå. Ïðåäïîëîæèì åù�å, ÷òî

ϕ1, . . . , ϕm � âñå �óíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ñèñòåìû Ξ è ϕ1 � ãëàâ-íàÿ �óíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî F åñòü â òî÷íîñòèìíîæåñòâî âñåõ n-ìåñòíûõ �óíêöèé èç Pk, óäîâëåòâîðÿþùèõ (ïî ïåðå-ìåííîé ϕ1) ñëåäóþùåé �îðìóëå ÿçûêà 2L:
(∃ϕ2) . . . (∃ϕm) (∀x1) . . . (∀xp) ((t1 = t2)& . . .&(t2s−1 = t2s)).Ïî àíàëîãèè ñ ÿçûêàìè 1L è 2L îïðåäåëÿåì FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà�óíêöèé R êàê ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé èç Pk, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿâ âèäå îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ ñèñòåìàìè �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíå-íèé, èìåþùèõ â êà÷åñòâå �óíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò òîëüêî �óíêöèè èçìíîæåñòâà R. FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà R îáîçíà÷àåì ÷åðåç FE[R]. Èçïðèâåä�åííîãî âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåì �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèéâ �îðìóëû ÿçûêà 2L âûòåêàåò, ÷òî âñÿêèé 2L-çàìêíóòûé êëàññ �óíêöèéÿâëÿåòñÿ òàêæå FE-çàìêíóòûì.Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ ìîæíî çàäàòü íåñêîëüêî èíûì ñïîñîáîì, âäóõå îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ 1L- è 2L-çàìûêàíèé. Èìåííî, ñîõðàíÿÿ ïî-íÿòèÿ òåðìà è ðàâåíñòâà òåðìîâ, ìîæíî âìåñòî ñèñòåìû ðàâåíñòâ Ξ ýêâè-âàëåíòíûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàòü �îðìóëó Φ, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîéêîíúþíêöèþ âñåõ ðàâåíñòâ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó Ξ. Òîãäà ðåøåíèþ ñè-ñòåìû Ξ áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòâå÷àòü íàáîð �óíêöèé, óäîâëåòâî-ðÿþùèõ �îðìóëå Φ. Ïðè ýòîì âñå èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå �îðìóëû Φïðåäïîëàãàþòñÿ ñâÿçàííûìè êâàíòîðàìè îáùíîñòè, ðàñïîëîæåííûìè âíà÷àëå �îðìóëû Φ (ïî ñóùåñòâó ýòî óñëîâèå óæå ñîäåðæèòñÿ â îïðåäå-ëåíèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîãäà ìû ãîâîðèì î òîæäåñòâàõ, âêîòîðûå ïðåâðàùàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû).Ñäåëàåì øàã íà ïóòè îáîáùåíèÿ îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ � ðàçðå-øèì èñïîëüçîâàòü â óïîìÿíóòûõ �îðìóëàõ Φ ÿçûêà FE íàðÿäó ñî ñâÿç-êîé & òàêæå ñâÿçêè ∨ è ¬. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî îáîáùåíèÿ îáðàçóþòñÿ íî-âûå ÿçûê FEC è îïåðàòîð FEC-çàìûêàíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî âûðàçèòåëüíûåâîçìîæíîñòè ÿçûêà FEC, âîîáùå ãîâîðÿ, øèðå âûðàçèòåëüíûõ âîçìîæ-íîñòåé ÿçûêà FE. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé FEC-çàìêíóòûé êëàññ �óíêöèéáóäåò ÿâëÿòüñÿ òàêæå è FE-çàìêíóòûì.



Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 71Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 71Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 71Ïðèâåä�åì åù�å îäíî îáîáùåíèå îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ: áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü â �îðìóëàõ ÿçûêà FEC êâàíòîðû ïî èíäèâèäíûì ïåðåìåí-íûì. ×òîáû íå ðàññìàòðèâàòü îäíîâðåìåííî ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå ïå-ðåìåííûå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå âî âíîâüîáðàçîâàííûõ �îðìóëàõ ñâÿçàíû. Ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî îáîá-ùåíèÿ ÿçûê îáîçíà÷èì ÷åðåç QFEC, à ñîîòâåòñòâóþùèé åìó îïåðàòîð çà-ìûêàíèÿ áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì QFEC-çàìûêàíèÿ. Òàê æå, êàê äëÿîïåðàòîðà FEC-çàìûêàíèÿ, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âñÿêèé QFEC-çàìêíó-òûé êëàññ �óíêöèé áóäåò îäíîâðåìåííî ÿâëÿòüñÿ FEC-çàìêíóòûì.Ïóñòü g(x1, . . . , xn) ∈ Pk è π � ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå Ek. Ïîëî-æèì
gπ(x1, . . . , xn) = π−1(g(π(x1), . . . , π(xn))),ãäå π−1 � ïåðåñòàíîâêà, îáðàòíàÿ ê π. Ôóíêöèÿ gπ íàçûâàåòñÿ äâîé-ñòâåííîé ê �óíêöèè g îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè π. Åñëè gπ = g, òî ãî-âîðÿò, ÷òî g ñàìîäâîéñòâåííà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè π. Ôóíêöèÿ gíàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè îíà ñàìîäâîéñòâåííà îòíîñèòåëüíî ëþáûõïåðåñòàíîâîê íà Ek. Â äðóãîé òåðìèíîëîãèè åñëè gπ = g, òî ïåðåñòàíîâêà

π íàçûâàåòñÿ àâòîìîð�èçìîì àëãåáðû 〈Ek; g〉, à g íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-íîé �óíêöèåé, åñëè ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðû 〈Ek; g〉 åñòü ïîëíàÿñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå Ek.Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáîì k > 2 ñîâîêóïíîñòè FE- è FEC-çàìêíóòûõêëàññîâ â Pk ñîâïàäàþò.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ÿçûê FEC ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ÿçû-êà FE, â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì ëèøü ðåäóêöèþ �îðìóë ÿçûêà FECê �îðìóëàì ÿçûêà FE. Ïóñòü Φ � �îðìóëà ÿçûêà FEC, îïðåäåëÿþùàÿ(ïî ãëàâíîé �óíöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé) �óíêöèþ g. Áóäåì ïðåäïîëà-ãàòü, ÷òî �îðìóëà Φ ïðåäñòàâëåíà, íàïðèìåð, â äèçúþíêòèâíîé íîð-ìàëüíîé �îðìå, òàê ÷òî îòðèöàíèå â �îðìóëå Φ äåéñòâóåò òîëüêî íààòîìàðíûå ïîä�îðìóëû, ò. å. íà ðàâåíñòâà òåðìîâ. Êàê îáû÷íî, �îðìó-ëó ¬(t1 = t2) çàïèñûâàåì â âèäå t1 6= t2. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî �îðìóëà Φ ïîñòðîåíà èç ýëåìåíòàðíûõ �îðìóë âèäà t1 = t2 è t1 6= t2ñ ïîìîùüþ ñâÿçîê & è ∨.Ïóñòü âñå ýëåìåíòàðíûå ïîä�îðìóëû �îðìóëû Φ ñóòü
t1 =

a1 t2, . . . , t2s−1 =
as t2s, (1)ãäå a1, . . . , as ∈ {0, 1} è çíàêè =1, =0 ñîâïàäàþò ñî çíàêàìè = è 6= ñîîò-âåòñòâåííî (ñðåäè òåðìîâ t1, t2, . . . , t2s−1, t2s âîçìîæíû ïîâòîðåíèÿ). Ñî-ãëàñíî îïðåäåëåíèþ FEC-çàìûêàíèÿ, åñëè çàìåíèòü â �îðìóëå Φ ãëàâ-



72 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâ72 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâ72 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâíóþ �óíêöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ �óíêöèåé g, à âñå îñòàëüíûå �óíêöè-îíàëüíûå ïåðåìåííûå � ïîäõîäÿùèìè �óíêöèÿìè èç Pk, òî ïîëó÷åííàÿâ ðåçóëüòàòå �îðìóëà Φ1 áóäåò èñòèííîé ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõâ íå�å èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ.Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ �îð-ìóëû Φ1 (íà äàííîì íàáîðå çíà÷åíèé èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ) íåîáõî-äèìû íå ñàìè çíà÷åíèÿ âõîäÿùèõ â �îðìóëó Φ1 òåðìîâ t1, . . . , t2s, à ëèøüèñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ �îðìóë (1). Ïîëüçóÿñü ýòèì çàìå÷àíèåì, îïðå-äåëèì îäíîðîäíóþ �óíêöèþ h(y1, . . . , y2s, z, w) ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè.Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì âûáîðå çíà÷åíèé èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ �îðìó-ëû Φ1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1), â êîòîðîé âñå �óíêöèîíàëüíûå ïåðåìåí-íûå çàìåíåíû íàäëåæàùèì îáðàçîì �óíêöèÿìè èç Pk, äà�åò èñòèííîñò-íûå çíà÷åíèÿ b1, . . . , bs (ò. å. b1, . . . , bs ∈ {È,Ë}). Òîãäà ïîëàãàåì çíà÷åíèå
h(y1, . . . , y2s, z, w) ðàâíûì z äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé y1, . . . , y2s, óäîâëåòâî-ðÿþùèõ óñëîâèÿì (y2i−1 =ai y2i) ≡ bi (1 6 i 6 s). Âî âñåõ îñòàëü-íûõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàåì h(y1, . . . , y2s, z, w) = w. Ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè�óíêöèè h èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îòíîøåíèå ðàâåíñòâà/íåðàâåíñòâà ìåæ-äó ïåðåìåííûìè, à çíà÷åíèÿ h ñîâïàäàþò ñ z èëè w, �óíêöèÿ h äåéñòâè-òåëüíî áóäåò îäíîðîäíîé (ñì., íàïðèìåð, [3℄).Ïóñòü t′1, . . . , t′2s � òåðìû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç t1, . . . , t2s ïðè îïðåäåëå-íèè �îðìóëû Φ1. Èç ñïîñîáà çàäàíèÿ h ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâîòîæäåñòâî

h(t′1, t
′
2, . . . , t

′
2s−1, t

′
2s, z, w) = z (2)(ïåðåìåííûå z, w ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûìè è îòëè÷íûìè îò ïåðåìåí-íûõ �îðìóëû Φ). Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî (2) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâîòîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà t′1, . . . , t′2s ïîëó÷åíû èç òåðìîâ t1, . . . , t2s çà-ìåíîé ãëàâíîé �óíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé �óíêöèåé g è ïîäõîäÿùåéçàìåíîé âñåõ îñòàëüíûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ �óíêöèÿìè èç Pk.Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî ââåä�åííîìó ïîíÿòèþ FEC-çàìûêàíèÿ �îðìó-ëà Φ îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ �óíêöèþ g. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîéäðóãîé �óíêöèè g′ (îò òåõ æå ïåðåìåííûõ, ÷òî è �óíêöèÿ g) ïðè çàìåíåâ �îðìóëå Φ ãëàâíîé �óíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé �óíêöèåé g′ è ïðîèç-âîëüíîé çàìåíå âñåõ îñòàëüíûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ �óíêöè-ÿìè èç Pk îáðàçóåòñÿ �îðìóëà, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñ-òèííîé. Ïóñòü óêàçàííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ â �îðìóëå Φ ïîðîæäàåòòåðìû t′′1, . . . , t

′′
2s. Òîãäà ïðè íåêîòîðîì âûáîðå çíà÷åíèé èíäèâèäíûõ ïå-ðåìåííûõ �îðìóëû t′′1 =a1 t′′2, . . . , t

′′
2s−1 =

as t′′2s äàäóò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
c1, . . . , cs èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé, îòëè÷íóþ îò ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè b1, . . . , bs, ïîñòðîåííîé âûøå äëÿ �óíêöèè g. Èç ýòîãî, â ñâîþ î÷å-



Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 73Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 73Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 73ðåäü, ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî h(t′′1 , t′′2, . . . , t′′2s−1, t
′′
2s, z, w) = z òîæäåñòâîìíå áóäåò.Ïîäâîäÿ èòîã ïðîâåä�åííûì ðàññóæäåíèÿì, çàêëþ÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå

h(t1, t2, . . . , t2s−1, t2s, z, w) = zïðè çàìåíå âñåõ �óíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ �óíêöèÿìè èç Pk îáðàùà-åòñÿ â òîæäåñòâî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ãëàâíàÿ �óíêöèîíàëü-íàÿ ïåðåìåííàÿ çàìåíÿåòñÿ �óíêöèåé g, à âñå îñòàëüíûå �óíêöèîíàëü-íûå ïåðåìåííûå � ïîäõîäÿùèìè �óíêöèÿìè, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõäëÿ �óíêöèè g ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ �îðìóëû Φ.Òåïåðü íåòðóäíî ïîñòðîèòü èñêîìóþ ñèñòåìó Ξ óðàâíåíèé ÿçûêà FE.Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì (ñì. [8, ñëåäñòâèå 3 èç òåîðåìû 2℄), ÷òî FE-çà-ìûêàíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñîñòîèò èç âñåõ îäíîðîäíûõ �óíêöèé êëàñ-ñà Pk. Ïîýòîìó áåç èñïîëüçîâàíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò ìîæíî ïî-ñòðîèòü ñèñòåìó Ξ′ �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùóþ îäíî-ðîäíóþ �óíêöèþ h. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ó ñèñòåìû Ξ′ è �îðìóëû Φ íåò îáùèõïåðåìåííûõ, äîáàâèì ê ñèñòåìå Ξ′ óðàâíåíèå
ϕ(t1, t2, . . . , t2s−1, t2s, z, w) = z,ãäå ϕ � ãëàâíàÿ �óíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ñèñòåìû Ξ′. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì ñèñòåìó Ξ �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíîâèäåòü, áóäåò îïðåäåëÿòü (ïî ãëàâíîé �óíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé �îð-ìóëû Φ) �óíêöèþ g. Â çàêëþ÷åíèå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî ñèñòåìà Ξ è �îðìóëà Φ èìåþò îäèí è òîò æå íàáîð �óíêöèîíàëü-íûõ êîíñòàíò. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Òåîðåìà 2.Ïðè ëþáîì k > 2 ñîâîêóïíîñòè FEC- è QFEC-çàìêíóòûõêëàññîâ â Pk ñîâïàäàþò.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ÿçûê QFEC ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåìÿçûêà FEC, äàëåå ðàññìàòðèâàåì ëèøü ðåäóêöèþ �îðìóë ÿçûêà QFECê �îðìóëàì FEC. Ïóñòü Φ � ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ �îðìóëà ÿçû-êà QFEC, îïðåäåëÿþùàÿ �óíêöèþ g. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �îðìó-ëà Φ ïðèâåäåíà ê ïðåíåêñíîìó âèäó (Q1x1) . . . (Qnxn)Φ1, ãäå Q1, . . . , Qn �êâàíòîðû ∃ èëè ∀, x1, . . . , xn � âñå èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå �îðìóëû Φ,à �îðìóëà Φ1 (ÿçûêà FEC) íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ. Ïîêàæåì, êàê èç�îðìóëû Φ ïîëó÷èòü �îðìóëó Φ′ ÿçûêà FEC ñ òåì æå íàáîðîì �óíêöè-îíàëüíûõ êîíñòàíò, ÷òî è �îðìóëà Φ, îïðåäåëÿþùàÿ �óíêöèþ g. Ïðî-âåä�åì ýëèìèíèðîâàíèå êâàíòîðîâ â �îðìóëå Φ.



74 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâ74 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâ74 Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâÏðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà â �îðìóëå Φ íà-÷èíàåòñÿ ñ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ: Q1 = . . . = Qs = ∃ è ëèáî Qs+1 = ∀,ëèáî s = n. Äëÿ óñòðàíåíèÿ êâàíòîðîâ ∃x1, . . . ,∃xs ââåä�åì s íîâûõ îä-íîìåñòíûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ϕ1, . . . , ϕs è îáðàçóåì �îðìóëó
(∀y1)(∀y2) ((ϕ1(y1) = ϕ1(y2))& . . .&(ϕs(y1) = ϕs(y2))), (3)ãäå y1, y2 � ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, íå ïðèíàäëåæàùèå {x1, . . . , xn}. Ïî-íÿòíî, ÷òî �îðìóëå (3) óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî íàáîðû èç s �óíêöèé-êîíñòàíò. Ïîýòîìó åñëè ê �îðìóëå (3) êîíúþíêòèâíî äîáàâèòü �îðìóëó

(∀x1) . . . (∀xs) (Qs+1xs+1) . . . (Qnxn)Φ2,ãäå Φ2 îáðàçîâàíà èç Φ1 çàìåíîé êàæäîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé xi òåð-ìîì ϕi(xi) (1 6 i 6 s), òî ïîëó÷èòñÿ �îðìóëà, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëÿòüèñõîäíóþ �óíêöèþ g.Èòàê, äàëåå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà �îðìó-ëû Φ íà÷èíàåòñÿ ñ êâàíòîðà îáùíîñòè. Åñëè â ïðèñòàâêå îòñóòñòâóþòêâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ, òî ïðè îòáðàñûâàíèè â �îðìóëå Φ êâàíòîð-íîé ïðèñòàâêè îáðàçóåòñÿ �îðìóëà Φ′ ÿçûêà FEC, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî,îïðåäåëÿåò �óíêöèþ g.Ïóñòü òåïåðü â êâàíòîðíîé ïðèñòàâêå èìåþòñÿ êâàíòîðû ñóùåñòâî-âàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåì èçâåñòíûé â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêåïðè�åì, îñíîâàííûé íà ðàçðåøàþùèõ �óíêöèÿõ Ñêîëåìà [1, 2℄. Èìåííî,ðàññìîòðèì â �îðìóëå Φ ïðîèçâîëüíóþ ïåðåìåííóþ xi, êîòîðàÿ ñâÿçà-íà êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïóñòü xj1 , . . . , xjt � âñå ïåðåìåííûå �îð-ìóëû Φ, êîòîðûå â êâàíòîðîé ïðèñòàâêå ðàñïîëîæåíû ïåðåä ïåðåìåí-íîé xi è ñâÿçàíû êâàíòîðàìè îáùíîñòè. Ââîäèì íîâóþ t-ìåñòíóþ �óíê-öèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ ϕi, çàìåíÿåì â áåñêâàíòîðíîé ÷àñòè �îðìóëû Φêàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé xi òåðìîì ϕi(xj1 , . . . , xjt) è óäàëÿåì êâàí-òîð ∃xi èç êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè.Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îïèñàííîé ïðîöåäóðû äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ xi, ñâÿ-çàííûõ êâàíòîðàìè ñóùåñòâîâàíèÿ, îáðàçóåòñÿ �îðìóëà Φ′ ÿçûêà QFEC,êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíîâèäåòü, îïðåäåëÿåò èñõîäíóþ �óíêöèþ g. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðàâèëàìëîãèêè óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè çíà÷åíèé ïåðåìåííîé xi (ñòîÿùåéïîñëå ïåðåìåííûõ xj1 , . . . , xjt , ñâÿçàííûõ êâàíòîðàìè îáùíîñòè) ýêâèâà-ëåíòíî óòâåðæäåíèþ î ñóùåñòâîâàíèè t-ìåñòíîé �óíêöèè, äàþùåé ïîïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ xj1 , . . . , xjt êàêîå-ëèáî çíà÷åíèåïåðåìåííîé xi. Âìåñòå ñ òåì ïðè îïðåäåëåíèè èñòèííîñòè �îðìóëû Φ′



Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 75Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 75Î êëàññè�èêàöèÿõ �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè 75êàê ðàç è èñïîëüçóåòñÿ ïóíêò î ñóùåñòâîâàíèè t-ìåñòíîé �óíêöèè, ñî-îòâåòñòâóþùåé �óíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕi. Îñòà�åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî�îðìóëà Φ′, íå ñîäåðæàùàÿ â êâàíòîðíîé ïðèñòàâêå êâàíòîðîâ ñóùå-ñòâîâàíèÿ, ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàêèñêîìàÿ �îðìóëà ÿçûêà FEC. Ôîðìàëüíî æå â �îðìóëå Φ′ íåîáõîäèìîîïóñòèòü êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Òåîðåìà 3. Ïðè ëþáîì k > 2 ñîâîêóïíîñòè QFEC- è 1L-çàìêíóòûõêëàññîâ â Pk ñîâïàäàþò.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ(x1, . . . , xn, y)� �îðìóëà ÿçûêà 1L, îïðå-äåëÿþùàÿ �óíêöèþ g(x1, . . . , xn), ò. å. èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü
(g(x1, . . . , xn) = y) ≡ Φ(x1, . . . , xn, y). (4)Ââåä�åì n-ìåñòíóþ �óíêöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ ϕ è çàìåíèì âñþäó â Φïåðåìåííóþ y òåðìîì ϕ(x1, . . . , xn). Ïîëó÷èì �îðìóëó Φ′(x1, . . . , xn).Ââèäó ýêâèâàëåíòíîñòè (4) �îðìóëå Φ′ ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü (ïî ïåðå-ìåííîé ϕ) òîëüêî îäíà �óíêöèÿ � �óíêöèÿ g. Èíûìè ñëîâàìè, çàìêíó-òàÿ �îðìóëà

(∀x1) . . . (∀xn) Φ
′(x1, . . . , xn)ÿçûêà QFEC îïðåäåëÿåò �óíêöèþ g.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî ïåðåõîäà îò �îðìóë ÿçûêà QFEC ê�îðìóëàì ÿçûêà 1L âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìàìè 1 è 2. Â ñîîòâåòñòâèè ñíèìè áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿçûêà FE èëè, ÷òîýêâèâàëåíòíî, áåñêâàíòîðíûå �îðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êîíúþíê-öèè óðàâíåíèé (ðàâåíñòâ), îáðàçóþùèõ äàííûå ñèñòåìû. Ïóñòü Φ(x1,

. . . , xn) � �îðìóëà ýòîãî âèäà, ϕ1, . . . , ϕs � âñå å�å �óíêöèîíàëüíûå ïåðå-ìåííûå, ϕ1 � ãëàâíàÿ �óíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ è �îðìóëà Φ îïðåäå-ëÿåò �óíêöèþ g. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ FE-çàìûêàíèÿ g ÿâëÿåòñÿ åäèí-ñòâåííîé �óíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé �îðìóëå âòîðîãî ïîðÿäêà
(∃ϕ2) . . . (∃ϕs) (∀x1) . . . (∀xn) Φ(x1, . . . , xn) (5)ÿçûêà 2L. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â [4℄, ÿçûêè 1L è 2L ïîðîæäàþò îäèíè òîò æå îïåðàòîð çàìûêàíèÿ. Ïîýòîìó �îðìóëó (5) ÿçûêà 2L ìîæíîïðåîáðàçîâàòü â �îðìóëó ÿçûêà 1L, îïðåäåëÿþùóþ äàííóþ �óíêöèþ g.Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.Èç òåîðåì 1�3 è ðåçóëüòàòîâ [4℄ ñëåäóåò, ÷òî âñå ïÿòü ÿçûêîâ 1L, 2L,FE, FEC, QFEC ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå îïåðàòîðó çàìûêàíèÿ.Â [4℄ îïèñàíû âñå çàìêíóòûå êëàññû äëÿ îïåðàòîðîâ 1L- è 2L-çàìûêàíèé.
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