
ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÖÈÉÈþëü�àâãóñò 2011. Òîì 18, � 4. C. 77�93ÓÄÊ 519.833.5 ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÎÁÎÁÙÅÍÈÈ N-ßÄ�ÀÂ ÊÎÎÏÅ�ÀÒÈÂÍÛÕ È��ÀÕÍ.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.ÒàðàøíèíàÀííîòàöèÿ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ââåäåíèþ íîâîé êîíöåïöèè ðåøåíèÿêîîïåðàòèâíûõ ÒÏ-èãð � [0, 1]-N -ÿäðà, êîòîðîå îòíîñèòñÿ ê êëàññóýêñöåññîïîäîáíûõ ðåøåíèé. Ïðåäëàãàåìîå ðåøåíèå îñíîâàíî íà ïî-íÿòèÿõ êîíñòðóêòèâíîé è áëîêèðóþùåé ñèë êîàëèöèè S, êîòîðûåó÷èòûâàþòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âåñàìè. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äàí-íîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì íåïóñòîòû (NE), êîâàðèàíò-íîñòè (COV), àíîíèìíîñòè (AN), Ïàðåòî-îïòèìàëüíîñòè (PO), îáîñ-íîâàííîñòè (RE) è áîëâàíà (DUM). Êðîìå òîãî, [0, 1]-N -ÿäðî óäî-âëåòâîðÿåò ñâîéñòâó èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè (IR) íà êëàññå0-ìîíîòîííûõ èãð è åäèíñòâåííîñòè (SIVA) íà êëàññå èãð ñ ïîñòî-ÿííîé ñóììîé. Èññëåäîâàíà âçàèìîñâÿçü [0, 1]-N -ÿäðà ñ äðóãèìè èç-âåñòíûìè êîíöåïöèÿìè ðåøåíèé êîîïåðàòèâíûõ ÒÏ-èãð.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÒÏ-èãðà, êîíöåïöèÿ ðåøåíèÿ, ïðåä-N -ÿäðî,
SM -ÿäðî, ìîäè�èöèðîâàííîå N -ÿäðî.ÂâåäåíèåÍàìè èññëåäóåòñÿ íîâàÿ êîíöåïöèÿ ðåøåíèÿ êîîïåðàòèâíûõ èãð ñòðàíñ�åðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ-èãð) � [0, 1]-N -ÿäðî. Ïðåäëàãà-åìîå ðåøåíèå îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ïîíÿòèé êîíñòðóêòèâíîé è áëî-êèðóþùåé ñèë êîàëèöèè S. Ïîäîáíûé ïîäõîä ïðåäëîæåí Çþäõîëòåðîì [7℄è ðåàëèçîâàí èì â ðåøåíèè, íàçûâàåìîì ìîäè�èöèðîâàííûì N -ÿäðîì(modilus). Îäíàêî íåäîñòàòêîì ìîäè�èöèðîâàííîãî N -ÿäðà ÿâëÿåòñÿåãî âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü. Â [8℄ Ñ.È.Òàðàøíèíîé ââåäåíàêîíöåïöèÿ ðåøåíèÿ � óïðîù�åííîå ìîäè�èöèðîâàííîå N -ÿäðî(SM -ÿäðî). Ýòî ðåøåíèå ó÷èòûâàåò êàê êîíñòðóêòèâíóþ, òàê è áëîêè-ðóþùóþ ñèëû êîàëèöèè S è â òî æå âðåìÿ èçáåãàåò âûñîêîé âû÷èñëè-òåëüíîé ñëîæíîñòè, ïðèñóùåé ìîäè�èöèðîâàííîìó N -ÿäðó. Áîëåå òîãî,

SM -ÿäðî ó÷èòûâàåò êîíñòðóêòèâíóþ è áëîêèðóþùóþ ñèëû êîàëèöèè Sâ ðàâíîé ñòåïåíè, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ìîäè�èöèðîâàííîì N -ÿäðå.Ïðåäëàãàåìîå â ðàáîòå ðåøåíèå ó÷èòûâàåò ïðîèçâîëüíûå ñîîòíîøå-íèÿ êîíñòðóêòèâíîé è áëîêèðóþùåé ñèë êîàëèöèè S ⊆ N è ÿâëÿåòñÿ, ïî© 2011 ÑìèðíîâàÍ.Â., ÒàðàøíèíàÑ.È.



78 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà78 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà78 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíàñóòè, îáîáùåíèåì SM -ÿäðà. Ôàêòè÷åñêè [0, 1]-N -ÿäðî ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ìíîæåñòâî òî÷åê, îïèñûâàåìîå ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà α ∈ [0, 1], ãäå
α � âåñ, ñ êîòîðûì â ðåøåíèè ó÷èòûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíàÿ ñèëà êîàëè-öèè. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî [0, 1]-N -ÿäðî îòíîñèòñÿ ê êëàññó ýêñöåññîïîäîá-íûõ ðåøåíèé, ïåðâîïðîõîäöàìè ñðåäè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ N -ÿäðî è ïðåä-
N -ÿäðî [5℄. Èíòåðåñíî, ÷òî [0, 1]-N -ÿäðî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðåä-N -ÿäðî(ïðè α = 1), SM -ÿäðî (ïðè α = 1/2) è äðóãèå ðåøåíèÿ êîîïåðàòèâíûõÒÏ-èãð. Ïîêàçàíî, ÷òî â èãðàõ òð�åõ ëèö âåêòîð Øåïëè âñåãäà ïðèíàä-ëåæèò [0, 1]-N -ÿäðó.Â ðàçä. 1 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäå-íèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ââåäåíèÿ �îðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ [0, 1]-N -ÿäðàè îïèñàíèÿ åãî ñâîéñòâ. �àçä. 2 ïîñâÿù�åí �îðìàëèçàöèè ðåøåíèÿ è äîêà-çàòåëüñòâó òåîðåìû, êëþ÷åâîé ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ [0, 1]-N -ÿäðà,ïðåäñòàâëåííûõ â ðàçä. 3. Â ðàçä. 4 èññëåäóåòñÿ âçàèìîñâÿçü ðàññìàòðè-âàåìîãî ðåøåíèÿ ñ äðóãèìè êîíöåïöèÿìè ðåøåíèé êîîïåðàòèâíûõÒÏ-èãð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû ïðèìåðàìè.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ�àññìîòðèì êëàññ êîîïåðàòèâíûõ èãð n ëèö ñ òðàíñ�åðàáåëüíûìèïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ-èãðû). Îáîçíà÷èì ÷åðåç N = {1, 2, . . . , n} ìíîæåñòâîèãðîêîâ. Êîàëèöèåé èãðîêîâ áóäåì íàçûâàòü ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæå-ñòâî S èç N . Ïîä õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé èãðû áóäåì ïîíèìàòüâåùåñòâåííîçíà÷íóþ �óíêöèþ v : 2N → R

1 òàêóþ, ÷òî v(∅) = 0.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíà êîîïåðàòèâíàÿ ÒÏ-èãðà (N, v).Ìíîæåñòâîâñåõ èãð (N, v) îáîçíà÷èì ÷åðåç GN . Ïîëàãàÿ, ÷òî èãðîêè ñ�îðìèðîâàëèìàêñèìàëüíóþ êîàëèöèþ N , ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷è-íû v(N) ìåæäó âñåìè èãðîêàìè.Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé â èãðå (N, v)ñëåäóþùèì îáðàçîì:
X∗(N, v) = {x ∈ R

N | x(N) 6 v(N)},ãäå x(S) = ∑
i∈S

xi, S ⊆ N .Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâîì ý��åêòèâíî-ðàöèîíàëüíûõ âåêòî-ðîâ âûèãðûøåé â èãðå (N, v) áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî
X0(N, v) = {x ∈ R

N | x(N) = v(N)}.Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâîì äåëåæåé X(N, v) â èãðå (N, v) áó-äåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ý��åêòèâíî-ðàöèîíàëüíûõ âåêòîðîâ âûèãðû-



Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 79Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 79Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 79øåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè, ò. å.ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x ∈ X0(N, v) òàêèõ, ÷òî xi > v({i}) äëÿ âñåõ i ∈ N .Äàëåå �îðìàëèçóåì ïîíÿòèå ðåøåíèÿ êîîïåðàòèâíîé ÒÏ-èãðû.Îïðåäåëåíèå 3. �åøåíèåì íà ìíîæåñòâå èãð GN íàçûâàåòñÿ îòîá-ðàæåíèå f : GN → X∗(N, v), êîòîðîå êàæäîé èãðå (N, v) ∈ GN ñòàâèò âñîîòâåòñòâèå ïîäìíîæåñòâî f(N, v) ìíîæåñòâà X∗(N, v).Â òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð íàèáîëåå èçâåñòíû òàêèå êîíöåïöèè ðå-øåíèÿ êàê C-ÿäðî [4℄, N -ÿäðî [5℄ è âåêòîð Øåïëè [6℄. Ïîñêîëüêó ïîíÿòèåðåøåíèÿ îïðåäåëåíî íåîäíîçíà÷íî, âñòà�åò âîïðîñ, êàêîå ðåøåíèå ëó÷øåèëè íàèáîëåå ïðèåìëåìî â òîì èëè èíîì êëàññå èãð. Â ýòîì ñëó÷àå âàæ-íî ïîíèìàòü, êàêèì ñâîéñòâàì óäîâëåòâîðÿåò ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå.Ïðèâåä�åì îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ f(N, v) èãðû (N, v) ∈ GN .(i) Íåïóñòîòà (NE): f(N, v) 6= ∅.(ii) Èíäèâèäóàëüíàÿ ðàöèîíàëüíîñòü (IR): åñëè x ∈ f(N, v), òî
xi > v({i}) äëÿ âñåõ i ∈ N .(iii) Ïàðåòî-îïòèìàëüíîñòü (PO): f(N, v) ⊆ X0(N, v).(iv) Åäèíñòâåííîñòü (SIVA): |f(N, v)| = 1.(v) Àíîíèìíîñòü (AN): f(N,πv) = π(f(N, v)) äëÿ ëþáîé ïåðåñòà-íîâêè π ìíîæåñòâà N â èãðå (N, v).(vi)Êîâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâàëåíò-íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (COV): äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ÒÏ-èãð (N, v),
(N,w) ∈ GN , ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì1) w = γv + β, γ > 0, β ∈ R

N ,ñïðàâåäëèâî f(N,w) = γf(N, v) + β.(vii) Îáîñíîâàííîñòü (RE):2) ðåøåíèå f(N, v) óäîâëåòâîðÿåò RE,åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) è ëþáîãî x ∈ f(N, v) îäíîâðåìåííî ñïðà-âåäëèâû íåðàâåíñòâà xi 6 bimax(N, v) è xi > bimin(N, v) äëÿ âñåõ i ∈ N ,ãäå
bimax(N, v) = max

S⊆N\{i}
(v(S ∪ {i}) − v(S)),

bimin(N, v) = min
S⊆N\{i}

(v(S ∪ {i}) − v(S)).(vii) Ñâîéñòâî áîëâàíà (DUM): åñëè èãðîê i ÿâëÿåòñÿ áîëâàíîì âèãðå (N, v), ò. å. äëÿ ëþáîãî S 6∋ i âûïîëíåíî v(S ∪ {i}) = v(S) + v({i}),òî äëÿ ëþáîãî x ∈ f(N, v) ñïðàâåäëèâî xi = v({i}).Ïîñêîëüêó â ñòàòüå ââîäèòñÿ ðåøåíèå, îòíîñÿùååñÿ ê êëàññó ýêñöåñ-ñîïîäîáíûõ ðåøåíèé, åãî îïðåäåëåíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì N -ÿäðà.1)Äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S ⊆ N w(S) = γv(S) +
∑

i∈S

βi, γ > 0, β ∈ R
N .2)Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äàííîå ñâîéñòâî íîñèò íàçâàíèå reasonableness.



80 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà80 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà80 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.ÒàðàøíèíàÂñëåäñòâèå ýòîãî íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû îòíîñè-òåëüíî N -ÿäðà [1, 3℄.Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X0(N, v) ýêñöåññîì êîàëè-öèè S ⊆ N áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó e(x, v, S) = v(S)− x(S).Îïðåäåëåíèå 5. N -ÿäðîì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà X ⊂ X0(N, v)
(îáîçíà÷åíèå N (X) èëè N (N, v,X)) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

{x ∈ X | θ(e(x, v, S)S⊆N ) �lex θ(e(y, v, S)S⊆N ) äëÿ âñåõ y ∈ X},ãäå θ(e(y, v, S)S⊆N ) � âåêòîð ýêñöåññîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå íåâîç-ðàñòàíèÿ. ÅñëèX = X(N, v), òî N -ÿäðî íàçûâàåòñÿ N -ÿäðîì èãðû (N, v).Åñëè X = X0(N, v), òî îíî íàçûâàåòñÿ ïðåä-N -ÿäðîì èãðû (N, v). Îáî-çíà÷èì ÿäðà â äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ ÷åðåç N è PN ñîîòâåòñòâåííî.Íàïîìíèì, ÷òî ïîíÿòèå N -ÿäðà ââåäåíî Øìàéäëåðîì â 1969 ã. â [5℄.Ïðèâåä�åì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðåìû Øìàéäëåðà èç [3℄.(1) ÏóñòüX � íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà N (N, v,X) 6= ∅äëÿ ëþáîé èãðû (N, v).(2) Åñëè X � íåïóñòîå êîìïàêòíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî N -ÿäðîñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âåêòîðà.(3) Åñëè X � íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
X∗(N, v), òî N (N, v,X) íåïóñòî è ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âåêòîðà âû-èãðûøåé.Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî ïðåä-N -ÿäðî èãðû (N, v) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîéòî÷êè. Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç ν(N, v).Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà èãð GN ïðåä-N -ÿäðî óäî-âëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì NE, SIVA, AN, COV, PO, DUM, RE è äð.2. Îïðåäåëåíèå [0, 1]-N-ÿäðàÏåðåéä�åì ê îïðåäåëåíèþ íîâîãî ðåøåíèÿ êîîïåðàòèâíûõ ÒÏ-èãð.Â êà÷åñòâå íåïóñòîãî çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü ìíîæåñòâî ý��åêòèâíî-ðàöèîíàëüíûõ âåêòîðîâ X0(N, v).Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê ïðåäûñòîðèè âîçíèêíîâåíèÿ èäåè äàííîãî ðå-øåíèÿ. Ìîòèâàöèåé ê ñîçäàíèþ [0, 1]-N -ÿäðà ÿâëÿåòñÿ âñåñòîðîííÿÿîöåíêà âîçìîæíîñòåé êîàëèöèè S â èãðå (N, v), êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿâ ñëåäóþùåì: ñèëà êîàëèöèè S ⊆ N îöåíèâàåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðà-çîì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, êîàëèöèÿ S, îáåñïå÷èâàÿ ñåáå ãàðàíòèðîâàííîâåëè÷èíó v(S), îáëàäàåò êîíñòðóêòèâíîé ñèëîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êî-àëèöèÿ S ìîæåò áëîêèðîâàòü îáðàçîâàíèå ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè N â



Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 81Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 81Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 81èãðå (N, v). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîàëèöèÿ îáëàäàåò áëî-êèðóþùåé ñèëîé, îöåíèâàåìîé âåëè÷èíîé v∗(S) = v(N)− v(N \ S). Äðó-ãèìè ñëîâàìè, v∗(S) åñòü âêëàä êîàëèöèè S â ìàêñèìàëüíóþ êîàëèöèþ
N â ñëó÷àå îáúåäèíåíèÿ ñ êîàëèöèåé N \ S. Äàííóþ âåëè÷èíó ìîæíîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê öåííîñòü êîàëèöèè S äëÿ âñåãî ñîîáùåñòâà èãðî-êîâ â èãðå (N, v). Ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ìíåíèÿ, ÷òî ðåøåíèå êîîïåðàòèâ-íûõ ÒÏ-èãð äîëæíî ó÷èòûâàòü îáå ñèëû êîàëèöèè S: êàê êîíñòðóêòèâ-íóþ, òàê è áëîêèðóþùóþ. Èçâåñòíûå êîíöåïöèè ðåøåíèÿ òàêèå, êàê C-è N -ÿäðî, íå ó÷èòûâàþò áëîêèðóþùóþ ñèëó êîàëèöèè S â èãðå.Â [7℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêîå ðåøåíèå ÒÏ-èãð, êàê ìîäè�èöèðîâàííîå
N -ÿäðî (modilus), ó÷èòûâàþùåå îáå ñèëû äëÿ êàæäîé êîàëèöèè S ⊆ Nâ èãðå (N, v). Àâòîð èíòåðïðåòèðóåò âåëè÷èíó v(S) êàê çàðàáîòîê êîàëè-öèè S, âåëè÷èíó v∗(S)� êàê âåëè÷èíó, íà êîòîðóþ êîàëèöèÿ S âûäâèãàåòïðåòåíçèè, è îíè íå ìîãóò áûòü îñïîðåíû äîïîëíÿþùåé êîàëèöèåé N \S.Â áè-ýêñöåññàõ äàííîãî ðåøåíèÿ îòðàæåíû êîìáèíàöèè êîíñòðóêòèâíîéè áëîêèðóþùåé ñèë äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàð êîàëèöèé S è T :

e(x, v, S, T ) = e(x, v, S) + e(x, v∗, T ) äëÿ (S, T ) ∈ 2N × 2N .Òàê æå, êàê è ïðåä-N -ÿäðî, ìîäè�èöèðîâàííîå N -ÿäðî ñîñòîèò èç îä-íîé òî÷êè è óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì NE, AN, COV, PO, SIVA è DUM(ñì. [7℄). Ê íåäîñòàòêàì óêàçàííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî îòíåñòè áîëåå âû-ñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåä-N -ÿäðîì: â èã-ðå (N, v) âåêòîð áè-ýêñöåññîâ èìååò 22N êîìïîíåíò (äëÿ ïðåä-N -ÿäðà ýòàâåëè÷èíà ðàâíà 2N ). Òàêæå íåðàçðåø�åííûì îñòà�åòñÿ âîïðîñ î ñîîòíîøå-íèè, â êîòîðîì îáå ñèëû êîàëèöèè S (èëè T ) ó÷òåíû â ðåøåíèè.Îòïðàâíûì ðåøåíèåì äëÿ [0, 1]-N -ÿäðà ÿâëÿåòñÿ óïðîù�åííîå ìîäè-�èöèðîâàííîå N -ÿäðî (SM -ÿäðî) � ðåøåíèå, ðàññìîòðåííîå â [8℄, â êî-òîðîì êîíñòðóêòèâíàÿ è áëîêèðóþùàÿ ñèëû êîàëèöèè S ⊆ N îöåíèâà-þòñÿ â ðàâíîé ìåðå. Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî SM -ÿäðî óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-ñòâàì NE, PO, AN, COV, SIVA, DUM è RE. Èíòåðåñíîé ÷åðòîé ýòîãîðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî ñîâïàäåíèå ñ âåêòîðîì Øåïëè â ñóïåðàääèòèâ-íûõ èãðàõ òð�åõ ëèö. Áîëåå òîãî, SM -ÿäðî èìååò èíòåðåñíóþ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî N ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå ñîîáùåñòâî ëþäåé, êîòîðûå ðàñïðåäåëÿþò âå-ëè÷èíó v(N) ìåæäó âñåìè ÷ëåíàìè ñîîáùåñòâà. Òîãäà â êà÷åñòâå ðåøå-íèÿ SM -ÿäðî ïðåäëàãàåò âåêòîð, ìèíèìèçèðóþùèé ìàêñèìàëüíîå ðàñ-ñëîåíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âçàèìîäîïîëíÿþùèìè ÷àñòÿìè S è N \Söåëîãî ñîîáùåñòâà N .Ïðåäëàãàåìîå â ðàáîòå ðåøåíèå ó÷èòûâàåò ïðîèçâîëüíûå ñîîòíîøå-íèÿ êîíñòðóêòèâíîé è áëîêèðóþùåé ñèë êîàëèöèè S ⊆ N è ÿâëÿåòñÿ



82 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà82 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà82 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíàîáîáùåíèåì SM -ÿäðà.Ââåä�åì �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå [0, 1]-N -ÿäðà ÒÏ-èãðû. �àññìîòðèìèãðó (N, v) ∈ GN . Äâîéñòâåííàÿ ê äàííîé èãðà (N, v∗) çàäà�åòñÿ ïî ïðà-âèëó
v∗(S) = v(N)− v(N \ S), S ⊆ N.Äëÿ �èêñèðîâàííîãî α ∈ [0, 1] â èãðå (N, v) îïðåäåëèì α-ýêñöåññ êîàëè-öèè S ⊆ N îòíîñèòåëüíî x ∈ X0(N, v):

eα(x, v, S) = αe(x, v, S) + (1− α)e(x, v∗, S).Îïðåäåëåíèå 6. Äëÿ �èêñèðîâàííîãî α ∈ [0, 1] α-N -ÿäðîì îòíî-ñèòåëüíî ìíîæåñòâà X0(N, v) (îáîçíà÷åíèå Nα(X0) èëè Nα(N, v,X0))íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
{
x ∈ X0(N, v) | θ(eα(x, v, S)S⊆N ) �lex θ(eα(y, v, S)S⊆N )äëÿ âñåõ y ∈ X0(N, v)

}
,ãäå θ(eα(y, v, S)S⊆N )� âåêòîð ýêñöåññîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå íåâîç-ðàñòàíèÿ.Îïðåäåëåíèå 7. [0, 1]-N -ÿäðîì èãðû (N, v) íà ìíîæåñòâå X0(N, v)áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ α-N -ÿäåð èãðû (N, v). Îáîçíà÷èì

[0, 1]-N -ÿäðî ÷åðåç N (X0). Òîãäà N (X0) =
⋃

α∈[0,1]

Nα(X0).Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì äëÿ âûÿâëåíèÿ ñâîéñòâ è ñòðóêòóðû
[0, 1]-N -ÿäðà ÿâëÿåòñÿÒåîðåìà 1. α-N -ÿäðî êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v) ñîâïàäàåò ñ ïðåä-
N -ÿäðîì èãðû (N, vα) äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1], ãäå

vα(S) = αv(S) + (1− α)v∗(S).Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S ⊆ N α-ýêñöåññ èãðû (N, v)èìååò âèä eα(x, v, S) = αe(x, v, S) + (1 − α)e(x, v∗, S). �àñïèøåì äàííîåâûðàæåíèå, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äâîéñòâåííîé èãðû (N, v∗):
eα(x, v, S) = αe(x, v, S) + (1− α)e(x, v∗, S)

= α(v(S) − x(S)) + (1− α)(v∗(S)− x(S))

= α(v(S) − x(S)) + (1− α)(v(N) − v(N \ S)− x(S))

= −x(S) + (αv(S) + (1− α)
(
v(N) − v(N \ S)

)
)

= −x(S) + (αv(S) + (1− α)v∗(S)) = vα(S)− x(S) = e(x, vα, S),



Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 83Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 83Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 83ò. å. eα(x, v, S) = e(x, vα, S). Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ S ⊆ N .Ïîýòîìó α-N -ÿäðî êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v) ñîâïàäàåò ñ ïðåä-N -ÿäðîìèãðû (N, vα). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Òåîðåìà 2. Äëÿ �èêñèðîâàííîãî α ∈ [0, 1] α-N -ÿäðî êîîïåðàòèâíîéèãðû (N, v) íåïóñòî è ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû Øìàéäëåðàè òåîðåìû 1. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó ÷åðåç να(v). Òîãäà �îðìóëèðîâêó òåîðåìû 1ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü (N, v), (N, vα) ∈ GN , ïðè÷�åì vα(S) = αv(S)+
+(1− α)v∗(S), S ⊆ N . Òîãäà να(v) = ν(vα).Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà 1 ïîäòâåðæäàåò, ÷òî [0, 1]-N -ÿäðî ó÷èòû-âàåò âñå âîçìîæíûå ñîîòíîøåíèÿ êîíñòðóêòèâíîé è áëîêèðóþùåé ñèëêîàëèöèè S (S ⊆ N) â èãðå (N, v).Çàìå÷àíèå 3. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòüäàííîãî ðåøåíèÿ ñîïîñòàâèìà ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ ïðåä-N -ÿäðà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ α-N -ÿäðà ïîäîéä�åò ëþáîé àëãîðèòì, ðàçðàáîòàí-íûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåä-N -ÿäðà.Â äàëüíåéøåì ïðè èññëåäîâàíèè ñòðóêòóðû, ñâîéñòâ è âçàèìîñâÿçè
[0, 1]-N -ÿäðà ñ äðóãèìè ðåøåíèÿìè êîîïåðàòèâíûõ ÒÏ-èãð áóäåì îïè-ðàòüñÿ íà òåîðåìó 1.Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ïðèìåð ¾�ûíîê ïåð÷àòîê¿ ñ òðåìÿ èãðîêà-ìè. Óñëîâèÿ èãðû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì: èãðîê 1 îáëàäàåò îäíîéïðàâîé ïåð÷àòêîé, äâå ëåâûå ïåð÷àòêè ðàñïðåäåëåíû ìåæäó èãðîêàìè 2è 3 ïî îäíîé íà êàæäîãî èç èãðîêîâ. Âûèãðûø êîàëèöèè ðàâåí ÷èñëóïàð ïåð÷àòîê, ñîñòàâëåííûõ ðàññìàòðèâàåìîé êîàëèöèåé (ò. å. âûèãðûøðàâåí 0 èëè 1). Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä
v({1}) = v({2}) = v({3}) = v({2, 3}) = 0, v({1, 2}) = v({1, 3}) = v(N) = 1.�àçëè÷íûå ðåøåíèÿ äàííîé èãðû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî â äàííîìïðèìåðå C-ÿäðî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñïðåä-N -ÿäðîì èãðû. Ýòè ðåøåíèÿ ïðåäïèñûâàþò âûèãðûø, ðàâíûé åäè-íèöå, èãðîêó 1 è 0 � äâóì äðóãèì èãðîêàì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëîæè-òåëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåò èãðîê, âëàäåþùèé íà ðûíêå ïåð÷àòîê åäèí-ñòâåííîé (äå�èöèòíîé) ïðàâîé ïåð÷àòêîé. Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò ìîæíî



84 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà84 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà84 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíàòàêæå îáúÿñíèòü òåì, ÷òî òîëüêî âñòóïëåíèå èãðîêà 1 â êîîïåðàöèþ ñäðóãèìè èãðîêàìè ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ðå-çóëüòàòà � åäèíèöû. Íî òîãäà çàêîíîìåðåí âîïðîñ: ñëåäóåò ëè âñòóïàòüâ ìàêñèìàëüíóþ êîàëèöèþ èãðîêàì 2 è 3, åñëè ý��åêò îò íåå äëÿ êàæ-äîãî èç íèõ ðàâåí 0? Äàííûé ðåçóëüòàò îíè ìîãóò ñåáå ãàðàíòèðîâàòüÒ à á ë è ö à 1�åøåíèÿ èãðû ¾�ûíîê ïåð÷àòîê¿ ñ òðåìÿ ó÷àñòíèêàìè
C-ÿäðî C(v) =

(
1, 0, 0

)Ïðåä-N -ÿäðî ν(v) = (1, 0, 0)Âåêòîð Øåïëè ϕ(v) =
(
2

3
, 1
6
, 1
6

)Ìîäè�èöèðî-âàííîå N -ÿäðî ψ(v) =
(
1

2
, 1
4
, 1
4

)

SM -ÿäðî µ(v) =
(
2

3
, 1
6
, 1
6

)äëÿ α ∈
[
0, 1

4

]
να(v) =

(
1

2
, 1
4
, 1
4

)

[0, 1]-N -ÿäðî äëÿ α ∈
[
1

4
, 1
]
να(v) =

(
1+2α

3
, 1−α

3
, 1−α

3

)è áåç êîîïåðàöèè. Êðîìå òîãî, äåé-ñòâóÿ ñîîáùà, èãðîêè 2 è 3 ìîãóòñ�îðìèðîâàòü êîàëèöèþ ïðîòèâ èãðî-êà 1 è, òàêèì îáðàçîì, íå äîïóñòèòüïîëó÷åíèå èì ïîëîæèòåëüíîãî âûèã-ðûøà. Âìåñòå îíè îáëàäàþò òîé æåáëîêèðóþùåé ñèëîé, ÷òî è èãðîê 1.Ìîäè�èöèðîâàííîå N -ÿäðî ó÷èòû-âàåò äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî è äàåòâûèãðûø 1

2
èãðîêó 1 è ïî 1

4
� äâóìäðóãèì èãðîêàì. Áëîêèðóþùàÿ ñèëàòàêæå ó÷èòûâàåòñÿ âåêòîðîìØåïëè è

SM -ÿäðîì, è âûèãðûøè èãðîêîâ 2 è 3
-

6

�
�

�
��=

@
@

@
@@

1

1

1

0
r

r

r

x3

x2

x1

X0(N, v)

ν1(v) = ν(v) = C(v)

ν
1

2 (v) = µ(v) = ϕ(v)

ν0(v) = ψ(v)�èñ. 1ðàâíû 1

6
äëÿ êàæäîãî. [0, 1]-N -ÿäðî îöåíèâàåò ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿêîíñòðóêòèâíîé è áëîêèðóþùåé ñèë êàæäîé êîàëèöèè è ãåîìåòðè÷åñêèïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê â ïðîñòðàíñòâå R

3 (ðèñ. 1).



Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 85Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 85Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 85Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî α-N -ÿäðî ñîâïàäàåò ñ ìîäè�èöèðîâàííûì
N -ÿäðîì äëÿ α ∈ [0, 14 ], ñ âåêòîðîì Øåïëè è SM -ÿäðîì äëÿ α = 1

2 èñ ïðåä-N -ÿäðîì äëÿ α = 1.3. Ñâîéñòâà [0, 1]-N-ÿäðàÄëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ êîîïåðàòèâíûõ ÒÏ-èãð âàæíî âûäåëèòü ðÿäñâîéñòâ, êîòîðîìó îíî óäîâëåòâîðÿåò. Î÷åâèäíî, ÷òî [0, 1]-N -ÿäðî óäî-âëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì, êîòîðûå ñïðàâåäëèâû äëÿ α-N -ÿäðà ïðè ëþáîì
α ∈ [0, 1]. Èç îïðåäåëåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî èññëåäóåìîå ðåøåíèå ÿâëÿåò-ñÿ ìíîæåñòâåííûì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè êîîïåðàòèâíûõ ÒÏ-èãð èïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò
α-N -ÿäðó äëÿ îïðåäåë�åííîãî α ∈ [0, 1]. Î÷åâèäíî, ÷òî [0, 1]-N -ÿäðî óäî-âëåòâîðÿåò òåì ñâîéñòâàì, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò êàæäàÿ èç åãî òî÷åê.�àññìîòðèì ïðèâåä�åííûå âûøå ñâîéñòâà NE, PO, SIVA, AN, COV, RE,IR è DUM ïðèìåíèòåëüíî ê èññëåäóåìîìó ðåøåíèþ.Óòâåðæäåíèå 1. Íà ìíîæåñòâå èãð GN [0, 1]-N -ÿäðî óäîâëåòâîðÿåòñâîéñòâó NE.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ α ∈ [0, 1] èèãðû (N, v) ∈ GN α-N -ÿäðî ýòîé èãðû íåïóñòî (Nα(X0) 6= ∅) è ñîñòîèòèç åäèíñòâåííîé òî÷êè. Ïîýòîìó N (X0) =

⋃
α∈[0,1]

Nα(X0) 6= ∅ ñîäåðæèòïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó. Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.Óòâåðæäåíèå 2. Íà ìíîæåñòâå èãð GN [0, 1]-N -ÿäðî óäîâëåòâîðÿåòñâîéñòâó PO.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ GN

[0, 1]-N -ÿäðî îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå ý��åêòèâíî-ðàöèîíàëüíûõ âåê-òîðîâ X0(N, v) è ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì ìíîæå-ñòâîì, ñîîòíîøåíèå N (X0) ⊆ X0(N, v) ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 7.Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.Êàê áûëî âûÿâëåíî ðàíåå è ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðèìåðîì 1, íà êëàñ-ñå èãð GN [0, 1]-N -ÿäðî ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè. Ýòî ãîâîðèòî òîì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ äàííîãî ðåøåíèÿ ñâîéñòâî SIVA íå âû-ïîëíÿåòñÿ. Íà ïðåäìåò åãî âûïîëíåíèÿ ðàññìîòðèì áîëåå óçêèé êëàññêîîïåðàòèâíûõ èãð � èãðû ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé.Óòâåðæäåíèå 3. Â êëàññå êîîïåðàòèâíûõ ÒÏ-èãð ñ ïîñòîÿííîé ñóì-ìîé [0, 1]-N -ÿäðî óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó SIVA.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (N, v) � êîîïåðàòèâíàÿ èãðà ñ ïîñòîÿííîé



86 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà86 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà86 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíàñóììîé. Äëÿ ëþáîé êîàëèöèè S ⊆ N â èãðå (N, v) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
v(S) = v(N)− v(N \ S) = v∗(S).Òîãäà vα(S) = αv(S) + (1 − α)v∗(S) = αv(S) + (1 − α)v(S) = v(S) äëÿëþáîé êîàëèöèè S. Ñëåäîâàòåëüíî, vα = v.Ïî òåîðåìå 1 äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] α-N -ÿäðî ðàññìàòðèâàåìîé èãðû

(N, v) ñîâïàäàåò ñ ïðåä-N -ÿäðîì èãðû (N, vα), ò. å. να(v) = ν(vα). Òàêêàê vα = v, äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ να(v) = ν(v). Òàêèìîáðàçîì, α-N -ÿäðî ñîâïàäàåò ñ ïðåä-N -ÿäðîì èãðû (N, v) íåçàâèñèìîîò âûáîðà α. Ñëåäîâàòåëüíî, N (X0) = ν(v). Èçâåñòíî, ÷òî ïðåä-N -ÿäðîóäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó SIVA íà GN . Óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî.Óòâåðæäåíèå 4. Íà ìíîæåñòâå èãð GN [0, 1]-N -ÿäðî óäîâëåòâîðÿåòñâîéñòâó AN.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî â ñèëó òåîðåìû 1 èàíîíèìíîñòè ïðåä-N -ÿäðà. Óòâåðæäåíèå 4 äîêàçàíî.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé èç âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà ANîáÿçàòåëüíî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè SYM. Ïî-ñëåäíåå íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèé, ñîñòîÿùèõ èç ìíîæå-ñòâà òî÷åê. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü òàêîå ðåøåíèå, êàê C-ÿäðî. Òàêêàê â îáùåì ñëó÷àå [0, 1]-N -ÿäðî ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàññìîò-ðèì ñâîéñòâî SYM äëÿ äàííîãî ðåøåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå f(N, v) èãðû (N, v)óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó SYM, åñëè èç óñëîâèÿ v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j}),
i, j ∈ N, S ⊆ N \ {i, j}, ñëåäóåò, ÷òî xi = xj äëÿ âñåõ x ∈ f(N, v).Óòâåðæäåíèå 5. Íà ìíîæåñòâå èãð GN [0, 1]-N -ÿäðî óäîâëåòâîðÿåòñâîéñòâó SYM.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî â ñèëó òåîðåìû 1 èñèììåòðè÷íîñòè ïðåä-N -ÿäðà â êàæäîé èãðå (N, vα). Óòâåðæäåíèå 5 äî-êàçàíî.Óòâåðæäåíèå 6. Íà ìíîæåñòâå èãð GN [0, 1]-N -ÿäðî óäîâëåòâîðÿåòñâîéñòâó COV.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì èãðó (N, v) è ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâà-ëåíòíóþ åé èãðó (N,w), ãäå äëÿ ëþáîãî S ⊆ N

w(S) = γv(S) +
∑

i∈S

βi, γ > 0, β ∈ R
N .



Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 87Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 87Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 87Äâîéñòâåííàÿ ê (N,w) èãðà èìååò âèä
w∗(S) = w(N)− w(N \ S) = γv(N) +

∑

i∈N

βi − γv(N \ S)−
∑

i∈N\S

βi

= γ(v(N) − v(N \ S)) +
∑

i∈N

βi −
∑

i∈N\S

βi = γv∗(S) +
∑

i∈S

βi.Ñëåäîâàòåëüíî, äâîéñòâåííàÿ èãðà (N,w∗) ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãè÷åñêè ýêâè-âàëåíòíîé äâîéñòâåííîé èãðå (N, v∗).�àññìîòðèì òåïåðü èãðû (N, vα) è (N,wα). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
w∗(S) = γv∗(S) +

∑

i∈S

βiäëÿ ëþáîãî S ⊆ N , ïîëó÷èì, ÷òî èãðà (N,wα) ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãè÷åñêèýêâèâàëåíòíîé èãðå (N, vα), ò. å.
wα(S) = γvα(S) +

∑

i∈S

βi äëÿ ëþáûõ S ⊆ N è α ∈ [0, 1]. (1)Òåïåðü ðàññìîòðèì α-N -ÿäðî èãðû (N,w). Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 1, ñîîò-íîøåíèå (1) è âûïîëíåíèå ñâîéñòâà COV äëÿ ïðåä-N -ÿäðà, èìååì
να(w) = ν(wα) = ν(γvα + β) = γν(vα) + β = γνα(v) + β.Òàêèì îáðàçîì, α-N -ÿäðî óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó COV ïðè ëþáîì α ∈

[0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, [0, 1]-N -ÿäðî òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ñâîéñòâó.Óòâåðæäåíèå 6 äîêàçàíî.Îáðàòèìñÿ ê ñâîéñòâó RE, âûïîëíåíèå êîòîðîãî äëÿ íåêîòîðîãî ðå-øåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé èãðå (N, v) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñâåðõó è ñíèçó âû-èãðûø êàæäîãî èãðîêà ÷åðåç ìàðãèíàëüíûå âêëàäû ýòîãî èãðîêà, ìàê-ñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé.Óòâåðæäåíèå 7. Íà ìíîæåñòâå èãð GN [0, 1]-N -ÿäðî óäîâëåòâîðÿåòñâîéñòâó RE.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì èãðó (N, v) ∈ GN . Íåîáõîäèìî ïîêà-çàòü, ÷òî äëÿ α-N -ÿäðà ïðè ëþáîì α ∈ [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
ναi (v) 6 bimax(N, v) = max

S⊆N\{i}
(v(S ∪ {i}) − v(S)), (2)

ναi (v) > bimin(N, v) = min
S⊆N\{i}

(v(S ∪ {i}) − v(S)) (3)



88 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà88 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà88 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíàäëÿ âñåõ i ∈ N . Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (2). Äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíåíèÿíåðàâåíñòâà (3) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.Óáåäèìñÿ, ÷òî bimax(N, v) = bimax(N, v
∗) äëÿ âñåõ i ∈ N. Äåéñòâèòåëü-íî, äëÿ ëþáîãî i ∈ N è êîàëèöèè S ⊆ N\{i} ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

v∗(S ∪ {i}) − v∗(S) = v(N\S) − v((N\S)\{i}). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
bimax(N, v

∗) = max
S⊆N\{i}

(v∗(S ∪ {i}) − v∗(S))

= max
S⊆N\{i}

(v(N\S)− v((N\S)\{i})) = bimax(N, v), i ∈ N.Âûáåðåì α ∈ [0, 1] è ðàññìîòðèì èãðó (N, vα). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿâñåõ i ∈ N bimax(N, v) = bimax(N, v
∗), ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ bimax(N, v

α):
bimax(N, v

α) = max
S⊆N\{i}

(vα(S ∪ {i}) − vα(S))

= max
S⊆N\{i}

(α(v(S ∪ {i}) − v(S)) + (1− α)(v∗(S ∪ {i}) − v∗(S)))

6 α max
S⊆N\{i}

(v(S ∪ {i}) − v(S)) + (1− α) max
S⊆N\{i}

(v∗(S ∪ {i}) − v∗(S))

= αbimax(N, v) + (1− α)bimax(N, v
∗) = bimax(N, v).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] è äëÿ âñåõ i ∈ N ñïðàâåäëèâàîöåíêà bimax(N, v

α) 6 bimax(N, v).Èç çàìå÷àíèÿ 1 è âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà RE äëÿ ïðåä-N -ÿäðà ñëåäóåòíåðàâåíñòâî (2), ò. å. äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1]

ναi (v) = νi(v
α) 6 bimax(N, v

α) 6 bimax(N, v) äëÿ âñåõ i ∈ N.Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì
ναi (v) > bimin(N, v) äëÿ âñåõ i ∈ N.Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò âûïîëíåíèå ñâîéñòâà RE äëÿ

[0, 1]-N -ÿäðà. Óòâåðæäåíèå 7 äîêàçàíî.Äðóãîé íèæíåé îöåíêîé âûèãðûøà èãðîêà i â èãðå (N, v) ìîæåò ñëó-æèòü âåëè÷èíà v({i}). Ïðåòåíçèè èãðîêà i íà âûèãðûø, íå ìåíüøèé âå-ëè÷èíû v({i}), îáîñíîâàíû òåì �àêòîì, ÷òî âûèãðûø, ðàâíûé v({i}),èãðîê i ïîëó÷èò, åñëè íå áóäåò âñòóïàòü â ìàêñèìàëüíóþ êîàëèöèþ N .Òðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ IR ðàçóìíî, íî íå âñåãäà âîçìîæíî. Ïðè-ìåðîì ÿâëÿþòñÿ èãðû, â êîòîðûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ íåìîíî-òîííà.



Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 89Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 89Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 89Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñâîéñòâà èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè äëÿ
[0, 1]-N -ÿäðà íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì èãðó (N, v) ∈ GN , ãäå N = {1, 2, 3} � ìíî-æåñòâî èãðîêîâ, ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé v, çàäàííîé â âèäå

v({1}) = v({2}) = v({3}) = 0,

v({1, 2}) = −900, v({1, 3}) = v({2, 3}) = 6, v(N) = 12.Èãðîêè 1 è 2 ñèììåòðè÷íû, è [0, 1]-N -ÿäðî èãðû èìååò âèääëÿ α ∈
[
0, 38

151

]
να(v) = (−222,−222, 456);äëÿ α ∈

[
38
151 ,

301
302

]
να(v) = (−298 + 302α,−298 + 302α, 608 − 604α);äëÿ α ∈

[
301
302 , 1

]
να(v) = (3, 3, 6).Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ α ∈

[
0, 149151

] ðåøåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþèíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè.Ïðèìåð 2 âûñòóïàåò â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà è ïîçâîëÿåò ñäåëàòüâûâîä î òîì, ÷òî íà çàäàííîì êëàññå èãð GN â îáùåì ñëó÷àå ñâîéñòâî IRäëÿ [0, 1]-N -ÿäðà íå âûïîëíÿåòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåëüçÿ ãàðàíòèðî-âàòü, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé ÒÏ-èãðå êàæäûé èãðîê ïîëó÷èò áîëüøèé âû-èãðûø, ÷åì îí ìîæåò ïîëó÷èòü, äåéñòâóÿ ñàìîñòîÿòåëüíî.�àññìîòðèì êëàññ 0-ìîíîòîííûõ èãð. Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç GN
0 .Íàïîìíèì, ÷òî èãðà (N, v) íàçûâàåòñÿ 0-ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ âñåõ S,

T ⊂ N òàêèõ, ÷òî S ⊂ T , âûïîëíÿåòñÿ
v(S) −

∑

i∈S

v({i}) 6 v(T )−
∑

i∈T

v({i}).Òàêîå ñóæåíèå êëàññà èãð ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü è äîêàçàòüÓòâåðæäåíèå 8. [0, 1]-N -ÿäðî íà GN
0 ⊂ GN óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-ñòâó IR.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì èãðó (N, v) ∈ GN

0 . Èç óòâåðæäåíèÿ 6ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] è äëÿ âñåõ i ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-ñòâî (3), ò. å. ναi > min
S⊆N\{i}

(v(S ∪ {i})− v(S)). Äëÿ 0-ìîíîòîííûõ èãð äëÿëþáîãî S ⊆ N \{i} èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî v(S∪{i})−v(S) > v({i}), êî-òîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ v(S∪{i})−v(S)íà êëàññå 0-ìîíîòîííûõ èãð äîñòèãàåòñÿ äëÿ S = {∅} è ðàâíî v({i}). Òî-ãäà äëÿ ëþáûõ α ∈ [0, 1] è i ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ναi > v({i}).Òåì ñàìûì ñâîéñòâî IR è óòâåðæäåíèå 8 äîêàçàíû.Òàêèì îáðàçîì, [0, 1]-N -ÿäðî óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó IR íà êëàññå0-ìîíîòîííûõ èãð è íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ñâîéñòâó íà êëàññå âñåõ



90 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà90 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà90 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.ÒàðàøíèíàÒÏ-èãð. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíîå êà÷åñòâî ïðîÿâëÿåòñÿ ó ïðåä-
N -ÿäðà, âåêòîðà Øåïëè è SM -ÿäðà.Äàëåå ðàññìîòðèì ñâîéñòâî, ïîçâîëÿþùåå îãðàíè÷èâàòü â âûèãðûøåòåõ èãðîêîâ, âñòóïëåíèå â ëþáóþ êîàëèöèþ êîòîðûõ äà�åò ëèøü àääèòèâ-íûé ïðèðîñò âûèãðûøà êîàëèöèè. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîìáîëâàíà DUM.Óòâåðæäåíèå 9. Íà ìíîæåñòâå èãð GN [0, 1]-N -ÿäðî óäîâëåòâîðÿåòñâîéñòâó DUM.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â èãðå (N, v) ∈ GN èãðîê i ∈ N ÿâëÿåòñÿáîëâàíîì, ò. å. äëÿ ëþáîãî S ⊆ N , S 6∋ i, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

v(S ∪ {i}) − v(S) = v({i}).Òîãäà â äâîéñòâåííîé èãðå (N, v∗) èãðîê i òàêæå ÿâëÿåòñÿ áîëâàíîì:
v∗(S ∪ {i}) − v∗(S) = v(N) − v(N \ (S ∪ {i})) − v(N) + v(N \ S)

= v(N \ S)− v((N \ S) \ {i}) = v({i}).Ñëåäîâàòåëüíî, â èãðå (N, vα) äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-øåíèå vα(S ∪ {i}) − vα(S) = v({i}) è èãðîê i ÿâëÿåòñÿ áîëâàíîì. Òàêèìîáðàçîì, èç çàìå÷àíèÿ 1 è âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà DUM äëÿ ïðåä-N -ÿäðàñëåäóåò, ÷òî νi(N, vα) = v({i}) äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1]. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåòâûïîëíåíèå ñâîéñòâà DUM äëÿ [0, 1]-N -ÿäðà. Óòâåðæäåíèå 9 äîêàçàíî.4. Âçàèìîñâÿçü ñ äðóãèìè ðåøåíèÿìè êîîïåðàòèâíûõ èãðÈññëåäóåì âçàèìîñâÿçü [0, 1]-N -ÿäðà ñ äðóãèìè ðåøåíèÿìè3) êîîïå-ðàòèâíûõ ÒÏ-èãð.Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî [0, 1]-N -ÿäðî èãðû (N, v) ñî-äåðæèò îäíîòî÷å÷íîå ðåøåíèå f(N, v), åñëè íàéä�åòñÿ òàêîå α ∈ [0, 1],÷òî f(N, v) = να(v). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî [0, 1]-N -ÿäðîèãðû (N, v) ñîäåðæèò îäíîòî÷å÷íîå ðåøåíèå f(N, v) ïðè α = α.Ñâîéñòâà îäíîòî÷å÷íûõ ðåøåíèé òàêèõ, êàê ïðåä-N -ÿäðî, âåêòîðØå-ïëè, SM -ÿäðî è ìîäè�èöèðîâàííîå N -ÿäðî, äîñòàòî÷íî èçó÷åíû. Îïðå-äåëèì äàëåå, ïðè êàêèõ α [0, 1]-N -ÿäðî ñîäåðæèò óêàçàííûå ðåøåíèÿ.Ýòî ïîçâîëèò ðàññìàòðèâàòü îäíîòî÷å÷íûå ðåøåíèÿ êàê ñîîòâåòñòâóþ-ùèå α-N -ÿäðà, ò. å. ýëåìåíòû [0, 1]-N -ÿäðà.3)Â ñòàòüå íå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ C-ÿäðà, ïðåä-K-ÿäðà, SM -ÿäðà, âåêòîðàØåïëè è ìîäè�èöèðîâàííîãî N-ÿäðà, îçíàêîìèòüñÿ ñ êîòîðûìè ìîæíî â [1�8℄.



Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 91Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 91Îá îäíîì îáîáùåíèè N -ÿäðà â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ 91Óòâåðæäåíèå 10. [0, 1]-N -ÿäðî èãðû (N, v) ñîäåðæèò ïðåä-N -ÿäðîèãðû (N, v) ïðè α = 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ 7 è òåîðåìû 1 ñëåäóåò ñïðàâåä-ëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Óòâåðæäåíèå 10 äîêàçàíî.Ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå 10 è ñâîéñòâà ïðåä-N - è C-ÿäåð äëÿ ñáàëàí-ñèðîâàííûõ è âûïóêëûõ èãð [1℄, ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ.Çàìå÷àíèå 4. Â ñáàëàíñèðîâàííîé èãðå (N, v) ïåðåñå÷åíèå [0, 1]-
N - è C-ÿäåð íåïóñòî è ñîäåðæèò ïðåä-N -ÿäðî äàííîé èãðû, ò. å. N ∩
C(N, v) ⊇ ν(v).Çàìå÷àíèå 5. Åñëè èãðà (N, v) ïðèíàäëåæèò êëàññó âûïóêëûõ èãð,òî ïåðåñå÷åíèå [0, 1]-N - è C-ÿäåð íåïóñòî è ñîäåðæèò ïðåä-k-ÿäðî äàííîéèãðû, ò. å. N ∩C(N, v) ⊇ PK(N, v).Óòâåðæäåíèå 11. [0, 1]-N -ÿäðî èãðû (N, v) ñîäåðæèò SM -ÿäðî äàí-íîé èãðû ïðè α = 1/2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç îïðåäå-ëåíèé 6 è 7. Ïîëàãàÿ α = 1/2 â îïðåäåëåíèè 6, èìååì SM -ÿäðî. Óòâåð-æäåíèå 11 äîêàçàíî.Óòâåðæäåíèå 12. [0, 1]-N -ÿäðî èãðû (N, v) òð�åõ ëèö ñîäåðæèò âåê-òîð Øåïëè äàííîé èãðû ïðè α = 1/2.Äîêàçàòåëüñòâî. Â [8℄ ïîêàçàíî, ÷òî â èãðàõ òð�åõ ëèö SM -ÿäðîè âåêòîð Øåïëè ïðåäëàãàþò â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ îäíó è òó æå òî÷-êó èç ìíîæåñòâà ý��åêòèâíî-ðàöèîíàëüíûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé. Èçóòâåðæäåíèÿ 11 ñëåäóåò, ÷òî SM -ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì [0, 1]-N -ÿäðàïðè α = 1/2 â ïðîèçâîëüíîé èãðå (N, v). Óòâåðæäåíèå 12 äîêàçàíî.Óòâåðæäåíèå 13. [0, 1]-N -ÿäðî èãðû ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé ñîñòîèòèç åäèíñòâåííîé òî÷êè è ñîâïàäàåò ñ ïðåä-N -ÿäðîì, ìîäè�èöèðîâàííûì
N -ÿäðîì è SM -ÿäðîì ýòîé èãðû.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî [0, 1]-N -ÿäðî èã-ðû ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó SIVA. Òàêèì îáðàçîì,íà ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå èãð [0, 1]-N -ÿäðî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.Â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèé 10 è 11 [0, 1]-N -ÿäðî ïðîèçâîëüíîéèãðû (N, v) ñîäåðæèò ïðåä-N - è SM -ÿäðà èãðû (N, v). Ñëåäîâàòåëüíî,íà êëàññå èãð ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé [0, 1]-N -ÿäðî èãðû (N, v) ñîâïàäàåòñ ïðåä-N - è SM -ÿäðàìè ýòîé æå èãðû.Â [7℄ ïîêàçàíî, ÷òî â èãðàõ ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé ìîäè�èöèðîâàííîå
N -ÿäðî ñîâïàäàåò ñ ïðåä-N -ÿäðîì ýòîé æå èãðû. Îòñþäà ñëåäóåò ñîâ-



92 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà92 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíà92 Í.Â.Ñìèðíîâà, Ñ.È.Òàðàøíèíàïàäåíèå [0, 1]-N -ÿäðà èãðû ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé ñ ìîäè�èöèðîâàííûì
N -ÿäðîì. Óòâåðæäåíèå 13 äîêàçàíî.�àññìîòðèì ñâÿçü [0, 1]-N -ÿäðà ñ ìîäè�èöèðîâàííûì N -ÿäðîì íàêëàññå ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð.Óòâåðæäåíèå 14. Â ñáàëàíñèðîâàííîé èãðå (N, v) [0, 1]-N -ÿäðî ñî-äåðæèò ìîäè�èöèðîâàííîå N -ÿäðî èãðû (N, v) ïðè α = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñáàëàíñèðîâàííóþ èãðó (N, v). Òî-ãäà â ñèëó íåïóñòîòû C-ÿäðà â èãðå (N, v) äëÿ ëþáûõ x ∈ X0(N, v)âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

e(x, v, S) = v(S) − x(S) 6 0, S ⊆ N. (4)Íàïîìíèì, ÷òî ìîäè�èöèðîâàííîå N -ÿäðî èãðû (N, v) îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì:
ψ(v) = argmin

x∈X0
max
S,T⊆N

e(x, v, S, T )

= argmin
x∈X0

max
S,T⊆N

(e(x, v, S) + e(x, v∗, T )). (5)Òàê êàê �îðìóëà (4) âûïîëíåíà äëÿ ëþáûõ x ∈ X0(N, v), ìàêñèìàëüíîåçíà÷åíèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5) äîñòèãàåòñÿ äëÿ S = S òàêèõ, ÷òî
e(x, v, S) = 0. Òîãäà �îðìóëà (5) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:
ψ(v) = argmin

x∈X0
max
T⊆N

(e(x, v, S) + e(x, v∗, T ))= argmin
x∈X0

max
T⊆N

(e(x, v∗, T )).Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò 0-N -ÿäðî. Óòâåðæäåíèå 14 äîêàçàíî.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ïå÷åðñêèéÑ.Ë., ßíîâñêàÿÅ.Á. Êîîïåðàòèâíûå èãðû: ðåøåíèÿ è àê-ñèîìû. � ÑÏá.: Èçä-âî Åâðîï. óí-òà â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå, 2004. �456 .2. MashlerM. The bargaining set, kernel, and nuleolus: a survey //Handbook of game theory, Vol. 1. � Berlin: Elsevier Si. Publ. BV, 1992. �P. 591�665.3. MashlerM., PelegB., Shapley L. S. Geometri properties of the kernel,nuleolus and related solution onepts // Math. Oper. Res. � 1979. �Vol. 4. � P. 303�338.4. Sarf H. The ore of an N person game // Eonometria. � 1967. �Vol. 35. � P. 50�69.5. ShmeidlerD. The nuleolus of a harateristi funtion game // SIAM J.Appl. Math. � 1969. � Vol. 17. � P. 1163�1170.
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