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Введение. Проблема полноты

Будем обозначать через PE множество всех функций f : En → E,
где E — фиксированное конечное множество и n — произвольное на-
туральное число. Замкнутые операциями суперпозиции из [5, 6] множе-
ства функций из PE называются замкнутыми классами, а замкнутые
классы, включающие класс SE всех селекторных (тождественно равных
некоторому своему аргументу) функций, — клонами. Замкнутый класс,
включающий множество A, будем называть A-замкнутым. Клоны, та-
ким образом, являются SE-замкнутыми классами. Отметим, что среди
A-замкнутых классов, включающих заданное множество X функций из
PE , есть наименьший. Будем обозначать этот наименьший класс через
[X]A и множество X для него станем называть A-порождающим. При
пустом множестве A для этого класса используется обозначение [X],
и множество X назовём порождающим. Как видно, [X]A = [X ∪ A].
A-замкнутый класс, имеющий конечное A-порождающее множество, бу-
дем называть конечно порождённым над A, или просто конечно порож-

дённым, если A пусто.

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке ФЦП «Научные и
научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009–2013 гг.
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Для заданного A-замкнутого класса B проблема A-полноты состо-
ит в описании, по-возможности эффективном, всех его A-порождающих
подмножеств. Эта проблема может быть решена указанием такой систе-
мы S A-замкнутых классов, строго включённых в B, что всякий строго
включённый в B A-замкнутый класс включён в некоторый из классов
этой системы. Такую систему S станем называть A-критериальной в B
(или просто критериальной при пустом A). Будем называть её безыз-

быточной, если она не содержит сравнимых по отношению включения
классов. Всякая A-критериальная система включает систему S(A,B)
максимальных по включению A-замкнутых классов, строго включённых
в B, а безызбыточная A-критериальная система в случае своего суще-
ствования совпадает с системой S(A,B). Конечно порождённый над A
A-замкнутый класс B обладает конечной и безызбыточной A-критери-
альной системой S(A,B).

Обозначим через ΠE множество всех предикатов p : En → {И,Л}.
При изучении проблем полноты большое значение имеет отношение со-
хранения функциями из PE предиктов из ΠE [2, 13]. Это отношение опре-
деляет соответствие Галуа [4] между упорядоченными включением систе-
мами подмножеств в PE и ΠE , сопоставляющее произвольному множе-
ству X функций из PE множество polE(X) сохраняемых ими предикатов
из ΠE , а произвольному множеству Y предикатов из ΠE — множество
invE(Y ) сохраняющих их функций. При этом Галуа-замкнутыми клас-
сами функций (т. е. классами polE(Y ) для Y ⊆ ΠE) оказываются всевоз-
можные клоны, а Галуа-замкнутыми классами предикатов (т. е. класса-
ми invE(X) для X ⊆ PE) оказываются всевозможные классы предика-
тов, содержащие все диагонали (т. е. тождественно истинные или лож-
ные предикаты и предикаты xi = xj ∧ . . . ∧ xs = xt, где {i, j, . . . , s, t} =
{1, . . . , n} для натуральных n) и замкнутые операциями конъюнкции,
проектирования, отождествления и перестановки переменных, введения
и удаления фиктивных переменных. Сформулированные утверждения,
составляющие суть теории Галуа для клонов, доказаны в [2, 13].

Из сказанного следует, что для некоторого множества Λ предикатов
из invE(A) \ invE(B) A-критериальной для B является система SΛ(B),
состоящая из клонов B ∩ polE(p) для всевозможных предикатов p из Λ.
Это свойство выполняется, например, при Λ = invE(A) \ invE(B), но
в основном интересны менее тривиальные случаи, приводящие к менее
избыточным системам. Представляют интерес методы нахождения мно-
жества Λ, дающие для заданных клонов A и B эффективную критери-
альную систему SΛ(B).
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Эффективных таких методов не известно, но можно предложить сле-
дующий подход. Пусть множество invE(A) предупорядочено [3] отноше-
нием 6, причём выполняется импликация

(p 6 q) ⇒ (polE({q} ∪ invE(B)) ⊆ polE({p} ∪ invE(B))) (1)

для любых предикатов p и q из множества invE(A). В этой ситуации
множество invE(B) обладает свойством наследственности: вместе с лю-
бым своим предикатом q оно содержит и всякий предикат p из invE(A)
такой, что p 6 q. Это означает, что класс invE(B) можно задать ука-
занием (запрещающего) множества Λ ⊆ invE(A) \ invE(B) такого, что
для любого предиката q из invE(A) условие q ∈ invE(B) равносильно
отсутствию в множестве Λ предиката p такого, что p 6 q. Несложно по-
нять, что система SΛ(B) будет в этой ситуации A-критериальной для B.
Если в соотношении (1) потребовать выполнение равносильности вме-
сто импликации, то при помощи описанного подхода можно получить
безызбыточную A-критериальную систему для B, если она для данных
клонов A и B существует. Однако неконструктивность определения та-
кого предупорядочения затрудняет его использование. Если предупоря-
дочение 6 определить иначе, понимая под неравенством p 6 q возмож-
ность получить p из q отождествлением переменных, то описанный под-
ход позволяет получить конечную (но не обязательно безызбыточную)
A-критериальную систему для B при условии, что конечные системы
для заданных клонов A и B существуют, т. е. клон B конечно порождён
над A.

В статье проблема полноты рассматривается для слабо-центральных
клонов, имеющих разнообразные приложения в дискретной математике.
К числу таких клонов относятся, в частности, максимальные в PE клоны,
описываемые центральными предикатами [14], а также клоны квазимо-
нотонных полурешёточных функций, используемых для описания дис-
кретных управляющих систем с изменяющимися состояниями [1, 8]. Для
слабо-центральных клонов A и B сформулированы достаточно простые
общие условия, характеризующие клоны системы S(A,B). В случае, ко-
гда слабо-центральный клон B определяется посредством наследствен-
ной системы множеств и клон B состоит из так называемых слабо суще-
ственных функций клона B, получено явное описание клонов из S(A,B).

1. Слабо-центральные предикаты и клоны

В этом разделе определены слабо-центральные клоны и для них рас-
смотрена проблема полноты.
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Элемент c из множества E будем называть слабо-центральным для
m-местного предиката p из ΠE , если замена любых компонент в любом
удовлетворяющем предикату p наборе значением c приводит к набору,
удовлетворяющему предикату p. Иными словами, всякий раз, когда пре-
дикату p удовлетворяет набор (a1, . . . , am) из множества Em, этому пре-
дикату удовлетворяют и наборы

(c, a2, . . . , am), (a1, c, a3 . . . , am), . . . , (a1, . . . , am−1, c). (2)

В частности, слабо-центральным элементом предиката p является любой
его центральный элемент — так называют элемент c из множества E,
если предикату p удовлетворяют все наборы, имеющие компоненту, рав-
ную c.

Предикат, для которого элемент c является слабо-центральным (цен-
тральным), назовём c-слабо-центральным (соответственно c-централь-

ным) предикатом. Предикат, для которого некоторый элемент является
слабо-центральным (центральным), будем называть слабо-центральным

(соответственно центральным) предикатом.
Центральные и слабо-центральные предикаты так же, как и описыва-

емые ими клоны, имеют разнообразные приложения. Так, центральными
предикатами описываются в теореме Розенберга о полноте из [14] некото-
рые предполные подклоны клона PE . Слабо-центральными предикатами
описываются клоны квазимонотонных полурешёточных функций [1, 8],
используемых для задания дискретных управляющих систем с изменя-
ющимися состояниями. В связи со сказанным слабо-центральные преди-
каты представляют интерес, как и определяемые ими клоны. Отметим
далее в теореме 1 некоторые свойства тех и других, сделав предвари-
тельно необходимые определения.

Для функций f и g, зависящих от одинакового числа, пусть n, пере-
менных будем писать g >c f , если функция g получается из функции f
заменой некоторых её значений значением c, т. е. если

g(x) = f(x) или g(x) = c

для любого набора x из множества En.
Через P ∗

E обозначим множество всех функций f : En → E ∪ {∗},
где n — произвольное натуральное число и ∗ — фиксированный эле-
мент, не принадлежащий множеству E. Интерпретируя этот элемент как
неопределённое значение, функции из P ∗

E будем называть частичными.
Доопределением частичной n-местной функции g будем называть вся-
кую частичную n-местную функцию f , обладающую свойством

g(x) = f(x) или g(x) = ∗
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для любого набора x из множества En.
Предикат p из ΠE , зависящий от m переменных, называется приве-

дённым, если для любых чисел i и j таких, что 1 6 i < j 6 m, равенство
ai = aj выполняется не для любого удовлетворяющего предикату p на-
бора (a1, . . . , am). Имеет место

Теорема 1. Для произвольного клона K функций из PE следующие
условия равносильны:

(i) всякую частичную функцию из P ∗
E , имеющую доопределение в

клоне K, можно доопределить до функции из K значением c;

(ii) клон K вместе с любой своей функцией f содержит и всякую
функцию g >c f ;

(iii) клон K описывается посредством некоторого множества Y c-сла-
бо-центральных предикатов из ΠE такого, что K = polE(Y ).

Доказательство. Покажем, что из условия (i) следует (ii). Пусть
выполняется условие (i), а также неравенство g >c f для некоторых
функций f из K и g из PE . Рассмотрим частичную функцию g′, полу-
ченную из g заменой значения c неопределённым значением. Функция g′

доопределяется до функции f из K. По условию (i) g′ доопределяется
значением c до функции из клона K. Но в результате такого доопреде-
ления получается g. Следовательно, функция g принадлежит клону K,
и из (i) вытекает (ii).

Покажем, что из условия (ii) следует (iii). Предположим, что выпол-
няется (ii). Рассмотрим множество Y предикатов из ΠE такое, что вы-
полняется равенствоK = polE(Y ). Это множество всегда существует: на-
пример, записанное равенство выполняется для множества Y = invE(K).
Без ограничения общности будем считать, что предикаты в Y приведён-
ные. Рассмотрим произвольный m-местный предикат p из Y . Пусть ему
удовлетворяют наборы X1, . . . , Xn из Em и только они. Поскольку p со-
храняется всеми функциями из K, всякий удовлетворяющий p набор
(a1, . . . , am) совпадает с набором f [m](X1, . . . , Xn) для некоторой функ-
ции из K (здесь в качестве f можно выбрать селектор). Это свойство
выполняется также и для наборов вида (2) в силу условия (ii) и в силу
приведённости предиката p. Таким образом, p — c-слабо-центральный
предикат, и имеет место (iii).

Покажем, что из условия (iii) следует (i). Предположим, что клон K
описывается посредством некоторого множества Y c-слабо-центральных
предикатов. Пополним Y всевозможными проекциями его предикатов.
Пусть частичная функция g′ из P ∗

E имеет доопределение f в клоне K и
функция g из PE получена заменой неопределённых значений g′ значени-
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ем c. Функция g сохраняет все предикаты из Y вслед за функцией f . Дей-
ствительно, предположив противное, рассмотрим предикат p из Y , не со-
храняемый функцией g и зависящий от минимально возможного числаm
переменных. Тогда найдутся наборы X1, . . . , Xn, удовлетворяющие пре-
дикату p, а также не удовлетворяющий ему набор X0 = g[m](X1, . . . , Xn).
Последнее равенство сохраняется с уменьшением m на единицу, если
из всех наборов X0, . . . , Xn удалить i-ю компоненту, принимающую зна-
чение c в X0. В результате такого удаления из X1, . . . , Xn получаются
наборы, удовлетворяющие i-й проекции ∃xip(x1, . . . , xm) предиката p, а
набор, получающийся из X0, не удовлетворяет ей; функция g не сохра-
няет предикат из Y (именно, не сохраняет i-ю проекцию предиката p)
вопреки минимальности m. Следовательно, никакая компонента набо-
ра X0 не равна c. Тогда f также не сохраняет предикат p; противоречие.
Итак, функция g сохраняет все предикаты из Y , а потому принадлежит
клону K. Тем самым доказано, что из условия (iii) следует (i). Теорема 1
доказана.

Клон K, для которого выполняются условия (i)–(iii) теоремы 1, на-
зовём c-слабо-центральным.

Замечание 1. Слабо-центральные клоны и предикаты обладают
рядом интересных свойств. Перечислим некоторые. Так, среди c-слабо-
центральных клонов имеется наименьший по включению, описываемый
множеством всех c-слабо-центральных предикатов; обозначим это мно-
жество через W c

E . Более того, в соответствии с доказанной теоремой и
в дополнение к ней произвольный клон тогда и только тогда является
c-слабо-центральным, когда он включает наименьший c-слабо-централь-
ный клон polE

(
W c

E

)
.

С использованием интерполяционной теоремы из [12] можно пока-
зать, что любой предикатно-описуемый слабо-центральный клон, опи-
сываемый некоторым конечным (равносильно одноэлементным) множе-
ством предикатов, содержит мажоритарную функцию и в силу [7] конеч-
но порождён. При этом клон polE

(
W c

E

)
не является предикатно-опису-

емым в силу теоремы С. В. Яблонского из [10], так как совпадает с пере-
сечением бесконечной строго убывающей последовательности клонов

polE
(
W

c (1)
E

)
⊃ polE

(
W

c (2)
E

)
⊃ polE

(
W

c (3)
E

)
⊃ . . . ,

где W
c (d)
E — множество всех c-слабо-центральных предикатов, завися-

щих не более чем от d переменных. Вместе с тем можно показать, что
клон polE

(
W c

E

)
конечно порождён.
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Множество W c
E всех c-слабо-центральных предикатов замкнуто опе-

рациями проектирования, отождествления и перестановки переменных,
конъюнкцией и дизъюнкцией, но не содержит диагоналей, кроме тожде-
ственно истинных или ложных.

2. Проблема полноты в слабо-центральном клоне

Обратимся к проблеме полноты в клонеB приA-суперпозиции. Далее
эта проблема рассматривается в случае, когда оба клона A и B — слабо-
центральные. Сделаем необходимые определения.

Пусть предикат p из множества ΠE зависит от m переменных. Пре-
дикат

∃xip(x1, . . . , xm),

где 1 6 i 6 m, будем называть проекцией или, точнее, i-й проекцией

предиката p.
Для любого n 6 m и любой сюръективной функции

α : {1, . . . ,m} → {1, . . . , n}

определим n-местный предикат pα следующим образом:

pα(x1, . . . , xn) ≡ p(xα(1), . . . , xα(m)).

При n < m будем говорить, что предикат pα получен из p отождеств-

лением (переменных).
При совпадающих m и n, когда α является подстановкой на множе-

стве чисел 1, . . . ,m, определим m-местный предикат

pα,∧(x1, . . . , xm) ≡ p(x1, . . . , xm) ∧ pα(x1, . . . , xm).

Будем говорить, что предикат pα,∧ получен из p конъюнкцией с переста-

новкой (переменных).
Будем называть m-местный предикат q B-сужением p, если выпол-

няются «включения» q ⊆ p и Bq \q ⊆ Bp\p. При этом под Bp понимает-
ся предикат, которому удовлетворяют наборы f [m](X1, . . . , Xn), где n —
произвольное натуральное число, X1, . . . , Xn — произвольные наборы,
удовлетворяющие предикату p, и f — произвольная n-местная функция
из B. Помимо этого, множество наборов, удовлетворяющих предикату,
отождествляется с ним, что позволяет использовать знаки теоретико-
множественных операций и отношений, как выше.

Несложно понять, что включение B∩polE(p) ⊆ B∩polE(q) выполня-
ется всякий раз, когда предикат q является проекцией или B-сужением
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предиката p, а также когда q получен из p отождествлением или конъ-
юнкцией с перестановкой.

Предикат p назовём (A,B)-минимальным, если он принадлежит мно-
жеству invE(A) \ invE(B) и в этом множестве нет отличного от p преди-
ката, являющегося его B-сужением или полученного из него проектиро-
ванием, отождествлением или конъюнкцией с перестановкой.

Обозначим через Λ(A,B) множество всех (A,B)-минимальных преди-
катов и через SΛ(A,B) — множество клонов B∩polE(p), где p ∈ Λ(A,B).
Ясно, что система SΛ(A,B) является (A,B)-критериальной для любых
клонов A и B таких, что A ⊆ B. Менее очевидно, что эта система безыз-
быточная для слабо-центральных клонов A и B. Об этом говорит следу-
ющая

Теорема 2. Для любых c-слабо-центральных клонов A и B таких,
что A ⊆ B, система SΛ(A,B) является безызбыточной (A,B)-крите-
риальной системой.

Эта теорема является непосредственным следствием леммы 1.

Лемма 1. Для любыхm-местного предиката p из Λ(A,B) и r-местно-
го предиката q из Λ(A,B) включение B∩polE(q) ⊂ B∩polE(p) невозмож-
но, а равенство B∩polE(q) = B∩polE(p) выполняется в том и только том
случае, когда m = r и pα = q для некоторой подстановки α на множестве
{1, . . . ,m}.

Доказательство. Пусть выполняется включение

B ∩ polE(q) ⊆ B ∩ polE(p).

Пусть также предикату p удовлетворяют наборы X1, . . . , Xn и только
они. Выберем произвольно набор X0, удовлетворяющий предикату Bp\p,
и рассмотрим n-местную функцию f такую, что f [m](X1, . . . , Xn) = X0,
равную c на остальных наборах, не являющихся строками матрицы
X =

(
XT

1 , . . . , X
T
n

)
. Функция f принадлежит клону B в силу условия (i)

теоремы 1.
Функция f не сохраняет предикат p, а вслед за ним и q. Это озна-

чает, что найдутся наборы Y1, . . . , Yn, удовлетворяющие q, и набор Y0 =
f [r](Y1, . . . , Yn), удовлетворяющий предикату Bq \ q. Заметим, что на-
боры X0 и Y0 не содержат компоненты, равной c, так как в противном
случае некоторый из этих предикатов можно спроектировать по соответ-
ствующей координате и получить предикат, не сохраняемый функцией f ,
а значит, принадлежащий множеству invE(A) \ invE(B), что не согласу-
ется с (A,B)-минимальностью p и q. В силу этого компоненты набора Y0
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встречаются в наборе X0, а строки матрицы Y являются одновремен-
но строками матрицы X. Пусть i-я строка Y является α(i)-й строкой
матрицы X.

Определённая так функция α : {1, . . . , r} → {1, . . . ,m} сюръективна,
поскольку в противном случае она не принимает некоторого значения j
из множества чисел 1, . . . ,m, и тогда предикат ∃xjp(x1, . . . , xm) не сохра-
няется функцией f , а значит, принадлежит множеству invE(A)\ invE(B);
противоречие.

Функция α также и инъективна, иначе α(i) = α(j) для некоторых i, j,
i < j, и функция f не сохраняет предикат q(x1, . . . , xj−1, xi, xj+1, . . . , xr),
и он принадлежит множеству invE(A) \ invE(B), что невозможно.

Таким образом, m = r и функция α является подстановкой на мно-
жестве чисел 1, . . . ,m. Для произвольного набора Z = (Z1, . . . , Zm) по-
ложим Zα = (Zα(1), . . . , Zα(m)). Было показано, что наборы X1α, . . . , Xnα

(совпадающие с соответствующими наборами Y1, . . . , Yn) удовлетворяют
предикату q в отличие от набора X0α (совпадающего с Y0), не удовле-
творяющего q и тогда удовлетворяющего предикату Bq \ q. В частности,
установлено «включение» pα ⊆ q.

Покажем далее, что предикаты pα и q совпадают.

С этой целью вместо X0 выберем другой набор X ′
0, удовлетворяю-

щий предикату Bp \ p, и рассмотрим n-местную функцию f ′ такую, что
f ′[m](X1, . . . , Xn) = X ′

0, и принимающую значение c на остальных на-
борах, не являющихся строками матрицы X =

(
XT

1 , . . . , X
T
n

)
. Повторив

для набора X ′
0 и функции f рассуждения, предпринятые выше для X0,

получим, что для некоторой подстановки β наборы X1β , . . . , Xmβ удовле-
творяют предикату q в отличие от набора X ′

0β .

Последнее свойство должно выполняться и при β = α. В против-
ном случае набор X ′

0α удовлетворяет q. Рассмотрим предикат qγ,∧, где
γ = α−1β (договоримся, что в композиции подстановок первой действует
левая, и тогда, например, (X ′

0α)γ = X ′
0β). Этот предикат не совпадает с q

(набор X ′
0α удовлетворяет q, но не qγ,∧). Вместе с тем, X1α, . . . , Xnα удо-

влетворяют предикату qγ,∧ в отличие от набораX ′
0α = f ′[m](X1α, . . . , Xnα).

Следовательно, функция f ′ не сохраняет предикат qγ,∧, и он принадле-
жит множеству invE(A) \ invE(B) вопреки (A,B)-минимальности q. По-
лученное противоречие означает, что набор X ′

0α не удовлетворяет пре-
дикату q и тогда удовлетворяет Bq \ q.

Это можно интерпретировать следующим образом. Для любого на-
бора X ′

0, удовлетворяющего предикату Bp \ p или, что равносильно, для
любого X ′

0α, удовлетворяющего предикату Bpα \ pα, набор X ′
0α удовле-
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творяет Bq\q. Таким образом, наряду с включением pα ⊆ q выполняется
Bpα \ pα ⊆ Bq \ q. Строгих включений быть не может из-за (A,B)-мини-
мальности предиката pα (он (A,B)-минимален одновременно с p). Лем-
ма 1 доказана.

Из теоремы 2 получаем

Следствие 1. Для любых c-слабо-центральных клонов A и B таких,
что A ⊆ B, существует безызбыточная A-критериальная система в B.

Замечание 2. В частности, в условиях этого следствия можно взять
клон A, совпадающий с наименьшим c-слабо-центральным клоном
polE

(
W c

E

)
. Учитывая, что он конечно порождён (оставим этот факт без

доказательства), получаем более сильное утверждение: всякий слабо-
центральный клон обладает безызбыточной критериальной системой.

3. Клоны, определяемые системами множеств

Введём в рассмотрение слабо-центральные клоны, задаваемые по-
средством наследственных систем множеств. К их числу относятся пред-
полные в PE клоны, описываемые центральными вполне рефлексивными
и симметричными предикатами, а также клоны квазимонотонных функ-
ций на верхней полурешётке, описывающие дискретные управляющие
системы с изменяющимися состояниями.

Пусть ε̃ — некоторая система подмножеств множества E. Будем го-
ворить, что функция f из PE сохраняет систему ε̃, если для любых нату-
ральногоm и наборовX0, . . . , Xn из Em таких, чтоX0 = f [m](X1, . . . , Xn),
множество X̃0 принадлежит системе ε̃, если X̃1, . . . , X̃n принадлежат ей.
При этом для произвольного набора X = (X1, . . . , Xn) через X̃ обознача-
ется множество {X1, . . . , Xn}. Функции из PE , сохраняющие систему ε̃,
составляют, очевидно, клон, который будем обозначать через QE(ε̃). Об-
ратимся к проблеме полноты в клоне QE(ε̃), считая с этого места, что
система ε̃ обладает следующими свойствами:

(i) наследственности: если некоторое множество принадлежит систе-
ме ε̃, то и всякая его часть принадлежит ε̃;

(ii) слабой центральности: если множествоH принадлежит ε̃, то мно-
жество H ∪ {c} также принадлежит ε̃.

Клон QE(ε̃) c-слабо-центральный в силу второго свойства. Для лю-
бого натурального m определим m-местный предикат ε(m) такой, что

ε(m)(x1, . . . , xm) ≡ {x1, . . . , xm} ∈ ε̃.
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Несложно понять, что этот предикат получается из ε(m+1) отождествле-
нием переменных и проектированием:

ε(m)(x1, . . . , xm) ≡ ε(m+1)(x1, . . . , xm, xm) ≡ ∃xm+1ε
(m+1)(x1, . . . , xm+1),

причём первая равносильность выполняется исключительно в силу опре-
деления предиката ε(m), а вторая проверяется с использованием свойства
слабой центральности системы ε̃. В силу указанных равносильностей (до-
статочно любой из них) клоны функций, сохраняющих предикаты ε(m)

образуют убывающую последовательность: polE(ε
(1)) ⊇ polE(ε

(2)) ⊇ . . . .
Эта последовательность стабилизируется при некотором m = q(ε̃) так,
что клоны polE(ε

(m+i)) при всех натуральных i совпадают между собой и
с клоном QE(ε̃). При этом q(ε̃) — максимальная мощность минимального
по включению подмножества в E, не принадлежащего системе ε̃.

Функцию f из QE(ε̃), зависящую от n переменных, назовём слабо су-

щественной, если для некоторых i, 1 6 i 6 n, натурального m и наборов
X0, . . . , Xn из Em таких, что X0 = f [m](X1, . . . , Xn) множество X̃0 при-
надлежит системе ε̃ всякий раз, когда множество X̃i принадлежит ей.
Слабо существенные функции из QE(ε̃) составляют клон, который обо-
значим через ΦE(ε̃). Равносильным образом ΦE(ε̃) можно определить
как клон функций, сохраняющих предикаты

ε[m,r](x1, . . . , xmr) ≡
r−1∨

i=0

ε(m)(xmi+1, . . . , xm(i+1))

при всевозможных натуральных m и r и при фиксированном m = q(ε̃) и
всевозможных натуральных r (отметим это без доказательства). Далее
будем интересоваться проблемой Φ(ε̃)-полноты в клоне QE(ε̃).

В двоичном случае при E = {0, 1} имеется лишь два нетривиальных
клона QE(ε̃) и два нетривиальных клона Φ(ε̃). Речь идёт о клонах со-
хранения констант и о клонах функций, удовлетворяющих условиям 1∞

и 0∞. Основное значение имеет случай |E| > 2.
Напомним в связи с этим, что предикат называют симметричным,

если он не изменяется при любой перестановке переменных. Предикат
называется вполне рефлексивным, если ему удовлетворяют все наборы
нужной длины, имеющие совпадающие компоненты. В соответствии с
теоремой Розенберга из [14] часть предполных клонов в PE описывает-
ся симметричными, вполне рефлексивными и одновременно c-централь-
ными предикатами; обозначим через ZE(c) множество таких предика-
тов. Произвольный m-местный предикат α из множества Z(c) совпа-
дает с некоторым предикатом ε(m) при надлежащем выборе системы ε̃
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и m = q(ε̃). Для такого совпадения достаточно, чтобы минимальными
по включению подмножествами в E, не принадлежащими ε̃, были все-
возможные множества X̃ для наборов X из Em, не удовлетворяющих
предикату α. Таким образом, каждый предполный клон, описываемый
предикатом из Z(c), определяется также и при помощи некоторой систе-
мы ε̃, обладающей свойствами наследственности и слабой центрально-
сти.

При помощи подобной системы определяются также клоны квази-
монотонных функций на полурешётке, используемые для описания дис-
кретных управляющих систем с изменяющимися состояниями [1]. В этом
случае на множестве E должна быть определена структура верхней по-
лурешётки, и система ε̃ состоит тогда из всевозможных подмножеств
этой полурешётки, имеющих нижнюю грань.

4. Теорема о полноте

В этом разделе получена явная характеризация (ΦE(ε̃), QE(ε̃))-мини-
мальных предикатов, т. е. предикатов, описывающих QE(ε̃)-предполные
Φ(ε̃)-замкнутые клоны. Тем самым получено решение проблемы
Φ(ε̃)-полноты в клоне QE(ε̃). В [9] рассмотрен частный случай, когда
QE(ε̃) — клон квазимонотонных функций на полурешётке. Понадобятся
некоторые определения и обозначения.

Рассмотрим набор Y = (Y1, . . . , Ym) из Em. Обозначим через U(Y ) си-
стему всех таких подмножеств u в {1, . . . ,m}, что множество {Yi | i ∈ u}
не принадлежит системе ε̃. Через U0(Y ) обозначим систему минималь-
ных по включению подмножеств из U(Y ). Определим m-местный преди-
кат ρY (X) ≡ U(X) ⊂ U(Y ).

Будем называть j-ю компоненту Yi набора Y несущественной, если
выполняется соотношение u ∪ {j} ∈ U(Y ) ⇔ u ∈ U(Y ) для любого под-
множества u ⊆ {1, . . . ,m}. Другими словами, это означает, что число j
не принадлежит ни одному множеству системы U0(Y ). В этом случае
непосредственно проверяется соотношение

∃xjρY (x1, . . . , xn) ≡ ρY ′(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) (3)

для набора Y ′ = (Y ′
1 , . . . , Y

′
j−1, Y

′
j+1, . . . , Y

′
m), полученного удалением несу-

щественной j-й компоненты.
Будем называть подобными i-ю и j-ю компоненты Yi и Yj набора Y ,

если при i 6= j выполняется соотношение

u ∪ {i} ∈ U(Y ) ⇔ u ∪ {j} ∈ U(Y )
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для любого подмножества u ⊆ {1, . . . ,m}. В этом случае непосредственно
проверяется соотношение

ρY (x1, . . . , xj−1, xi, xj+1, . . . , xn) ≡ ρY ′(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) (4)

для набора Y ′ = (Y1, . . . , Yj−1, Yj+1, . . . , Yn), полученного удалением j-й
компоненты.

Обозначим через ΥE(ε̃) множество всех таких наборов Y из Em при
всевозможных натуральных m, что

(i) |U0(Y )| > 1;
(ii) Y не содержит несущественной компоненты;
(iii) если в Y имеются подобные компоненты и набор Y ′ получен из Y

удалением подобной компоненты, то |U0(Y
′)| = 1. Отметим, что множе-

ство ΥE(ε̃) конечное.
(ΦE(ε̃), QE(ε̃))-минимальные предикаты характеризует

Теорема 3. Предикаты ρY , где Y ∈ Υ(ε̃), и только они являются
(ΦE(ε̃), QE(ε̃))-минимальными. Иными словами, имеет место равенство

Λ(ΦE(ε̃), QE(ε̃)) = {ρY | Y ∈ ΥE(ε̃)}.

Доказательству теоремы предпошлём пару вспомогательных утвер-
ждений — лемму 2 и её следствие 2.

Лемма 2. Пусть приведённому предикату p из ΠE , зависящему от m
переменных, удовлетворяют наборы X1, . . . , Xn из Em и только они. То-
гда выполняются следующие утверждения:

(i) набор X из Em тогда и только тогда удовлетворяет предикату
ΦE(ε̃)p, когда для некоторого числа i из множества {1, . . . , n} выполня-
ется включение U(X) ⊆ U(Xi);

(ii) набор X из Em тогда и только тогда удовлетворяет предикату
QE(ε̃)p, когда выполняется включение

U(X) ⊆ U(X1) ∪ . . . ∪ U(Xn);

(iii) если предикат p принадлежит множеству invE(ΦE(ε̃)), то для
любого набора Y из Em, удовлетворяющего предикату QE(ε̃)p \ p, верно
|U0(Y )| > 1.

Доказательство. Необходимость утверждений (i) и (ii) следует
из определений клонов ΦE(ε̃) и QE(ε̃).
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Достаточность. Для произвольного набора X из Em рассмотрим
n-местную функцию f такую, что f(X1, . . . , Xn) = X, равную c на набо-
рах, не являющихся строками матрицы

(
XT

1 , . . . , X
T
n

)
. Несложно заме-

тить, что функция f принадлежит ΦE(ε̃), если U(X) ⊆ U(Xi) для неко-
торого i из {1, . . . , n}, и QE(ε̃), если U(X) ⊆ U(X1) ∪ . . . ∪ U(Xn). Этого
достаточно для доказательства утверждений (i) и (ii). Докажем (iii). Ра-
венство |U0(Y )| = 0 означает, что система U(Y ) пустая, и тогда выполня-
ются включения U(Y ) ⊆ U(Xi) для всех i из множества {1, . . . , n}, отку-
да в силу (i) набор Y удовлетворяет предикату ΦE(ε̃)p, совпадающему в
условиях доказываемого утверждения с p. Равенство |U0(Y )| = 1 означа-
ет, что система U0(Y ) содержит в качестве своего единственного элемента
некоторое подмножество u ⊆ {1, . . . , n}, принадлежащее в силу (ii) неко-
торой из систем U(Xi). Тогда выполняется включение U(Y ) ⊆ U(Xi) и
в силу (i) набор Y удовлетворяет предикату ΦE(ε̃)p, в условиях доказы-
ваемого утверждения совпадающему с p. Таким образом, |U0(Y )| > 1 в
силу (iii). Лемма 2 доказана.

Следствие 2. Для любого набора Y из Em справедливы следующие
утверждения:

(i) предикат ρY принадлежит множеству invE(ΦE(ε̃));
(ii) при |U0(Y )| > 1 предикату QE(ε̃)ρY удовлетворяют наборы X

из Em такие, что U(X) ⊆ U(Y ), и только они. В частности, предикат ρY
принадлежит множеству invE(ΦE(ε̃)) \ invE(QE(ε̃)).

Доказательство. Утверждение (i) выполняется в силу леммы 2(i).
Докажем (ii). Заметим, что в силу леммы 2 U(X) ⊆ U(Y ) для любого
набора X из Em, удовлетворяющего предикату QE(ε̃)ρY . В силу этой
же леммы достаточно показать, что набор Y удовлетворяет предика-
ту QE(ε̃)ρY . Предположим, что систему U0(Y ) составляют множества
u1, . . . , us для некоторого s > 1. Тогда для любого i = 1, . . . , s предика-
ту ρY удовлетворяет набор Yi, совпадающий с набором Y по компонентам
с номерами из множества ui и с остальными компонентами, равными c.
Вместе с тем выполняется включение U(Y ) ⊆ U(Y1) ∪ . . . ∪ U(Ys). Так
как предикат ρY приведённый (поскольку он не тождественно ложный
и слабо-центральный), в силу леммы 2 набор Y удовлетворяет предика-
ту QE(ε̃)ρY . Следствие 2 доказано.

Доказательство теоремы 3. Докажем включение

Λ(ΦE(ε̃), QE(ε̃)) ⊆ {ρY |Y ∈ ΥE(ε̃)}.
Для этого рассмотрим произвольный (ΦE(ε̃), QE(ε̃))-минимальный пре-
дикат p из множества Λ(ΦE(ε̃), QE(ε̃)), зависящий от m переменных.
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Пусть предикату p удовлетворяют наборы X1, . . . , Xn и только они. Вы-
берем набор Y , удовлетворяющий предикату QE(ε̃)p \ p, так, что любой
набор Z из Em со свойством U(Z) ⊂ U(Y ) уже не удовлетворяет этому
предикату и удовлетворяет предикату p в силу леммы 2. Отметим, что
|U0(Y )| > 1 в силу той же леммы.

Рассмотрим предикат ρY ∈ invE(ΦE(ε̃)) \ invE(QE(ε̃)) (по следст-
вию 2). Он является QE(ε̃)-сужением p (это проверяется с использова-
нием леммы 2 и следствия 2) и совпадает с p в силу (ΦE(ε̃), QE(ε̃))-ми-
нимальности последнего. Таким образом, необходимо показать, что на-
бор Y принадлежит множеству ΥE(ε̃), т. е. обладает свойствами (i)–(iii)
из определения этого множества.

Справедливость свойства (i) |U0(Y )| > 1 отмечалась выше.
Далее, если j-я компонента набора Y несущественна, то для набо-

ра Y ′ = (Y1, . . . , Yj−1, Yj+1, . . . , Yn), полученного удалением этой компо-
ненты, выполняется соотношение (3) (т. е. ρY ′ — j-я проекция предика-
та ρY ) и |U0(Y

′)| = |U0(Y )|. Из этого равенства по следствию 2 ρY ′ при-
надлежит множеству invE(ΦE(ε̃)) \ invE(QE(ε̃)) вслед за предикатом ρY
вопреки (ΦE(ε̃), QE(ε̃))-минимальности последнего. Таким образом, для
набора Y выполняется свойство (ii) из определения множества ΥE(ε̃).

Далее, предположим, что i-я и j-я компоненты набора Y подобны при
некоторых i 6= j. Тогда для набора Y ′ = (Y1, . . . , Yj−1, Yj+1, . . . , Yn), полу-
ченного из Y удалением j-й компоненты, выполняется соотношение (4),
откуда в силу (ΦE(ε̃), QE(ε̃))-минимальности ρY предикат ρY ′ принадле-
жит множеству invE(QE(ε̃)). По следствию 2 выполняется неравенство
|U0(Y

′)| 6 1. Равенство |U0(Y
′)| = 0 невозможно, так как тогда систе-

ма U(Y ) пустая вслед за системой U(Y ′). Таким образом, в этом случае
|U0(Y

′)| = 1 и для набора Y выполняется свойство (iii) из определения
множества ΥE(ε̃).

Из сказанного выше следует, что набор Y принадлежит множеству
ΥE(ε̃). Тем самым требуемое включение доказано.

Теперь в силу теоремы 2 для доказательства обратного включения
достаточно показать невозможность строгого включения

QE(ε̃) ∩ polE(ρZ0) ⊂ QE(ε̃) ∩ polE(ρY0)

для произвольных наборов Y0 и Z0 из множества ΥE(ε̃). Обозначим бук-
вами m и r длины этих наборов.

Пусть предикату ρY0 удовлетворяют наборы Y1, . . . , Yn и только они.
Пусть также функция f из PE зависит от n переменных, удовлетворяет
соотношению f [m](Y1, . . . , Yn) = Y0 и принимает значение c на всех на-
борах, не являющихся строками матрицы Y =

(
Y T
1 , . . . , Y

T
n

)
. Функция f
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определена корректно в силу приведённости предиката ρY0 , установлен-
ной в следствии 2, и принадлежит клону QE(ε̃) в силу того же следствия.
Она не сохраняет предикат ρY0 , а при выполнившемся включенииQE(ε̃)∩
polE(ρZ0) ⊆ QE(ε̃) ∩ polE(ρY0) не сохраняет и ρZ0 . Последнее означает в
силу следствия 2, что выполняются соотношения U(f [m](Z1, . . . , Zn)) =
U(Z0) и U(Z1) ⊂ U(Z0), . . . , U(Zn) ⊂ U(Z0) для некоторых наборов
Z1, . . . , Zn. Далее из соображений удобства будем считать, что набор Z0

совпадает с f [m](Z1, . . . , Zn). Подобная договорённость не ограничива-
ет общности рассуждений, поскольку множество ΥE(ε̃) вместе с любым
своим набором Z ′ содержит всякий набор Z ′′ такой, что U(Z ′) = U(Z ′′),
а клоны QE(ε̃)∩ polE(ρZ′) и QE(ε̃)∩ polE(ρZ′′) в этом случае совпадают.

Так как набор Z0 не содержит несущественной компоненты и, в част-
ности, компоненты, равной c, то компоненты Z0 являются одновременно
компонентами Y0, а строки матрицы Z =

(
ZT
1 , . . . , Z

T
n

)
являются одно-

временно строками матрицы Y , определённой выше. Пусть j-я строка
матрицы Z совпадает с α(j)-й строкой матрицы Y . Покажем, что m = r
и определённая таким образом функция α : {1, . . . , r} → {1, . . . ,m} яв-
ляется подстановкой.

Рассуждая от противного, предположим, что функция α не сюръек-
тивна и выпускает некоторое значение i из множества {1, . . . ,m}. Отме-
тим, что среди Y1, . . . , Yn присутствует набор

Y ′
0 = (Y0,1, . . . , Y0,i−1, c, Y0,i+1, . . . , Y0,m),

полученный из Y0 = (Y0,1, . . . , Y0,m) заменой i-й компоненты Y0,i значе-
нием c. Это происходит в силу отсутствия несущественных компонент в
наборе Y0, обеспечивающего включение U(Y ′

0) ⊂ U(Y0). Но тогда неко-
торый из наборов Z1, . . . , Zn совпадает с Z0; противоречие. Таким обра-
зом, r > m, и функция α сюръективна.

Предположим теперь, что эта функция неинъективна и некоторое
значение принимает дважды, так что α(i) = α(j) для некоторых различ-
ных i, j ∈ {1, . . . , r}. Тогда i-я и j-я компоненты совпадают в наборе Z0.
В частности, эти компоненты подобны, и удаление любой из них при-
водит к набору Z ′

0 такому, что |U0(Z
′
0)| = 1. Заметим, что каждая ком-

понента Y0 содержится в Z ′
0 (в силу доказанной ранее сюръективности

функции α), причём не более одного раза (так как набор Z0 из ΥE(ε̃)
не может содержать более одной пары подобных компонент). Это при-
водит к равенству |U0(Y0)| = |U0(Z

′
0)| = 1, невозможному для набора Y0

из множества ΥE(ε̃). Так что r 6 m, и функция α инъективна.
Таким образом, α — подстановка. Следовательно, клоны QE(ε̃) ∩

polE(ρZ0) и QE(ε̃) ∩ polE(ρY0) совпадают. Теорема 3 доказана.
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Замечание 3. Доказательство теоремы позволяет отметить ещё од-
но свойство: произвольные наборы X и Y из множества ΥE(ε̃) тогда и
только тогда определяют один и тот же клон функций из QE(ε̃) так, что
выполняется равенство

QE(ε̃) ∩ polE(ρZ) = QE(ε̃) ∩ polE(ρY ),

когда эти наборы имеют одинаковую длину, скажем m, и для некоторой
подстановки π на множестве чисел 1, . . . ,m выполняется равенство

U(Z) = U(Yπ).

Это свойство следует также из леммы 1.
Замечание 4. Клон ΦE(ε̃) содержит все одноместные функции

из QE(ε̃). Это относится и к найденным выше (ΦE(ε̃), QE(ε̃))-минималь-
ным клонам, которые, таким образом, являются классами Слупецкого
в QE(ε̃). Как видно, число классов Слупецкого в слабо-центральном
клоне может быть значительным. В отличие от этого в клоне PE (также
слабо-центральном) имеется ровно один класс Слупецкого [11].
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