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Статья посвящена совершенным раскраскам графов — теме, с осно-
вами которой можно ознакомиться, посмотрев, например, [1, 2, 17]. Упо-
требляемые теоретико-графовые понятия и определения в основном со-
ответствуют терминологии, принятой в [10, 12]. Продолжается изучение
совершенных 2-раскрасок циркулянтных графов, начало которому поло-
жено в [11], где полностью охарактеризованы раскраски некоторого спе-
циального вида, так называемые сплошные (2-раскраски множества Zn

вершин циркулянтного графа, естественным образом организованных
в цикл, такие, что все вершины одного цвета расположены подряд).

В частности, показано, что матрица
(
a b
c d

)
является матрицей парамет-

ров некоторой сплошной 2-раскраски циркулянтного графа тогда и толь-
ко тогда, когда числа a, b, c, d целые неотрицательные, a+b = c+d = 2n,
b и c больше нуля и a − c > −2⌊(b, c)/2⌋, другими словами, когда млад-
шее собственное число матрицы не меньше −2⌊(b, c)/2⌋, где через (b, c)
обозначен наибольший общий делитель b и c.

Отметим, что произвольная совершенная раскраска циркулянтного

графа с матрицей параметров
(
a b
c d

)
, a + b = c + d = 2n, индуцирует

совершенную раскраску n-мерной бесконечной решётки Z
n с той же мат-

рицей параметров (многие исследователи рассматривают совершенные
раскраски графов, имеющих явно выраженную алгебраическую природу,
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таких, как граф Z
n, граф n-мерного двоичного куба или дистанционно-

регулярные графы (см., например, [3, 6–9, 13, 14, 18])). В частности, мно-
жество параметров, которые могут быть получены при помощи кон-
струкции, описанной в [11], включает все параметры, соответствующие
раскраскам n-мерной бесконечной решётки, построенным в [15, 16].

В настоящей работе предлагается конструкция, позволяющая стро-
ить совершенные 2-раскраски циркулянтных графов с параметрами, от-
личными от перечисленных в [11].

В [11] циркулянтный граф определялся следующим образом.

Определение 1. Циркулянтным графом длины n с вектором крат-

ностей дистанций κ = (κ0, . . . ,κ⌊n
2
⌋) называется мультиграф с петля-

ми Cn(κ) на множестве вершин V = Zn такой, что для любых u ∈ Zn

и i ∈ {0, . . . , ⌊n2 ⌋} кратности рёбер {u, u + i} и {u, u − i} в графе Cn(κ)
равны κi.

Здесь κ0, . . . ,κ⌊n
2
⌋ — целые неотрицательные числа. По ряду сооб-

ражений (подробнее см. [11]) удобно потребовать, чтобы κ0 и κn
2

(при
чётном n) были чётными.

Следует отметить, что для графов подобного вида и соответствую-
щих им матриц смежности общеупотребительны названия «циркулянт-
ный граф», «циркулянтная матрица» («циркулянт») (см., например, [4,
c. 14]), однако там такие графы не вполне корректно именуются цир-
кулярными. В настоящей работе будем придерживаться общепринятой
терминологии.

Воспользуемся алгебраическим представлением циркулянтного гра-
фа. Чтобы получить такое представление, необходимо предварительно
расширить понятие циркулянтного графа.

Определение 2. Рассмотрим полный ориентированный граф с пет-
лями на множестве вершин V = Zn. Дуге (u, u+ i) данного графа припи-
шем вес wi ∈ C для всех u ∈ Zn, i = 0, . . . , n−1. Полученный взвешенный
граф будем называть обобщённым циркулянтным графом (ОЦГ) дли-
ны n с вектором обобщённых кратностей дистанций w = (w0, . . . , wn−1)
и обозначать через Cn(w).

Нетрудно понять, что когда все компоненты вектора w целые неот-
рицательные, w0 и wn

2
чётны при чётном n и wi = wn−i, i = 1, . . . , n− 1,

обобщённый циркулянтный граф по сути обыкновенный циркулянтный
граф длины n с вектором кратностей дистанций (w0, . . . , w⌊n

2
⌋).

Нам потребуется также определение совершенной раскраски для взве-
шенного орграфа с петлями.
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Определение 3. Раскраска вершин взвешенного ориентированно-
го графа с петлями в цвета из множества N = {1, 2, . . . , s} называется
совершенной с матрицей параметров M = (mij) размера s × s, если
сумма весов дуг (включая петли), выходящих из вершины v цвета i и
ведущих в вершины цвета j, не зависит от выбора v и равно mij для
любых i, j ∈ {1, . . . , s}.

Рассмотрим так называемую обратную задачу: зафиксируем некото-
рое множество вершин и некоторую его раскраску и будем искать все
ОЦГ с указанным множеством вершин, для которых выбранная раскрас-
ка совершенна. Чтобы поставить задачу более формально, введём сле-
дующее понятие.

Определение 4. Зафиксируем некоторую раскраску элементов мно-
жества Zn. Если она является совершенной раскраской вершин графа
Cn(w) для некоторого вектора w ∈ C

n, то его будем называть подходя-

щим для этой раскраски элементов множества Zn.

Таким образом, обратная задача состоит в нахождении всех векторов
w ∈ C

n, подходящих для выбранной раскраски элементов множества Zn.
Очевидно, что когда вектор w = (w0, . . . , wn−1) является подходящим

для данной раскраски элементов множества Zn, то же верно и для век-
тора w′ = (w0+∆, . . . , wn−1) при любом ∆ ∈ C, и что если векторы w и z
подходящие, то вектор αw+βz также является подходящим для данной
раскраски при любых α, β ∈ C.

Теперь перейдём к рассмотрению совершенных 2-раскрасок обобщён-
ных циркулянтных графов. Зафиксируем некоторую раскраску элемен-
тов Zn в два цвета. Сопоставим ей вектор раскраски χ = (χ0, . . . , χn−1),
где

χi =

{
0, если элемент i покрашен цветом 1,
1, если элемент i покрашен цветом 2,

для i = 0, . . . , n − 1. Матрицей раскраски будем называть матрицу X,
строки которой представляют собой последовательные циклические сдви-
ги вектора χ, т. е.

X =




χ0 χ1 . . . χn−1

χn−1 χ0 . . . χn−2

. . . . . . . . . . . .
χ1 χ2 . . . χ0


 .

Легко понять, что если выбранная 2-раскраска элементов Zn явля-
ется совершенной раскраской вершин графа Cn(w), w = (w0, . . . , wn−1),
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с матрицей параметров
(
a b
c d

)
, то верно a+ b = c+ d и данная раскрас-

ка элементов Zn является также совершенной раскраской графа Cn(w
′),

где w′ = (w0 + (c− a), . . . , wn−1), с матрицей параметров
(
c b
c b

)
. Далее,

очевидно, что заданная 2-раскраска элементов Zn является совершенной

раскраской графа Cn(w) с матрицей параметров
(
c b
c b

)
тогда и только

тогда, когда

X · w =




b
b
...
b


 . (1)

Решениями уравнения (1) являются векторы вида

w =
b

N2




1
1
...
1


+ x,

где N2 — число элементов множества Zn, покрашенных цветом 2, а век-
тор x является собственным для матрицы X с собственным значением 0.

Таким образом, заданная 2-раскраска элементов Zn является совер-

шенной раскраской вершин графа Cn(w) с матрицей параметров
(
a b
c d

)

тогда и только тогда, когда выполняется

w = (a− c)




1
0
...
0


+

b

N2




1
1
...
1


+ x, (2)

где x — собственный вектор матрицы X с нулевым собственным значе-
нием.

Легко убедиться, что матрица X представляет собой полином от мат-
рицы циклического сдвига. Известно (см., например, [4, c. 101–102]), что
базис пространства C

n, состоящий из собственных векторов такой мат-
рицы, может быть выбран в следующем виде:

x(j) =




1

ei
2πj
n

...

ei
2πj
n

(n−1)



, j = 0, . . . , n− 1.
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В частности, пространство собственных векторов матрицы X с нуле-
вым собственным значением совпадает с линейной оболочкой множества
{x(j) | χ · x(j) = 0}.

Построение серии раскрасок с новыми параметрами будем осуществ-
лять следующим образом. Рассматривая некоторые специальные 2-рас-
краски элементов множества Zn, будем строить для каждой из них под-
ходящий вектор w таким образом, чтобы ОЦГ Cn(w) был обыкновенным
циркулянтным графом длины n и эта раскраска элементов Zn являлась
совершенной раскраской указанного графа с матрицей параметров, не
реализуемой никакой сплошной раскраской.

Перейдём к подробному описанию конструкции. Пусть p1 < p2 <
. . . < pk — все простые делители числа n. Выберем 2-раскраску элемен-
тов из Zn так, чтобы множество V2 вершин цвета 2 представляло собой
объединение нескольких непересекающихся множеств вида

W(i,r) =

{
j ∈ Zn | j = rmod

n

pi

}
,

(i, r) ∈ I ⊂ {1, . . . , k} ×
{
0, 1, . . . ,

n

pi
− 1

}
,

и число q = |V2| взаимно просто с n (пример того, как это можно сделать,
приведён ниже). Легко видеть, что при такой раскраске элементов Zn

для вектора раскраски χ верно

χ ·




1
ω
...

ωn−1


 =

∑

(i,r)∈I

(
pi−1∑

j=0

w
r+j· n

pi

)
=
∑

(i,r)∈I

wr ·
pi−1∑

j=0

(w
n
pi )j = 0

для любого ω из множества PR(p1p2 . . . pk) простых комплексных корней
из единицы степени p1p2 . . . pk.

Рассмотрим вектор

x =
∑

ω∈PR(p1p2...pk)




1
ω
...

ωn−1


 .

Компоненты x являются рациональными числами, так как могут быть
выражены рациональными функциями от коэффициентов кругового мно-
гочлена [5]. Кроме того, несложно убедиться, что x0 = ϕ(p1p2 . . . pk), где
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ϕ — функция Эйлера, |xi| 6 x0 и xi = xn−i для i = 1, . . . , n − 1. Пусть
число m является общим знаменателем для всех компонент вектора x, и
пусть k = 2ϕ(p1p2 . . . pk)m. Определим вектор w следующим образом:

w = (−2k)




1
0
...
0


+ k




1
1
...
1


+ 2mx.

Легко проверить, что при таком векторе обобщённых кратностей дистан-
ций w обобщённый циркулянтный граф Cn(w) является обычным цирку-
лярным графом длины n и что выбранная раскраска элементов множе-
ства Zn является совершенной раскраской вершин указанного графа с

матрицей параметров
(
k(p− 2) kq
kp k(q − 2)

)
, где p = n− q. По выбору рас-

краски (n, q) = 1, откуда (p, q) = 1, следовательно, полученная матрица
параметров не реализуется никакой сплошной раскраской.

В заключение приведём один способ построения множества V2 ⊂ Zn

нужного вида. Пусть p1 < p2 < . . . < pk — все простые делители числа n,
и пусть k > 3. Число p1p2 . . . pk−1 + pk, очевидно, взаимно просто с n.
Рассмотрим непересекающиеся множества

Ar =

{
j ∈ Zn | j = rmod

n

pk−1pk

}
, r = 0, 1, . . . ,

n

pk−1pk
− 1.

Ясно, что A0 ⊃ B0 =
{
j ∈ Zn | j = 0mod n

pk

}
. Оставшиеся множества

A1, . . . , A n
pk−1pk

−1 содержат в совокупности pk
(

n
pk−1pk

− 1
)

непересекаю-

щихся множеств вида
{
j ∈ Zn | j = r′ mod n

pk−1

}
. Так как

pk

(
n

pk−1pk
− 1

)
> p1 . . . pk−2pk − pk

> 2p2 . . . pk−2pk − pk > p2 . . . pk−2pk > p1p2 . . . pk−2,

выбрав p1p2 . . . pk−2 таких множеств и объединив их с множеством B0,
получим множество V2 требуемого вида.

В силу вышеприведённых рассуждений справедлива

Теорема. Существует бесконечная серия циркулянтных графов, до-

пускающих совершенные 2-раскраски с параметрами вида

(
a b
c d

)
,

a − c = −2(b, c) < −(b, c), т. е. с параметрами, не реализуемыми ника-

кой сплошной раскраской.
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