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Аннотация. Рассматривается задача теории расписаний потокового
типа для двух машин с буфером на второй машине. Вводится поня-
тие ограниченной задачи, и показана эквивалентность исходной и
ограниченной задач. Исследуются нижние оценки оптимума. Уста-
новлено, что переход к ограниченной задаче приводит к улучшению
нижних оценок. Для нахождения верхних оценок разработан итера-
ционный метод локального поиска с чередующимися окрестностями.
Используются четыре вида окрестностей, в том числе новая окрест-
ность типа Кернигана — Лина. Численные эксперименты показали
высокую эффективность предложенного подхода. Для сложных при-
меров метод локального поиска позволяет быстро найти точное ре-
шение или решение с малой относительной погрешностью.
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Введение

Рассмотрим следующую задачу, возникающую при создании элек-
тронно-цифровых библиотек и музеев [8]. Медиа-объекты (файлы) загру-
жаются из удалённой базы данных и затем воспроизводятся. Для каждо-
го файла заданы время загрузки и воспроизведения. При загрузке файл
поступает в буфер транслирующего устройства и покидает его сразу по-
сле завершения воспроизведения. Размер буфера ограничен. Размеры
файлов известны и пропорциональны времени загрузки. Воспроизведе-
ние файла не может начаться раньше окончания его загрузки. Если файл
начал загрузку или воспроизведение, то этот процесс не прерывается.
Требуется так задать порядок загрузки и воспроизведения файлов, что-
бы минимизировать время окончания воспроизведения последнего фай-
ла.
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Различают два способа загрузки. В [8] предполагается, что нельзя на-
чинать загрузку файла, если свободного пространства в буфере недоста-
точно для помещения файла целиком. Такую задачу называют задачей

с пассивным буфером. В [6] рассматривается другая модель, с более мяг-
ким ограничением на способ загрузки. Считается, что в каждый момент
времени общий размер загруженных и частично загруженных файлов не
должен превышать размера буфера. Другими словами, для очередного
файла, если он не помещается в буфере целиком, можно рассчитать на-
чало его загрузки, учитывая те файлы, которые вскоре будут удалены
из буфера, чтобы буфер не был переполнен, а загрузка не прерывалась.
Такую задачу называют задачей с активным буфером. Далее исследу-
ется именно эта модель. В [7] показано, что задача с активным буфером
эквивалентна задаче с пассивным буфером и разрешёнными прерывани-
ями загрузки файлов. Известно [7], что эта задача является NP-трудной
в сильном смысле даже для случая, когда время загрузки каждого фай-
ла не больше времени его воспроизведения.

Рассматриваемую задачу выбора порядка презентаций медиа-объек-
тов можно представлять как задачу теории расписаний потокового ти-
па для двух машин с буфером. Существует несколько различных по-
нятий буфера для задач потокового типа. Обычно буфер представляет
собой некоторое хранилище между машинами. Работа после выполнения
на первой машине, если не может быть сразу выполнена на второй, попа-
дает в буфер. Как только вторая машина освобождается, одна из работ
покидает буфер и выполняется на второй машине. Буфер ограничивает
количество работ, ожидающих освобождения второй машины. В общем
случае эта задача NP-трудна, но для бесконечного и нулевого буфера
известны полиномиальные алгоритмы [9].

В нашей статье рассматривается другой, более сложный случай. Во-
первых, работа поступает в буфер по мере выполнения на первой ма-
шине, и размер занятого ей пространства пропорционален времени, по-
траченному первой машиной на эту работу к данному моменту. Работа
покидает буфер только после окончания её выполнения на второй ма-
шине. Поэтому можно считать, что буфер находится на второй машине,
а не между машинами, как в предыдущем случае. Другим отличием яв-
ляется то, что буфер ограничивает не число хранимых в нём работ, а их
суммарный размер.

В [8] для задачи с пассивным буфером на второй машине предложен
метод ветвей и границ. Он позволяет находить оптимальное решение для
примеров малой размерности, не более 14 работ. В [7] для этого метода
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предложены улучшенные нижние оценки, что позволяет увеличить раз-
мерность до 16 работ. Но эти нижние оценки не применимы для задач
с активным буфером.

В [6] задача с активным буфером сформулирована в виде задачи це-
лочисленного линейного программирования. Использование коммерче-
ского программного обеспечения для решения задач целочисленного ли-
нейного программирования позволило находить оптимальное решение
для примеров с 18 работами. Полученные результаты показывают, что
нахождение точного решения является сложной вычислительной зада-
чей даже для примеров небольшой размерности.

В данной работе для задачи с активным буфером рассматриваются
примеры большей размерности и проводится сравнение нижних оценок
оптимума с решениями, полученными методом локального поиска с че-
редующимися окрестностями. Вводится понятие ограниченной задачи.
Для получения нижних оценок исследуется соответствующая задача ли-
нейного программирования и переход к задаче Джонсона путём удале-
ния буфера. Эти нижние оценки несравнимы между собой, но переход
к ограниченной задаче существенно сказывается на их повышении.

Метод локального поиска, применяемый для получения верхних оце-
нок, использует четыре типа окрестностей, включая окрестность сдви-
га блоков в перестановке (под блоком понимают несколько элементов,
идущих подряд в перестановке). С использованием такой окрестности
получена новая окрестность типа Кернигана — Лина, которая позволя-
ет заметно сократить погрешность получаемых решений по сравнению
с решениями, найденными в [1, 6], и часто приводит к глобальному ми-
нимуму даже для сложных тестовых примеров. В ходе численных экспе-
риментов наблюдался интересный эффект. Если длительности загрузки
и воспроизведения файлов выбираются случайным образом с равномер-
ным распределением из заданного интервала, то с ростом числа файлов
задача не становится сложнее, а при большом числе файлов, пятьдесят
и более, разрыв целочисленности отсутствует, нижняя оценка для огра-
ниченной задачи совпадает с верхней и метод локального поиска даёт
точное решение. Если взять трудные тестовые примеры для задачи упа-
ковки предметов в контейнеры и адаптировать их под условия рассмат-
риваемой задачи (размер буфера совпадает с размером контейнера), то
разрыв целочисленности снова отсутствует, но найти оптимальное реше-
ние оказывается крайне сложно.

Работа организована следующим образом. В разд. 1 приводится мате-
матическая постановка задачи и обсуждаются возможности её решения
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классическими методами целочисленного линейного программирования.
Показано, что среди оптимальных решений задачи всегда найдётся ре-
шение, у которого порядки загрузки и воспроизведения файлов совпа-
дают. Завершается раздел определением ограниченной задачи. В разд. 2
исследуются две нижние оценки (линейного программирования и Джон-
сона) и доказывается, что переход к ограниченной задаче не ухудшает
этих оценок. В разд. 3 вводятся окрестности для локального поиска и
приводится схема метода с чередующимися окрестностями. В разд. 4
обсуждаются результаты численных экспериментов. Показано влияние
размера буфера на рост нижней оценки при переходе к ограниченной за-
даче. При больших размерах буфера задача вырождается, но при сред-
них размерах относительно длины файлов рост нижней оценки может
достигать 9%. Для случайно порождённых примеров показана разница
между верхними и нижними оценками, отмечено их тотальное совпаде-
ние при большом числе работ. Для трудных тестовых примеров исследу-
ется поведение метода локального поиска, частота получения оптимума
и средняя погрешность. В разд. 5 даются заключение и основные выво-
ды.

1. Математическая модель

Представим задачу в терминах теории расписаний. Рассмотрим две
машины A и B. Каждому файлу сопоставим работу. Загрузке файла
будет соответствовать выполнение работы на машине A. Длительность
работы i на машине A обозначим через ai и положим равной време-
ни загрузки соответствующего файла. Воспроизведению файла соответ-
ствует выполнение работы на машине B. Длительность работы i на ма-
шине B обозначим через bi и положим равной длительности воспроизве-
дения файла. Так как воспроизведение файла не может начинаться до
окончания загрузки файла, т. е. каждая работа сначала выполняется на
машине A, а затем на машине B, полученная задача является задачей
потокового типа для двух машин. Отличием данной задачи от извест-
ной задачи Джонсона является наличие буфера. Во время выполнения
работы на машине A она загружается в буфер и освобождает его сразу
после окончания выполнения на машине B. Обозначим через Ω размер
буфера в секундах, т. е. время, необходимое для заполнения всего буфера
работами. Тогда работа i занимает в буфере ai секунд. Эту задачу будем
называть задачей Джонсона с буфером и обозначать через ДБ.

Пусть последовательность σ(i), i = 1, . . . , n, задаёт порядок выпол-
нения работ. В общем случае порядок на машине A может отличаться
от порядка на машине B. Ниже показано, что общий случай сводится
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к частному случаю, когда порядки на обеих машинах совпадают. Введём
переменные xij ∈ {0, 1}, которые так же, как и σ, задают порядок вы-
полнения работ: xij = 1, если работа i выполняется j-й по порядку, т. е.
i = σ(j), и xij = 0 в противном случае. Тогда

n∑

k=1

xkj =
n∑

l=1

xil = 1, i, j = 1, . . . , n. (1)

Переменные xij позволяют вычислить длительность работы на ма-
шине A для j-й по порядку работы в перестановке σ. Обозначим эту
величину через paσ(j). Аналогичную величину для машины B обозначим

через pbσ(j). Тогда

paσ(j) =

n∑

i=1

aixij , j = 1, . . . , n, (2)

pbσ(j) =
n∑

i=1

bixij , j = 1, . . . , n. (3)

Введём дополнительные переменные saσ(j) и sbσ(j), которые будут опре-
делять начало выполнения j-й по порядку работы на машинах A и B
соответственно:

saσ(1) = 0, (4)

saσ(j+1) > saσ(j) + paσ(j), j = 1, . . . , n− 1, (5)

sbσ(j+1) > sbσ(j) + pbσ(j), j = 1, . . . , n− 1, (6)

sbσ(j) > saσ(j) + paσ(j), j = 1, . . . , n. (7)

Условие ограниченности буфера влечёт [6]

saσ(j+1) > sbσ(j) + pbσ(j) + paσ(j) − Ω, j = 1, . . . , n− 1. (8)

Сформулированные условия задают множество допустимых расписаний.
Задача состоит в нахождении допустимого расписания, доставляющего
минимум целевой функции

F (σ) = sbσ(n) + pbσ(n). (9)

Задача (1)–(9) является задачей целочисленного линейного программи-
рования. Такие задачи можно решать с помощью коммерческих пакетов.
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Одним из лучших является пакет CPLEX [10]. К сожалению, численные
эксперименты с этим пакетом уже для 20 работ требуют больших вре-
менных затрат. Для случайно сгенерированных исходных данных на этой
размерности требуется больше суток машинного времени. В связи с этим
актуальным является разработка приближённых методов, в частности,
метаэвристик, а также нижних оценок оптимума.

1.1. Перестановочные расписания.

Теорема 1. Среди оптимальных расписаний существует такое, в ко-

тором работы на машинах A и B выполняются в одинаковом порядке.

A

B

k − 1 k . . . j . . .

k − 1 j . . .

t1 t2

Рис. 1. Перестановочный приём

Доказательство. Пусть первые k − 1 работ на машинах A и B
в перестановке σ совпадают. Затем на машине A выполняется работа k,
а на машине B — работа j. На машине A работа j выполняется после
работы k. Обозначим через t1 начало загрузки работы k на машине A,
а через t2 — время окончания загрузки работы j. Заметим, что с t1 по t2
на машине B выполняются работы, загруженные до t1, а все работы, за-
груженные после работы k−1, выполняются после t2. Поэтому изменение
порядка работ на машине A в период (t1, t2) не влияет на порядок работ
на машине B (рис. 1). Если в этот период нет простоев на машине A, то
работы k и j на машине A можно поменять местами. Рассмотрим слу-
чай, когда есть простои на машине A. Пусть ∆ — суммарная загрузка
машины A в период (t1, t2). Сдвинем все простои влево к t1, тогда вся
загрузка будет проходить в последние ∆ единиц времени. При этом дли-
на расписания не изменится и буферное ограничение не будет нарушено.
Поскольку загрузка происходит в каждый момент времени, работы k и j
можно поменять местами. Теорема 1 доказана.

1.2. Ограниченная задача. Рассмотрим частный случай задачи
ДБ, в котором для каждой работы i выполнено неравенство ai + bi 6 Ω.
Будем называть такую задачу ограниченной задачей Джонсона с буфе-

ром и обозначать через ОДБ.

Теорема 2. Задачи ДБ и ОДБ эквивалентны.
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Доказательство теоремы 2 основано на следующем сведении за-
дачи ДБ к ОДБ [6]. Пусть I — произвольный пример задачи ДБ. По-
строим пример I задачи ОДБ с тем же числом работ и длительностями,
равными ai = ai и bi = min(bi,Ω − ai). Положим δi = bi − bi. Размер бу-
фера оставим прежним. Тогда для целевой функции F (σ) задачи ОДБ

выполнено равенство F (σ) = F (σ) +
n∑

i=1
δi для любой перестановки σ.

2. Нижние оценки

Рассмотрим нижние оценки для задач ДБ и ОДБ.

2.1. Оценка линейного программирования. Заменим в (1)–(9)
условие целочисленности переменных xij условием принадлежности их
отрезку [0, 1]. Получим задачу линейного программирования. Оптималь-
ное значение её целевой функции обозначим через LBlp. Наряду с этой
нижней оценкой рассмотрим оценку линейного программирования для
задачи ОДБ. Обозначим её через LBlp.

Теорема 3. LBlp 6 LBlp +
n∑

i=1
δi.

Доказательство. Пусть xij — оптимальное решение линейной ре-
лаксации задачи ОДБ. По нему однозначно определяются переменные paj ,
pbj , s

a
j и sbj задачи ОДБ. Решение xij также является допустимым для

задачи ДБ, поскольку для xij выполняется ограничение (1). Заметим
также, что

paj = paj , pbj =
n∑

i=1

bixij =
n∑

i=1

(bi + δi)xij = pbj +
n∑

i=1

δixij .

Введём величину χj =
n∑

i=1
δixij . Заметим, что

n∑

j=1

χj =
n∑

i,j=1

δixij =
n∑

i=1

δi.

По индукции докажем, что

saj 6 saj +

j−1∑

k=1

χk и sbj 6 sbj +

j−1∑

k=1

χk
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для любого j = 1, . . . , n. Для j = 1 утверждение очевидно. Пусть утвер-
ждение справедливо для некоторого j. Покажем, что эти условия будут
выполнены и для j + 1. Используя неравенства (1)–(9), получаем

saj+1 = max
{
saj + paj , s

b
j + pbj + paj − Ω+ χj

}

6 max
{
saj + paj , s

b
j + pbj + paj − Ω

}
+ χj (по предположению индукции)

6 max

{
saj + paj +

j−1∑

k=1

χk, s
b
j + pbj + paj − Ω+

j−1∑

k=1

χk

}
+ χj

= max
{
saj + paj , s

b
j + pbj + paj − Ω

}
+

j∑

k=1

χk.

Значит, saj+1 6 saj+1 +
j∑

k=1

χk.

Аналогично докажем, что

sbj+1 = max
{
saj+1 + paj+1, s

b
j + pbj

}

6 max

{
saj+1 + paj+1 +

j∑

k=1

χk, s
b
j +

j−1∑

k=1

χk + pbj + χj

}

= max
{
saj+1 + paj+1, s

b
j + pbj

}
+

j∑

k=1

χk = sbj+1 +

j∑

k=1

χk.

В результате получим

LBlp +
n∑

i=1

δi = sbn + pbn +
n∑

k=1

χk > sbn + pbn > LBlp.

Теорема 3 доказана.

2.2. Оценка Джонсона. Задача без буферного ограничения сов-
падает с классической задачей Джонсона. В литературе по теории рас-
писаний для неё принято обозначение F2||Cmax. Пусть saj (I, σ) — время
начала выполнения j-й по порядку работы на машине A в расписании σ
для примера I. Напомним, что для задачи Джонсона существует опти-
мальное расписание, в котором порядок выполнения работ на машинах A
и B совпадает и машина A работает без простоев. Тогда каждая переста-
новка σ задаёт единственное расписание и моменты начала выполнения
работ задаются следующими формулами:

saj+1(I, σ) = saj (I, σ) + aσ(j),
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sbj+1(I, σ) = max
{
saj+1(I, σ) + aσ(j+1), s

b
j(I, σ) + bσ(j)

}
.

Оптимальная перестановка в задаче F2||Cmax может быть найдена за
время O(n logn). Длина оптимального расписания будет нижней оцен-
кой для исходной задачи с буфером. Назовём перестановку, соответству-
ющую оптимальному решению задачи F2||Cmax, перестановкой Джон-

сона. Обозначим через LBJ нижнюю оценку, полученную алгоритмом
Джонсона для задачи ДБ, а через LBJ — нижнюю оценку для зада-
чи ОДБ.

Теорема 4. LBJ 6 LBJ +
∑
i
δi.

Доказательство. Пусть I — пример задачи ДБ, I — соответству-
ющий ему пример задачи ОДБ и σ — перестановка Джонсона для при-
мера I. Покажем по индукции, что

sbj(I, σ) 6 sbj(I, σ) +

j−1∑

k=1

δσ(k).

Для j = 1 утверждение выполнено. Пусть утверждение справедливо для
некоторого j. Тогда

sbj+1(I, σ) = max
{
saj+1(I, σ) + aσ(j+1), s

b
j(I, σ) + bσ(j)

}

6 max

{
saj+1(I, σ) + aσ(j+1), s

b
j(I, σ) +

j∑

k=1

δσ(k) + bσ(j)

}

6 max
{
saj+1(I, σ) + aσ(j+1), s

b
j(I, σ) + bσ(j)

}
+

j∑

k=1

δσ(k)

6 sbj+1(I, σ) +

j∑

k=1

δσ(k).

Так как длина оптимального расписания примера I не превосходит
длины расписания σ, получаем LBJ 6 LBJ +

∑
i
δi. Теорема 4 доказана.

Оценки LBJ и LBlp полиномиально вычислимы, однако для пер-
вой оценки имеется строго полиномиальный алгоритм Джонсона, а для
второй требуется решение задачи линейного программирования. В этом
смысле первая оценка предпочтительнее. Тем не менее нельзя утвер-
ждать, что одна из этих оценок лучше другой. В ходе численных экс-
периментов установлено, что они несравнимы между собой, но разница
между ними относительно мала.
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3. Поиск с чередующимися окрестностями

Пусть последовательность σ задаёт некоторое допустимое решение
задачи. Определим следующие окрестности.

Окрестность N1(σ) содержит все последовательности, получающиеся
из σ либо перемещением одной работы на новое место, либо взаимной
перестановкой двух работ.

Окрестность Nl(σ), l > 1, содержит все решения, получающиеся из
данного не более l последовательными переходами к соседним решениям
по окрестности N1(σ). Назовём блоком несколько подряд идущих работ
последовательности σ.

Окрестность N b(σ) содержит все последовательности, получающиеся
из σ взаимной перестановкой двух непересекающихся блоков, возможно
разных размеров.

Окрестность KLk(σ), k > 1, является аналогом окрестности Керни-
гана — Лина [5] и строится следующим образом.

Шаг 1. Найдём наилучшее решение σ′ в окрестности N1(σ). Пусть
это решение получается либо перемещением работы с позиции j′, либо
взаимной перестановкой работ в позициях j′ и j′′.

Шаг 2. Положим σ = σ′.

Будем повторять шаги 1 и 2 не более k раз, используя позицию j′ или
пару (j′, j′′) не более одного раза. В результате получим набор после-
довательностей. Каждую из них будем считать соседней для исходного
решения σ.

Вместо окрестностиN1 для построения окрестности Кернигана — Ли-
на можно использовать окрестность N b. Эта окрестность шире и поз-
воляет находить решения, которые сложно получить используя окрест-
ность N1. Окрестность N b хорошо подходит для этой задачи, так как
несколько работ могут создавать удачную подпоследовательность — блок,
и расписание нужно изменять не для одной работы, а для всего блока.
Просмотр окрестностиN b — трудоёмкая процедура, поэтому далее будем
рассматривать блоки из не более чем трёх работ.

Поиск с чередующимися окрестностями (VNS) разработан Хансеном
и Младеновичем в 1997 г. [2, 4]. Основная идея предлагаемого метода
заключается в использовании разнородных окрестностей и их система-
тической смене в процессе локального поиска. Общая схема этого метода
для решения данной задачи представлена ниже.

1. Найти начальное решение σ. Задать параметры lmax, kmax.
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2. Пока не выполнен критерий остановки, делать следующее.

(a) Положить l := 1.

(b) Повторять пока l 6 lmax.

i. Выбрать решение σ′ ∈ Nl(σ) случайным образом.

ii. Применить локальный спуск сначала по окрестности N1, а затем
по окрестности KLkmax . Найденный локальный оптимум обозначить че-
рез σ∗.

iii. Если F (σ∗) < F (σ), то σ := σ∗ и перейти на шаг 2(a), иначе
положить l := l + 1.

(c) Применить локальный спуск по окрестностиKLkmax(σ), используя
окрестность N b вместо N1. Найденный локальный оптимум обозначить
через σ∗. Если F (σ∗) < F (σ), то σ := σ∗. Перейти на шаг 2(a).

Предъявить решение σ как результат работы алгоритма.

Начальное решение выбирается случайным образом. В качестве кри-
терия остановки используется либо число полученных локальных опти-
мумов, либо общее время счёта.

Рис. 2. Зависимость ε от размера буфера
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4. Численные эксперименты

Теоремы 3 и 4 показывают, что переход к ограниченной задаче при-
водит к росту нижних оценок. Чтобы понять, насколько сильно это вли-
яние, проведён следующий эксперимент. Для n = 20, 30, 50, 100 случай-
ным образом с равномерным распределением выбирались величины ai
и bi из интервала от 20 до 40. Для каждого n генерировалось 50 при-
меров задачи ДБ. Размер буфера менялся от 40 до 80. Исследовалась
зависимость величины

ε =

LBlp +
n∑

i=1
δi − LBlp

LBlp
100%

от размера буфера. Результаты расчётов представлены на рис. 2. При
Ω > 80 размер буфера практически не играет роли. При Ω < 40 воз-
никают работы размером больше буфера. Наиболее интересным являет-
ся случай Ω = 60. При таком буфере различие в оценках оказывается
максимальным и достигает 9%. Таким образом, переход к ограниченной
задаче действительно приводит к уточнению нижних оценок оптимума.

Следующий эксперимент на тех же исходных данных посвящён срав-
нению нижних оценок с верхними оценками, получаемыми алгоритмом
локального поиска с чередующимися окрестностями (VNS). В табл. 1
представлено число несовпадений верхних и нижних оценок для 50 те-
стовых примеров при изменении размера буфера от 40 до 80. При n = 20
и размере буфера более 62 оценки LBJ и LBlp не совпадают. На этом
классе всегда получалось, что LBJ > LBlp. На других исходных дан-
ных наблюдалось и обратное соотношение. Разница между оценками не
превышала 0.5%.

Т а б л и ц а 1

Различие между верхними и нижними оценками

n 40 50 55 58 60 62 65 70 80

LBlp 6= LBJ 0 0 0 0 0 3 4 3 4

20 V NS 6= LBJ 0 0 0 2 5 7 2 0 0

V NS 6= LBlp 0 0 0 2 5 8 6 3 4

LBlp 6= LBJ 0 0 0 0 0 0 0 0 0

30 V NS 6= LBlp 0 0 0 0 2 2 1 0 0

LBlp 6= LBJ 0 0 0 0 0 0 0 0 0

50 V NS 6= LBlp 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Легко заметить, что с ростом размерности число несовпадений пада-
ет, а при n = 50 исчезает вовсе. При n = 100 и далее ситуация сохра-
няется. Получается удивительный эффект: с ростом размерности задачи
она становится проще и при больших n легко решается точно. Алгоритм
VNS быстро находит решение, значение которого совпадает с нижней
оценкой. Такой эффект связан со способом генерации исходных данных.
При большом разнообразии длительностей работ их легко компоновать
под размер буфера. Изменив способ генерации исходных данных, мож-
но получить трудные примеры, которые даже при отсутствии разрыва
целочисленности будут представлять «головоломку».

В следующем эксперименте величины ai и bi строились на основе
трудных тестов для задачи упаковки в контейнеры. Рассмотрим тесты,
известные под названием триплеты [3]. Примеры в этих тестах характе-
ризуются тем, что в каждом контейнере содержится ровно 3 предмета,
и в оптимальном решении все контейнеры плотно упакованы, т. е. не
содержат свободного места. Пусть 3k предметов имеют размеры xi ∈
(250, 500), а размер контейнера равен 1000. Положим n = 4k, ai = 1000,
bi = 0 для i 6 k, ai = 0 и bi = xi для k + 1 6 i 6 4k, Ω = 1000. То-
гда оптимальное решение соответствует оптимальному решению задачи
упаковки в контейнеры и имеет значение целевой функции kΩ. Нижние
оценки LBlp и LBJ совпадают и равны оптимуму. Однако найти опти-
мум методами локального поиска трудно.

Для малой размерности, k = 10, n = 40, разработанный метод ло-
кального поиска в 44 примерах из 50 нашёл оптимальное решение, в ос-
тальных 6 примерах найденное решение отличалось от оптимального
на 1. Алгоритм VNS без шага 2(c) за то же время получал результа-
ты хуже [1]. Оптимальное решение найдено только в 10 примерах из 50,
в остальных ответ отличался от оптимального в среднем на 4.

Для k = 20, n = 80 средняя погрешность составляет около 0,02%.
Начальное решение выбиралось случайным образом. Время, отведённое
для решения одной задачи на PC DualCore 2,8Ghz, равно одной минуте.
Рис. 3 демонстрирует распределение значений целевой функции для ре-
шений, найденных алгоритмом VNS на одном из таких примеров за 100
независимых запусков. На оси ординат показаны значения целевой функ-
ции, на оси абсцисс — номер испытания алгоритма после сортировки по
итоговым значениям целевой функции. Видно, что чаще всего алгоритм
находит решения со значениями 20004 и 20005 что соответствует сред-
ней погрешности около 0,02%. Аналогичная картина наблюдается и на
других примерах этого класса. Заметим, что CPLEX за 30 минут работы
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на том же примере находит решение со значением 20891 и погрешностью
около 4%. В [6] для тех же тестовых примеров среднее значение получен-
ных решений составляет около 20006, при потраченном времени решения
около получаса на каждый из примеров.

Рис. 3. Решения, найденные алгоритмом VNS

5. Заключение

Для задачи выбора порядка презентаций медиа-объектов получены
алгоритмы вычисления нижних и верхних оценок оптимума. Показано,
что переход к ограниченной задаче в случае активного буфера позволяет
заметно улучшить нижние оценки. Для получения верхних оценок ме-
тодами локального поиска предложена новая окрестность, позволяющая
двигать блоки в перестановке. На её основе построена окрестность типа
Кернигана — Лина, которая помогает заметно сократить погрешность
получаемых приближённых решений задачи. В ходе численных экспери-
ментов отмечено, что тестовые примеры со случайными длительностями
работ из заданного интервала являются лёгкими, разрыв целочислен-
ности часто отсутствует, а оптимальное решение находится достаточно
быстро. Вместе с тем тестовые примеры, полученные на основе задачи
упаковки в контейнеры, оказываются сложными несмотря на нулевой
разрыв целочисленности.

Автор выражает искреннюю благодарность Ю. А. Кочетову за пло-
дотворные дискуссии и полезные советы.
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