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Аннотация. Описаны все наследственные классы графов, опреде-
ляемые не более чем тремя запрещёнными порождёнными подгра-
фами (обструкциями), для которых задача о рёберном списковом
ранжировании полиномиально разрешима. В основе алгоритма рас-
познавания сложностного статуса лежит установление принадлеж-
ности обструкций некоторым специальным (≪критическим≫) клас-
сам графов. Частью множества таких специальных классов являют-
ся минимальные по включению наследственные случаи NP-полноты
рассматриваемой задачи. Все классы данного типа, определяемые
тремя и менее обструкциями, описаны.
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Введение

Статья является продолжением цикла работ [3–7], объект исследова-
ний которых — семейство наследственных классов графов, т. е. совокуп-
ность множеств графов, замкнутых относительно изоморфизма и уда-
ления вершин. Хорошо известно, что наследственный класс графов X
определяется множеством X = Free(S) своих запрещённых порождённых
подграфов S. Минимальное по включению множество запрещённых по-
рождённых подграфов для класса X существует, единственно и обозна-
чается через Forb(X ). Если |Forb(X )| = k, то X называется k-определён-

ным, а если |Forb(X )| <∞ — конечно определённым.

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (проекты 10–01–00357-a и 11–01–00107-а),
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Пусть Π — некоторая NP-полная задача на графах. Наследственный
класс графов называется Π-простым, если Π для графов из этого класса
полиномиально разрешима. Любой наследственный не Π-простой класс
называется Π-сложным. Таким образом, любой наследственный класс
графов либо Π-прост, либо Π-сложен. Далее предполагается, что P 6=NP,
и это условие не включается явно в формулировки теорем и других
утверждений. Например, если задача Π остаётся NP-полной для графов

из наследственного класса X , то X является Π-сложным.

Естественный подход к определению границы между Π-простыми
и Π-сложными классами состоит в поиске наследственных классов, ту-
пиковых по сложности решения задачи Π. Иными словами, речь идет
о поиске максимальных по включению Π-простых и минимальных по
включению Π-сложных классов. Однако максимальных по включению
Π-простых классов не существует ни для одной задачи Π. Действительно,
к любому Π-простому классу X можно добавить граф G 6∈ X и всевоз-
можные собственные порождённые подграфы G. Получившийся класс
будет Π-простым (поскольку к X добавили лишь конечное множество
графов) и включает X . С другой стороны, минимальные по включе-
нию Π-сложные классы тоже существуют не всегда. Действительно, для
любой NP-полной задачи распознавания принадлежности графа наслед-
ственному классу нет минимальных сложных классов [3]. Этот результат
действует, например, для задач о вершинной и о рёберной k-раскрасках
при k > 2. В [3] исследована задача о вершинном списковом ранжирова-
нии и показано, что некоторые классы графов являются минимальными
сложными для этой задачи. Первые примеры минимальных сложных
классов для рёберного варианта задачи о списковом ранжировании най-
дены в [5].

В нашей статье рассматривается задача о рёберном списковом ран-
жировании (задача РСР). Постановка её состоит в следующем. Пусть
заданы граф G с множеством рёбер E и множество L = {L(e) | e ∈ E},
где L(e) — конечное множество натуральных чисел (цветов, которыми
разрешается покрасить ребро e). Значит, любые два цвета сравнимы по
отношению ≪быть не больше≫. L-ранжированием рёбер графа G назы-
вается такая раскраска c его рёбер, что

(i) c(e) ∈ L(e),

(ii) если c(e1) = c(e2), e1 6= e2, то каждый путь, соединяющий e1
и e2, (т. е. набор (e′1, e

′
2, . . . , e

′
k) из попарно различных рёбер графа G,

для которого e′1 = e1, e′k = ek и ∀i ∈ 1, k − 1 рёбра e′i и e′i+1 смежны)
содержит такое ребро e3, что c(e3) > c(e1).
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Проиллюстрируем на примере понятие ранжирования рёбер. Для это-
го рассмотрим граф, изображённый на рис. 1.

a

c d

e

b

Рис. 1

Пусть e1 = (a, c), e2 = (b, c), e3 = (b, e), e4 = (c, d), e5 = (c, e),
e6 = (d, e) и множество L такое, что L(e1) = {3}, L(e2) = {1, 3}, L(e3) =
{2, 4}, L(e4) = {1, 2, 3}, L(e5) = {5}, L(e6) = {1, 4}. Ясно, что c(e1) = 3
и c(e5) = 5. Поскольку рёбра e1 и e2 являются смежными, c(e2) может
быть равным только 1. По тем же причинам c(e4) = 2 и c(e6) = 1. Реб-
ро e3 не может быть окрашено в цвет 2, так как иначе на пути (e4, e2, e3)
нарушается условие ранжирования рёбер. Поэтому c(e3) = 4. Легко ви-
деть, что построенная раскраска рёбер является L-ранжированием.

Задача РСР состоит в том, чтобы по данным G и L определить, суще-
ствует ли L-ранжирование рёбер графа G. Далее под РСР-простым клас-
сом графов понимается такой наследственный класс, что задача РСР для
графов из этого класса решается за полиномиальное время при любом
множестве L.

До настоящего времени всё множество минимальных РСР-сложных
классов не известно. Однако если рассматривать k-определённые мини-
мальные РСР-сложные классы (т. е. такие минимальные РСР-сложные
классы X , что |Forb(X )| = k), то для небольших значений k удаётся опи-
сать всё множество таких классов. Так, в [6] показано, что единственным
1-определённым минимальным РСР-сложным классом является множе-
ство всех полных графов Clique, что среди наследственных подклас-
сов класса полных двудольных графов существует единственный мини-
мальный РСР-сложный класс BC и что если BC не совпадает с множе-
ством всех полных двудольных графов, то 2-определённых минимальных
РСР-сложных классов нет. В [7] доказано, что некоторые классы графов
являются конечно определёнными минимальными сложными классами
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для задачи РСР. Одним из этих классов является Camomile. По ана-
логии с доказательствами из [5] можно показать, что класс Star также
является РСР-сложным. Описание множеств графов Camomile и Star
дано в конце введения.

Одним из основных наших результатов является доказательство то-
го, что BC состоит из всевозможных полных двудольных графов, одна
из долей которых содержит не более двух вершин. Отсюда и из [6] следу-
ет, что 2-определённых минимальных РСР-сложных классов нет. Кроме
того, показано, что множество 4-определённых минимальных РСР-слож-
ных классов непусто и конечно.

Другим направлением наших исследований является классификация
классов графов, определяемых не более чем тремя запрещёнными по-
рождёнными подграфами, по сложности решения задачи РСР. Доказа-
но, что любой такой класс является РСР-простым тогда и только тогда,
когда он не включает ни один из восьми конкретных классов графов
и что для семейства 4-определённых классов графов существует конеч-
ная совокупность классов графов с таким же значением.

Для графов приняты следующие обозначения:
Kn — полный граф с n вершинами;
Kp,q — полный двудольный граф с p вершинами в одной доле и q

вершинами в другой доле;
K ′

2,i — граф, получаемый добавлением к графу K2,i ребра, инцидент-
ного вершинам степени i;

Pk — простой путь с k вершинами;
Ck — простой цикл длины k;
комета C(i, j) — граф, получаемый отождествлением вершины сте-

пени i графа K1,i c одной из концевых вершин пути Pj ;
триод T (i, j, k) — дерево, имеющее не более трёх листьев, находящих-

ся от некоторой его вершины на расстояниях i, j, k соответственно;
D(i, j, k) — граф, являющийся рёберным к T (i+ 1, j + 1, k + 1);
G1 ⊕G2 — граф, являющийся объединением графов G1 и G2 с непе-

ресекающимися множествами вершин;
pG — граф, изоморфный G⊕G⊕ . . .⊕G︸ ︷︷ ︸

p слагаемых

.

Комета и триод изображены на рис. 2.
Для классов графов приняты следующие обозначения:

BC ′ =
∞⋃
i=1

({Ki} ∪ {K1,i} ∪ {K ′
2,i});

Star и Camomile — множества графов, порождённых подграфами
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в графах из
∞⋃
i=1

Si и
∞⋃
i=1

S′
i соответственно, где Si — результат подраз-

биения каждого ребра графа K1,i, а S′
i — граф, получающийся из Si

добавлением рёбер, соединяющих вершину степени i со всеми листьями.

1
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.

.
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. . .
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Рис. 2

1. Доказательства РСР-минимальности классов BC и BC ′

Используем NP-полноту задачи о трёхмерном сочетании для дока-
зательства РСР-минимальности класса BC. В ней заданы попарно не
пересекающиеся множества X = {x1, x2, . . . , xn}, Y = {y1, y2, . . . , yn},
Z = {z1, z2, . . . , zn} и множество троек M ⊆ X × Y × Z. Требуется опре-
делить, существует ли подмножество M ′ ⊆ M мощности n такое, что
никакие две тройки из M ′ не имеют общего элемента.

Лемма 1. Класс BC является РСР-сложным.

Доказательство. Рассмотрим множество M — входные данные за-
дачи о трёхмерном сочетании. Пусть A(i, j) = {k | (xi, yj , zk) ∈ M},
i, j ∈ 1, n. Рассмотрим множество {j | A(i, j) 6= ∅}, i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Понятно, что это множество непусто (иначе для M множества M ′ не

существует). Будем считать, что {j | A(i, j) 6= ∅} =
{
j
(i)
1 , j

(i)
2 , . . . , j

(i)
si

}
.

Для заданных натурального числа k и некоторого множества натураль-
ных чисел N = {n1, n2, . . . , np} через kN будем обозначать множество
{kn1, kn2, . . . , knp}.

Рассмотрим граф G = K
2,2

n∑
i=1

si
. Обозначим через a и b его вершины

степени 2
n∑

i=1
si. Для каждой вершины x ∈ {a, b} плоская укладка гра-

фа G задаёт циклическое упорядочивание рёбер, инцидентных x. Про-
нумеруем рёбра, инцидентные x, в порядке их следования в цикличе-
ском упорядочивании. При этом рёбра с одинаковыми номерами явля-
ются смежными (рис. 3).



Анализ сложности задачи 79Анализ сложности задачи 79Анализ сложности задачи 79

Множество рёбер, инцидентных вершине a, разобъём на n+1 частей.
Рёбра из i-й части имеют номера из множества

Ni =

{
i−1∑

k=0

sk + 1,
i−1∑

k=0

sk + 2, . . . ,
i∑

k=0

sk

}

(s0 считается равным нулю). Иными словами, Ni — множество натураль-

ных чисел из диапазона
i−1∑
k=0

sk + 1,
i∑

k=0

sk. Последнюю часть образуют

рёбра, инцидентные вершине a и имеющие номер больше
n∑

k=1

sk. Мно-

жество рёбер, принадлежащих i-й части (i ∈ 1, n+ 1), обозначим через
Parti(a). Множество рёбер, инцидентных вершине b, разбивается на 2n
частей. Для каждого i ∈ 1, n множества рёбер, принадлежащих i-й и
(n+ i)-й частям, составляют рёбра (инцидентные b) c номерами из Ni и{

i−1∑
k=0

sk + 1 +
n∑

i=1
si,

i−1∑
k=0

sk + 2 +
n∑

i=1
si, . . . ,

i∑
k=0

sk +
n∑

i=1
si

}
соответственно.

Множество рёбер, принадлежащих i-й части (i ∈ 1, 2n), обозначим через
Parti(b).

a

b

1

1

2

2

3

3

2
n∑

i=1
si

2
n∑

i=1
si

. . .

Рис. 3

Теперь покажем, как построить L — назначение допустимых цве-
тов рёбер графа G. Внутри каждой из введённых ранее частей плоская
укладка G порождает свою нумерацию, т. е. если какую-нибудь часть
образовывали рёбра с номерами из k1, k2, то во внутренней нумерации
этой части ребро с общим номером i ∈ k1, k2 имеет номер i− k1 +1. Для
ребра e c номером k в части Parti(a) (i 6= n+ 1) положим

L(e) = (n+ 1)5A
(
i, j

(i)
k

)
∪ (n+ 1)

(
Ni \

{
i∑

j=0

sj

})
.

Ребро e с номером k в части Partn+1(a) имеет один допустимый цвет
(n + 1)6 + k. Для ребра e с номером k из части Parti(b) (i < n + 1)
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положим

L(e) =
{
j
(i)
k

}
∪ (n+ 1)3

(
Ni \

{
i∑

j=0

sj

})
.

Для всех рёбер e, принадлежащих части Parti(b) (i > n + 1), поло-
жим L(e) = (n+ 1)Ni.

Предположим, что существует L-ранжирование рёбер графаG. Пока-
жем, что тогда существует множествоM ′ с требуемыми свойствами. Оче-
видно, что для любого i ∈ 1, n хотя бы одно ребро из Parti(a) покрашено

в цвет, не принадлежащий множеству (n + 1)

(
Ni \

{
i∑

j=0
sj

})
. Вместе

с тем, такое ребро должно быть единственным, поскольку среди рёбер,
инцидентных a, не более n рёбер может быть покрашено в цвета, не при-

надлежащие множеству (n+1)
n⋃

i=1

(
Ni \

{
i∑

j=0
sj

})
. Обозначим это ребро

через e′i. Аналогично для любого i ∈ 1, n ровно одно ребро из Parti(b) по-

крашено в цвет, не принадлежащий множеству (n+1)3
(
Ni \

{
i∑

j=0
sj

})
.

Данное ребро обозначим через e′′i . Ясно, что среди рёбер e′′1, e
′′
2, . . . , e

′′
n

нет двух, покрашенных в один и тот же цвет. Покажем, что рёбра e′i
и e′′i должны быть смежными для любого i. Предположим противное.
Рассмотрим ребро e∗ ∈ Parti(a), смежное с e′′i . Цвет ребра e∗ больше
цвета ребра e′′i . В множестве Parti+n(b) обязательно есть ребро e∗∗, цвет
которого совпадает с цветом e∗. Но тогда для пути, содержащего рёбра
e∗, e′′i , e

∗∗, не выполняется условие L-ранжирования рёбер; противоречие.
Итак, для любого i ∈ 1, n рёбра e′i и e′′i должны быть смежными.

Но тогда в частях Parti(a) и Parti(b) рёбра e′i и e′′i имеют одинаковый
номер ki. Поскольку e′′1, e

′′
2, . . . , e

′′
n окрашены в попарно различные цве-

та, {jk1 , jk2 , . . . , jkn} = {1, 2, . . . , n}. Аналогично поскольку e′1, e
′
2, . . . , e

′
n

окрашены в различные цвета,
{

c(e′1)

(n+ 1)5
,
c(e′2)

(n+ 1)5
, . . . ,

c(e′n)

(n+ 1)5

}
= {1, 2, . . . , n}

(напомним, что c(e′i) — цвет, в который покрашено ребро e′i). Но тогда
множество M содержит набор из n троек

M ′ = {(x1, yjk1 , z c(e′1)

(n+1)5

), (x2, yjk2 , z c(e′2)

(n+1)5

), . . . , (xn, yjkn , z c(e′n)

(n+1)5

)}

с требуемым свойством.
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Таким образом, если существует L-ранжирование рёбер графа G, то
существует и множество M ′ с соответствующими свойствами. Легко про-
верить справедливость и обратного утверждения. Заметим, что длина
входа задачи РСР для пары (G,L) ограничена сверху полиномом от дли-
ны входа задачи о трёхмерном сочетании множества M . Поэтому задача
о трёхмерном сочетании полиномиально сводится к задаче РСР в клас-
се графов {K2,i | i = 1, 2, . . .}. Отсюда следует, что класс BC является
РСР-сложным. Лемма 1 доказана.

Теорема 1. Класс BC минимальный РСР-сложный.

Доказательство. По лемме 1 класс BC является РСР-сложным.
Докажем его минимальность. Вначале покажем, что класс BC∩Free({G})
для любого G ∈ BC является РСР-простым. Действительно, каждый
граф из BC ∩Free({G}) либо порождённый подграф графа K|V (G)|,|V (G)|,
либо граф вида K1,i, либо пустой граф. Задача РСР полиномиально
разрешима в классе графов {K1,i | i = 1, 2, . . .}, поскольку она поли-
номиально эквивалентна задаче о системе различных представителей.
Граф K|V (G)|,|V (G)| содержит конечное число попарно не изоморфных
порождённых подграфов. Таким образом, при любом G ∈ BC класс
BC ∩ Free({G}) является РСР-простым. Теорема 1 доказана.

Итак, BC — РСР-сложный и собственный подкласс класса полных
двудольных графов, причём Forb(BC) = {C3,K2 ⊕ K1,K3,3}. Отсюда
и из [6] следует, что не существует 2-определённых минимальных
РСР-сложных классов. Более того, в последнем разделе показано,
что BC — единственный 3-определённый минимальный РСР-сложный
класс и что множество 4-определённых минимальных РСР-сложных
классов конечно. Вместе с тем, далее устанавливается, что множество
4-определённых минимальных РСР-сложных классов непусто. Именно,
что BC ′ — минимальный РСР-сложный класс. Нетрудно убедиться, что

Forb(BC ′) = {C4,K2 ⊕K1,K4, D(0, 0, 1)}.

Введём понятие продолжения класса графов. Класс Y называется
продолжением класса X , если выполняются следующие условия:

(i) для любого графа G ∈ X существует такой граф H ∈ Y, что G —
остовный подграф графа H;

(ii) в любом графе из Y существует остовный подграф из X .

Лемма 2 [7]. Пусть Y — произвольный класс графов, являющийся

продолжением класса X с NP-полной задачей РСР. Тогда задача РСР
NP-полна в Y.
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Теорема 2. Класс BC ′ минимальный РСР-сложный.

Доказательство. Заметим, что {K ′
2,i | i = 1, 2, . . .} — продолжение

класса {K2,i | i = 1, 2, . . .}. При доказательстве леммы 1 показано, что
задача РСР является NP-полной в классе графов {K2,i | i = 1, 2, . . .}.
Отсюда и из леммы 2 следует, что класс BC ′ РСР-сложный. По ана-
логии с доказательством теоремы 1 легко показать его минимальность.
Теорема 2 доказана.

2. Новые граничные классы для задачи о рёберном списковом
ранжировании

Понятие граничного класса графов является полезным инструментом
исследования вычислительного статуса задач на графах в семействе ко-
нечно определённых классов. Класс графов X называется предельным

для NP-полной задачи на графах Π (Π-предельным), если существует
такая последовательность X1 ⊇ X2 ⊇ . . . из Π-сложных классов, что
∞⋂
i=1

Xi = X . Класс графов называется Π-граничным, если он является

минимальным по включению Π-предельным. Понятие граничного клас-
са введено В. Е. Алексеевым в [9] и уточнено в [1]. Значение этого поня-
тия раскрывает следующее утверждение, которое может быть доказано
почти так же, как и теорема 4 из [9].

Теорема 3. Конечно определённый класс графов является Π-слож-

ным тогда и только тогда, когда он включает какой-нибудь Π-граничный

класс.

Одним из основных результатов нашей работы является полная клас-
сификация классов графов, определяемых не более чем тремя запрещён-
ными порождёнными подграфами, по сложности решения задачи РСР.
Формулировка этого критерия похожа на формулировку теоремы 3, а при
его доказательстве в значительной мере используется значение поня-
тия граничного класса графов. Для получения указанного результата
необходимы некоторые сведения о структуре РСР-граничных классов
графов. Основным результатом этого раздела является указание таких
классов графов.

Конечно определённый класс — минимальный Π-сложный класс то-
гда и только тогда, когда он Π-граничен [5]. Классы Clique,Star,BC,BC ′,
Camomile конечно определены (для Star и Camomile [5], Forb(Clique) =
{K2},Forb(BC) = {C3,K2 ⊕ K1,K3,3} и Forb(BC ′) = {C4,K2 ⊕ K1,K4,
D(0, 0, 1)}), поэтому они минимальные РСР-сложные и -граничные од-
новременно. Вместе с тем, в [8] найдены граничные классы, являющи-
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еся простыми для задачи РСР. Речь идёт о классах графов T̃ и D̃.
Каждый из них состоит из порождённых подграфов графов из классов
{iT (1, i, i) | i = 1, 2, . . .} и {iD(0, i, i) | i = 1, 2, . . .} соответственно. Далее
показано, что классы T̂ и D̂ также РСР-граничные. Класс T̂ состоит
из графов, являющихся порождёнными подграфами во всевозможных
графах, каждая компонента связности которых получается отождеств-
лением двух концевых вершин двух простых путей с двумя несмежными
вершинами цикла длины четыре. Строение D̂ отличается от строения
класса T̂ тем, что концевые вершины двух простых путей отождествля-
ются с вершинами степени два графа K4 − e, где K4 − e — результат
удаления произвольного ребра из графa K4. Механизмы обоих отож-
дествлений представлены на рис. 4.

. . . . . .

. . . . . .

Рис. 4

Лемма 3. Класс T̂ является РСР-предельным.

Доказательство. Рассмотрим произвольную комету C(i, j) и L —
назначение допустимых цветов рёбер этого графа. Рёбра, принадлежа-
щие подграфу K1,i кометы C(i, j), покрасим в синий цвет и произвольно
занумеруем числами от 1 до i, а оставшиеся рёбра этого графа покрасим
в белый цвет и занумеруем числами от 1 до j − 1 в порядке их следова-
ния в ≪хвосте≫ кометы от конца к началу (под ≪хвостом≫ понимается
путь Pj графа C(i, j), начало ≪хвоста≫ — вершина этого пути, имеющая
на рис. 2 номер 1).

Построим граф G(i, j, k) (k > 3) следующим образом. Рассмотрим
простой путь с ki+ j вершинами. Занумеруем его рёбра числами от 1 до
ki+j−1 в порядке их следования от начала к концу пути. Добавим к пу-
ти i изолированных вершин, которые произвольно пронумеруем. Первые
j−1 рёбер пути покрасим в белый цвет. Для каждого s ∈ 1, i s-я из добав-
ленных вершин соединяется рёбрами с (j+(s−1)k)-й и (j+(s−1)k+2)-й
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вершинами пути, первое из которых окрашивается в синий цвет, а второе
в красный. Все синие рёбра нумеруются произвольным образом. То же
делается и для красных рёбер.

Построим теперь L′
k — назначение допустимых цветов рёбер гра-

фа Gi,j,k. Пусть m = min
e∈E(C(i,j))

min{x | x ∈ L(e)} и M = max
e∈E(C(i,j))

max{x |

x ∈ L(e)}. Пусть e — ребро графа Gi,j,k, окрашенное в белый или синий
цвет. Для этого ребра в графе C(i, j) имеется ребро e′ с тем же номером и
цветом. Множество L(e′) в L′

k получается домножением всех элементов
из L(e) в L на (ki + j)m. Множества разрешённых цветов неокрашен-
ных рёбер графа Gi,j,k одноэлементны, причём соответствующие цвета —
произвольные различные натуральные числа из множества 1, ki+ j − 1.
Множество L(e) состоит из одного элемента sM + 1, если e — красное
ребро с номером s.

Легко видеть, что L-ранжирование рёбер графа C(i, j) cуществует то-
гда и только тогда, когда при любом k > 3 существует L′

k-ранжирование
рёбер графа Gi,j,k. Вместе с тем, при фиксированном k длина входа за-
дачи РСР для пары (Gi,j,k,L

′
k) ограничена сверху полиномом от дли-

ны входа задачи РСР для пары (C(i, j),L). Таким образом, при лю-
бом фиксированном k > 3 задача РСР в классе графов {C(i, j) | i =
1, 2, . . . , j = 1, 2, . . .} полиномиально сводима к той же задаче в классе
Xk−2 = {Gi,j,k | i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . .}. Поэтому при любом натураль-
ном k задача РСР NP-полна в классе Xk.

Рассмотрим класс Yk — множество графов, являющихся порождён-

ными подграфами в графах из
∞⋃
i=k

Xi. Ясно, что при любом k класс гра-

фов Yk является РСР-сложным, причём Y1 ⊇ Y2 ⊇ . . . и
∞⋂
i=1

Yi = T̂ .

Отсюда следует, что T̂ — РСР-предельный класс. Лемма 3 доказана.

Рассуждая, как в доказательстве леммы 3, можно прийти к выво-
ду о том, что класс D̂ является РСР-предельным. Для доказательства
граничности классов T̂ и D̂ докажем одно вспомогательное утверждение
(лемма 4). Будем говорить, что класс графов является poly-классом, если
любой его связный граф G c n вершинами имеет не более p(n) подмно-
жеств множества V (G), порождающих в G связный подграф, где p(n) —
некоторый полином от n. Значение этого понятия состоит в том, что
задачи о вершинном и о рёберном списковом ранжировании полиноми-
ально разрешимы для графов из любого poly-класса. Для первой задачи
этот факт доказан в [8, теорема 2]. Там же отмечено, что аналогичные
рассуждения для рёберного варианта задачи о списковом ранжировании
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приводят к тому же результату. Поэтому справедлива

Теорема 4. Для графов из произвольного poly-класса задача РСР
полиномиально разрешима.

В графе любую вершину степени не выше 2 назовём второстепенной,
а остальные вершины — основными.

Лемма 4. При любых фиксированных d и k множество графов со

степенями вершин не более d, имеющих не более k основных вершин,

является poly-классом.

Доказательство. Рассмотрим связный граф G с n вершинами сте-
пени не более d, имеющий не более k основных вершин. Понятно, что
для каждой пары основных вершин (не обязательно различных) суще-
ствует не более d путей (не обязательно простых), соединяющих эти две
вершины и не содержащих других основных вершин. Рассмотрим про-
извольное подмножество V ′ множества всех основных вершин графа G.
Всего подмножеств этого множества не более 2k. Обозначим через G(V ′)
совокупность связных порождённых подграфов графа G, множество ос-
новных вершин которых совпадает с V ′. Если |V ′| = 0, то |G(V ′)| состоит
либо из простых путей и одного простого цикла (если G — простой цикл),
либо только из простых путей (если G не простой цикл). Легко прове-
рить, что в этом случае |G(V ′)| 6 n3.

Далее всегда будем предполагать, что множество V ′ не является пу-
стым. Совокупность минимальных (по отношению ≪быть порождённым
подграфом≫) элементов из G(V ′) обозначим через G∗(V ′). Заметим, что
каждая второстепенная вершина любого графа из G∗(V ′) принадлежит
ровно одному его пути, который соединяет две вершины из V ′ и не со-
держит других вершин из V ′.

Оценим мощность множества G∗(V ′). Понятно, что граф из G∗(V ′)
однозначно определяется множеством своих путей, соединяющих пары
вершин из V ′ и не содержащих других вершин из V ′. Поэтому общее
число графов из G∗(V ′) не превосходит числа таких путей, а число таких

путей не превосходит d |V ′|(|V ′|+1)
2 .

Теперь оценим мощность множества G∗(V ′). Очевидно, что каждый
граф из G(V ′) получается путём отождествлений концов некоторых пу-
тей с частью вершин из V ′ в некотором графе, принадлежащем G∗(V ′).
С каждой вершиной из V ′ может отождествляться не более d путей.
Длина каждого пути не более n, поэтому

|G(V ′)| 6 nd|V
′||G∗(V ′)| 6 d

|V ′|(|V ′|+ 1)

2
nd|V

′|.
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Наконец, оценим общее число связных порождённых подграфов гра-
фа G. Из оценок, полученных в предыдущем абзаце, следует, что общее
число таких подграфов G не превосходит 2k max

{
n3, dk(k+1)

2 ndk
}
. Таким

образом, при фиксированных d и k число связных порождённых подгра-
фов в графах из рассматриваемого класса ограничено сверху некоторым
полиномом от числа вершин. Лемма 4 доказана.

При доказательстве граничности классов T̂ и D̂ используется крите-
рий граничности [1].

Теорема 5. Π-предельный класс A является Π-граничным тогда

и только тогда, когда для каждого G ∈ A существует такое конечное

множество графов XG ⊆ Forb(A), что класс Free(XG ∪ {G}) Π-прост.

Cферой S(x, r) в графе G с центром в вершине x и радиуса r назовём
множество вершин G, отстоящих от x в точности на расстояние r. Шаром

B(x, r) (в некотором графе G) с центром в вершине x и радиуса r назовём
множество вершин графа G, отстоящих от x на расстояние не более r.
Легко проверить, что если все степени графа G не превосходят d, то

|B(x, r)| 6
dr+1 − 1

d− 1
.

Отсюда, в частности, следует, что произвольный связный граф, степени
всех вершин которого не превосходят d, имеющий радиус не более k,
содержит не более dk+1−1

d−1 вершин.

Теорема 6. Класс T̂ является РСР-граничным.

Доказательство. Согласно лемме 3 класс T̂ предельный для зада-
чи о рёберном списковом ранжировании. Покажем, что он граничный.

Пусть G — произвольный граф из класса T̂ . Обозначим через M мно-
жество всех графов, не принадлежащих классу T̂ и имеющих не более
чем 32|V (G)|+6−1

2 вершин. Выделим среди них принадлежащие множеству

Forb(T̂ ). Данное множество графов обозначим через M∗. Очевидно, что
множество M∗ конечно. Покажем, что класс Free(M∗ ∪ {G}) действи-
тельно РСР-прост. Для этого докажем, что каждый связный граф из

этого класса имеет не более чем (|V (G)|+1)(32|V (G)+6−1)
2 основных вершин.

Предположим противное. Тогда найдётся связный граф H ∈ Free(M∗

∪{G}) с не менее чем (|V (G)|+1)(32|V (G)+6−1)
2 +1 основных вершин. Очевид-

но, что графы K1,4 и C3 принадлежат множеству M∗. Поэтому степень
любой вершины графа H не превосходит 3. Рассмотрим множество ос-
новных вершин графа H. Для каждой основной вершины x графа H
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рассмотрим шар B(x, 2|V (G)| + 5). Поскольку степень вершины x рав-
на 3, выполнено неравенство

|B(x, 2|V (G)|+ 5)| 6
32|V (G)|+6 − 1

2
.

Отсюда следует, что все подмножества шара B(x, 2|V (G)|+5) порождают
в графе H подграфы, принадлежащие классу T̂ . Вместе с тем, в графе H
существуют такие основные вершины x1, x2, . . . , x|V (G)|+2, что никакие
две из них не принадлежат одному и тому же шару из

{B(x1, 2|V (G)|+ 5), B(x2, 2|V (G)|+ 5), . . . , B(x|V (G)|+2, 2|V (G)|+ 5)}.

Это следует из сделанного предположения о том, что H содержит не

менее чем (|V (G)|+1)(32|V (G)|+6−1)
2 + 1 вершин.

Ясно, что шары

B(x1, |V (G)|+ 2), B(x2, |V (G)|+ 2), . . . , B(x|V (G)|+2, |V (G)|+ 2)

попарно не пересекаются и не существует пары смежных вершин гра-
фа H, принадлежащих двум разным таким шарам. Покажем, что сре-
ди x1, x2, . . . , x|V (G)|+2 нет таких основных вершин x′1, x

′
2, x

′
3, что сферы

S(x′1, |V (G)|+2), S(x′2, |V (G)|+2), S(x′3, |V (G)|+2) содержат не более чем
по одному элементу. Предположим, что такие вершины x′1, x

′
2, x

′
3 суще-

ствуют. Рассмотрим пути P1 и P2, соединяющие вершины x′1, x
′
2 и x′1, x

′
3

соответственно. Занумеруем в порядке следования вершины этих путей,
начиная от вершины x′1. Среди вершин графа H, принадлежащих пере-
сечению P1 и P2 и не принадлежащих множеству

B(x′1, |V (G)|+ 1) ∪B(x′2, |V (G)|+ 1) ∪B(x′3, |V (G)|+ 1)

(множество вершин с такими свойствами обязательно непусто), рассмот-
рим вершину y, имеющую в пути P1 наибольший номер. Степень вер-
шины y равна 3. Шар B(y, 2) ⊂ B(y, 2|V (G)| + 5) в графе H порождает
некоторый подграф H ′. Подграф H ′ должен принадлежать классу T̂ .
Поэтому он содержит цикл C4, которому принадлежат ровно две вер-
шины степени 3, одной из которых является вершина y. Другая такая
вершина z тоже принадлежит пересечению P1 и P2. Но тогда H ′ обяза-
тельно содержит вершину u ∈ V (P1) ∩ V (P2),

u 6∈ B(x′1, |V (G)|+ 1) ∪B(x′2, |V (G)|+ 1) ∪B(x′3, |V (G)|+ 1)
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(u смежна либо с y, либо с z), номер которой в пути P1 больше, чем
номер у вершины y. Получаем противоречие с выбором y. Значит, пред-
положение неверно.

Итак, существуют такие основные вершины y1, y2, . . . , y|V (G)|, что ша-
ры B(y1, |V (G)|+ 2), B(y2, |V (G)|+ 2), . . . , B(y|V (G)|, |V (G)|+ 2) попарно
не пересекаются и каждая из сфер

S(y1, |V (G)|+ 2), S(y2, |V (G)|+ 2), . . . , S(y|V (G)|, |V (G)|+ 2)

содержит не менее чем 2 вершины. Но тогда некоторое подмножество
множества вершин

B(y1, |V (G)|+ 2) ∪B(y2, |V (G)|+ 2) ∪ . . . ∪B(y|V (G)|, |V (G)|+ 2)

заведомо порождает в графе H подграф G. Это следует из того, что для
каждой компоненты графа G найдется такой шар из

{B(y1, |V (G)|+ 2), B(y2, |V (G)|+ 2), . . . , B(y|V (G)|, |V (G)|+ 2)},

для которого часть его вершин порождают в H данную компоненту. По-
лучаем противоречие с предположением о числе основных вершин в гра-
фе H.

Итак, из результатов предыдущего абзаца и леммы 4 следует, что
класс Free(M∗∪{G}) является poly-классом. А из теоремы 4 следует, что
данный класс РСР-прост. Поэтому по критерию граничности (теорема 5)
класс T̂ РСР-граничный. Теорема 6 доказана.

Класс D̂ тоже РСР-граничный. Это можно показать, рассуждая по
аналогии с доказательством теоремы 6.

3. Вспомогательные результаты

Лемма 5. Пусть G — произвольный граф, не содержащий подгра-

фа K3, x — вершина графа G степени не менее 3 и S(x, i+2) — непустая

cфера в графе G. Тогда подграф G, порождённый шаром B(x, i + 2),
содержит T (1, 1, i) в качестве порождённого подграфа.

Доказательство. Рассмотрим вершину x, её окрестность S(x, 1)
и произвольный путь P , соединяющий x и y ∈ S(x, i + 2). Занумеруем
вершины числами от 1 до i+3 в порядке их следования в пути P . Ясно,
что никакая вершина окрестности S(x, 1) не может быть смежна ни с ка-
кой вершиной пути P с номером 4 и более (иначе расстояние между x
и y меньше i + 2). Также понятно, что никакая вершина окрестности
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не может быть смежна с вершиной пути P с номером 2 (так как ина-
че образовался бы треугольник, что невозможно). Таким образом, если
нет вершин из S(x, 1), смежных с вершиной пути P с номером 3, то лю-
бые две вершины из S(x, 1) и вершины пути P , кроме последних двух,
порождают подграф T (1, 1, i). C другой стороны, если такая вершина су-
ществует, то она и все вершины пути P , кроме первых двух, порождают
подграф T (1, 1, i). Лемма 5 доказана.

По аналогии с доказательством леммы можно доказать справедли-
вость следующего утверждения. Если в графе G ∈ Free({K1,3}) для
некоторой вершины x, принадлежащей хотя бы одному треугольнику,
сфера S(x, i+2) непуста, то подграф G, порождённый шаром B(x, i+2),
содержит D(0, 0, i) в качестве порождённого подграфа.

Обозначим через R(n1, n2) число Рамсея, т. е. наименьшее количество
вершин в графе, обязательно содержащем либо подграф Kn1 , либо под-
граф Kn2 .

Лемма 6. Связный граф из Free({K3,K1,i, jT1,1,j}) при любых фик-

сированных i и j имеет не более чем
(j−1)([R(i,2)−1]2j+8−1)

R(i,2)−2 основных вер-

шин.

Доказательство. Предположим, что G ∈ Free({K3,K1,i, jT1,1,j})

имеет не менее (j−1)([R(i,2)−1]2j+8−1)
R(i,2)−2 + 1 основных вершин. Заметим, что

окрестность каждой вершины графа G порождает граф без K2 и Ki, по-
этому степень каждой вершины G не превосходит R(i, 2)−1. Любой шар

радиуса 2j + 7 в графе G содержит не более чем [R(i,2)−1]2j+8−1
R(i,2)−2 вершин.

Поэтому существуют такие основные вершины x1, x2, . . . , xj ∈ V (G), что
каждая из них принадлежит ровно одному шару из

{B(x1, 2j + 7), B(x2, 2j + 7), . . . , B(xj , 2j + 7)}.

Отсюда следует, что шары B(x1, j + 3), B(x2, j + 3), . . . , B(xj , j + 3) по-
парно не пересекаются. Поэтому нет таких вершин y1 ∈ B(xi1 , j + 2)
и y2 ∈ B(xi2 , j + 2) (i1 6= i2), что (y1, y2) ∈ E(G). Некоторые вершины
каждого из шаров B(x1, j + 2), B(x2, j + 2), . . . , B(xj , j + 2) порожда-
ют подграф T (1, 1, j) (лемма 5), поэтому некоторое подмножество мно-

жества
j⋃

k=1

B(xk, j + 2) порождает в графе G подграф jT1,1,j . Лемма 6

доказана.

По аналогии с доказательством леммы 6 можно показать, что при лю-
бых фиксированных i и j каждый связный граф из Free({K1,3,Ki, jD0,0,j})

имеет не более чем (j−1)([R(3,i−1)−1]2j+8−1)
R(3,i−1)−2 основных вершин.
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Лемма 7 [12, утверждение 9.4.1]. Для любого натурального r су-

ществует натуральное n0 такое, что любой связный граф с не менее

n > n0 вершинами содержит либо Kr, либо K1,r, либо Pr в качестве

порождённого подграфа.

Из леммы 7 следует, что при любых p, q, r класс Free({K1,p,Kq, Pr})
является РСР-простым.

Лемма 8. Классы Free({K3,K1,i, jT (1, 1, j)}) и Free({K1,3,Ki,

jD(0, 0, j)}) РСР-просты при любых фиксированных i и j.

Доказательство. Для любых i и j существует такая константа Ci,j ,
что любые два связных графа из классов Free({K3,K1,i, jT (1, 1, j)}) и
Free({K1,3,Ki, jD(0, 0, j)}) имеют степени всех вершин не более чем Ci,j

и содержат не более чем Ci,j основных вершин. Отсюда и из леммы 4
следует, что оба эти класса РСР-просты. Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Класс Free({K3,K2,i, T (1, 1, 2)⊕ iK1}) РСР-прост для лю-

бого фиксированного i > 2.

Доказательство. Пусть граф G ∈ Free({K3,K2,i, T (1, 1, 2) ⊕ iK1})
связный. Очевидно, что окрестность любой его вершины порождает в G
пустой граф. Удалим все листья из графаG. Получившийся граф обозна-
чим через H. Ясно, что H связный. Покажем, что степени всех вершин
графа H не превосходят (i − 1)(R(5(i − 1)(i + 2) + 2, 3)) − 1. Предполо-
жим противное. Тогда существует вершина x ∈ V (H), имеющая степень
не менее чем (i − 1)(R(5(i − 1)(i + 2) + 2, 3)). Пусть V1 — окрестность
вершины x в графе H. Тогда

|V1| > (i− 1)(R(5(i− 1)(i+ 2) + 2, 3)) > R(22, 3)(i− 1) > i+ 2.

Никакие две вершины из V1 не смежны и каждая вершина из этого мно-
жества имеет в графе G хотя бы одну смежную вершину. Более того,
окрестности любых двух несмежных вершин графа H пересекаются не
более чем по i− 1 элементам (в противном случае граф G содержит по-
рождённый подграф K2,i). Пусть V2 — всевозможные вершины графа G,
смежные хотя бы с одной вершиной из V1 и отличные от x. Очевидно,
что никакая вершина из V2 не может быть смежна с более чем i − 1
вершинами из V1. Поэтому |V2| > R(5(i − 1)(i + 2) + 2, 3). Поскольку
R(5(i−1)(i+2)+2, 3) > i (пустой граф с i вершинами не содержит ни K3,
ни K5(i−1)(i+2)+2), никакие две вершины из V1 не могут быть смежны-
ми сразу со всеми вершинами из V2 (в противном случае G содержит
порождённый подграф K2,i).



Анализ сложности задачи 91Анализ сложности задачи 91Анализ сложности задачи 91

Покажем, что каждая вершина из V1 (кроме, быть может, одной)
в графе H имеет степень не больше чем 5i − 5. Предположим против-
ное. Тогда существует вершина y ∈ V1 такая, что в H она несмежна
хотя бы с одной вершиной z ∈ V2 и её степень в этом графе не менее
5i− 4. Пусть y′ — произвольная вершина из V1, смежная с z. Поскольку
|V1| > i + 2 и z смежна с не более i − 1 вершинами из V1, то V1 \ {y}
содержит несмежные с z вершины y′1 и y′2. Вместе с тем, пересечения
окрестностей вершин y и y′1, y и y′2, y и z, y и y′ содержат не более i− 1
элементов. Поэтому окрестность y содержит i вершин, не смежных ни с
y′1, ни с y′2, ни с z, ни с y′. Но тогда эти i вершин вместе с z, y′, x, y′1, y

′
2

порождают в графе G подграф T (1, 1, 2)⊕ iK1; противоречие.
Из принадлежности графа G классу Free({K3}) следует, что подграф

графа G, порождаемый множеством вершин V2, содержит независимое
множество V ′

2 мощности не менее чем 5(i−1)(i+2)+2. Рассмотрим дву-
дольный подграф графа H, порождённый множеством вершин V1 ∪ V

′
2 .

Поскольку степень каждой его вершины (за исключением, быть может,
одной) из доли V1 не менее чем 5(i−1), этот граф содержит порождённое
паросочетание мощности i + 3. Но тогда вершина x и некоторые вер-
шины этого паросочетания обязательно порождают в графе H подграф
T (1, 1, 2)⊕iK1; противоречие. Значит, предположение о степенях вершин
графа H неверно.

Если граф H не содержит вершин степени 3 и выше, то H — простой
путь или цикл. Легко проверить, что в этом случае G содержит не более
чем 2i+5 основных вершин. Если в графе H есть хотя бы одна вершина x
степени не менее 3, то каждая вершина графа H отстоит от x на рассто-
яние не более чем 2i+ 5 (в противном случае cфера S(x, 2i+ 6) непуста,
по лемме 5 граф H содержит порождённый подграф T (1, 1, 2i+4), а сле-
довательно, граф G содержит T (1, 1, 2) ⊕ iK1 в качестве порождённого
подграфа). Поэтому радиус графа H не превосходит 2i+5 и H содержит
не более чем d2i+6−1

d−1 вершин, где d = (i− 1)(R(5(i− 1)(i+ 2) + 2, 3))− 1.

Итак, графG содержит либо не более чем d2i+6−1
d−1 нелистовых вершин,

либо не более чем 2i+5 основных вершин. Известно [10], что для любого
фиксированного C задача РСР полиномиально разрешима в классе гра-
фов, имеющих не более чем C нелистовых вершин. Отсюда и из леммы 4
следует справедливость утверждения. Лемма 9 доказана.
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4. Полная характеризация 3-определённых РСР-простых
классов и смежные с ней результаты

Один из способов преодоления ≪труднорешаемости≫ задач на гра-
фах в семействе наследственных классов графов состоит в рассмотрении
классов графов, определяемых небольшим количеством запрещённых
порождённых подграфов. Для такой суженной совокупности классов гра-
фов можно надеяться на получение критериев эффективной разреши-
мости тех или иных задач. В некоторых случаях такие условия дей-
ствительно удаётся выявить. Так, в [2] проведена полная классификация
классов графов вида Free({G}) по сложности решения задачи о домини-
рующем множестве. В [13] полностью выявлены случаи полиномиальной
разрешимости задачи о хроматическом числе для совокупности классов
графов того же вида.

Результаты работ [2, 13] можно сформулировать в несколько иных
терминах. Речь идёт о рассмотрении частичного порядка Rk на всевоз-
можных наборах из k графов (G1, G2, . . . , Gk), определяемого следую-
щим образом. Набор (H1, H2, . . . , Hk) находится в отношении Rk с на-
бором (G1, G2, . . . , Gk), если для любого i ∈ 1, k граф Hi является по-
рождённым подграфом графа Gi. Подход к описанию границы состоит в
выявлении тех минимальных (максимальных) относительно Rk наборов,
для которых рассматриваемая задача NP-полна (полиномиально разре-
шима). Это оказывается особенно полезным, когда таких ≪минимумов≫

(≪максимумов≫) конечное число, поскольку сразу же приводит к воз-
можности полиномиального распознавания для класса X вычислитель-
ного статуса задачи Π по множеству Forb(X ). Такая идея рассмотрена
в [14], где для задачи о доминирующем множестве и k = 2 показано суще-
ствование конечного числа ≪минимумов≫. Конечное число ≪минимумов≫

для заданного k означает, что для полной классификации тех классов X ,
у которых |Forb(X )| 6 k, достаточно знать конечное множество Π-гра-
ничных классов. Однако, в [14] не выявлено ни множества необходимых
≪минимумов≫, ни множества соответствующих граничных классов. Для
задачи РСР удаётся полностью охарактеризовать случаи полиномиаль-
ной разрешимости в совокупности классов графов {X | |Forb(X )| 6 3}.
Этот результат является одним из основных в настоящей работе.

Теорема 7. Класс X = Free(S), |S| 6 3, РСР-простой тогда и толь-

ко тогда, когда одновременно выполняются следующие условия: X +
Clique,X + Star,X + Camomile,X + BC,X + T̃ ,X + D̃,X + T̂ ,X + D̂.

Доказательство. Поскольку классы Clique,BC,Star, Camomile, T̃ ,
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D̃, T̂ , D̂ РСР-граничные, согласно теореме 3 необходимым условием
РСР-простоты класса X является невыполнение ни одного из включе-
ний X ⊇ Clique,X ⊇ BC,X ⊇ Star,X ⊇ Camomile,X ⊇ T̃ ,X ⊇ D̃,X ⊇
T̂ ,X ⊇ D̂.

Теперь предположим, что ни одно из данных включений не выпол-
няется. Докажем полиномиальную разрешимость задачи РСР в X . По-
скольку X + Clique, множество S содержит клику Ki. Можно считать,
что i > 3 (так как в противном случае X состоит только из пустых
графов). Множество S также содержит граф G ∈ BC. Можно считать,
что G отличен от графов K2 и K1,2 (если G = K1,2, то X состоит толь-
ко из графов, каждая компонента связности которых является кликой
размера не более чем i− 1). Рассмотрим возможные случаи.

Случай 1. Выполнено неравенство i > 3. Если G ∈ {K2,2,K2,3,
K2,4, . . .}, то в S обязательно существует третий граф

H ∈ Star ∩ Camomile ∩ T̃ ∩ D̃ ∩ D̂.

Легко проверить, что H — порождённый подграф пути P3. Но тогда
класс X состоит из графов, каждая компонента связности которых яв-
ляется кликой размера не более чем i − 1. Если G ∈ {K1,4,K1,5, . . .},
то третий граф H должен принадлежать множеству T̃ ∩ D̃ ∩ T̂ ∩ D̂. Но
тогда H — порождённый подграф некоторого простого пути. Отсюда
и из леммы 7 следует, что класс X РСР-прост. Наконец, если G = K1,3,
то H ∈ D̃ ∩ D̂. Поэтому H — порождённый подграф графа iD(0, 0, i) при
некотором i. Из леммы 8 следует, что соответствующий класс X прост.

Случай 2. Выполнено равенство i = 3. Если G = K1,3, то X со-
стоит из графов, каждая компонента связности которых является ли-
бо простым путём, либо простым циклом. В этом случае ни один граф
из X не содержит основных вершин. Отсюда, из леммы 4 и теоремы 4
следует, что X РСР-простой. Если G ∈ {K2,2,K2,3,K2,4, . . .}, то мно-
жество S содержит третий граф H, который принадлежит множеству
Star ∩ T̃ ∩ T̂ . Легко проверить, что H является порождённым подгра-
фом графа T (1, 1, 2) ⊕ iK1 при некотором i. Из леммы 9 следует РСР-
простота класса X . Если G ∈ {K1,4,K1,5, . . .}, то H ∈ T̃ ∩ T̂ . Поэто-
муH — порождённый подграф простого пути. Из леммы 7 следует, что X
РСР-простой.

Таким образом, если одновременно выполняются условия X + Clique,
X + BC,X + Star,X + Camomile,X + T̃ ,X + D̃,X + T̂ ,X + D̂, то
класс X является РСР-простым. Теорема 7 доказана.
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Легко проверить, что задача распознавания принадлежности графа
каждому из классов Clique,Star, Camomile,BC, T̃ , D̃, T̂ , D̂ полиномиаль-
но разрешима. Поэтому для любого множества графов S, |S| 6 3, мож-
но за полиномиальное время определить вычислительный статус задачи
РСР в классе Free(S).

При помощи теоремы 7 легко показать, что BC является единствен-
ным 3-определённым минимальным РСР-сложным классом. Действи-
тельно, если существует 3-определённый минимальный РСР-сложный
класс X 6= BC, то по теореме 7 должен существовать такой РСР-гранич-
ный класс B ∈ {Clique,Star, Camomile, T̃ , D̃, T̂ , D̂}, что X ⊇ B. Посколь-
ку B не является 3-определённым классом, существует граф G ∈ X ,
для которого X ∩ Free({G}) ⊇ B. Отсюда и из теоремы 3 следует, что
класс X ∩Free({G}) РСР-сложный. Получаем противоречие с минималь-
ностью X .

По аналогии с доказательством леммы 1 [14] можно доказать спра-
ведливость следующего утверждения.

Теорема 8. Если существуют такие Π-граничные классы B1,B2, . . .,
Bl1 , что

(i) ни один из классов B1,B2, . . . ,Bl1 не содержит бесконечных анти-

цепей по отношению R1;

(ii) любой класс X = Free({G1, G2, . . . , Gk}) является Π-сложным то-

гда и только тогда, когда для некоторого i = i(X ) справедливо включе-

ние X ⊇ Bi,

то существуют такие Π-граничные классы B′
1, B′

2, . . . ,B
′
l2
, что любой

класс Y = Free({G1, G2, . . . , Gk, Gk+1}) является Π-сложным тогда и толь-

ко тогда, когда для некоторого j = j(Y) справедливо включение X ⊇ B′
j .

Покажем, что для задачи РСР и k = 3 классы Clique,Star, Camomile,
BC, T̃ , D̃, T̂ , D̂ удовлетворяют всем условиям теоремы 8. Для этого до-
статочно показать, что каждый из этих восьми классов не содержит ан-
тицепей по отношению R1. Все графы из класса Clique образуют цепь по
отношению R1. Пусть X — совокупность графов, являющихся подгра-
фами (не обязательно порождёнными) в графах из Star ∪ Camomile ∪
BC ∪ T̃ ∪ D̃ ∪ T̂ ∪ D̂. Ясно, что X замкнут как относительно удаления
вершин, так и относительно удаления рёбер. В [11] показано, что замкну-
тый относительно удаления вершин и рёбер класс Y не содержит анти-
цепей по отношению R1 тогда и только тогда, когда существует такое
s = s(Y), что Y ⊆ Free({Cs, Cs+1, . . .) ∩ Free(Bs, Bs+1, . . .}) (под графом
Bs понимается результат соединения простым путём длины s двух вер-
шин степени 2 в двух экземплярах графа P3). Заметим, что при s = 5
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это условие выполняется и для класса X . Поскольку каждый из классов
Star, Camomile,BC, T̃ , D̃, T̂ , D̂ включается в класс X , ни один из этих
классов тоже не содержит бесконечных антицепей по отношению R1.

Таким образом, для полной классификации 4-определённых классов
графов по сложности решения задачи РСР достаточно конечного множе-
ства РСР-граничных классов. Отсюда также следует, что совокупность
4-определённых минимальных РСР-сложных классов конечна.

ЛИТЕРАТУРА

1. Алексеев В. Е., Малышев Д.С. Критерий граничности и его приме-
нения // Дискрет. анализ и исслед. операций. — 2008. — T. 15, № 6. —
С. 3–10.

2. Коробицын Д.В. О сложности определения числа доминирования в мо-
ногенных классах графов // Дискрет. математика. — 1990. — Т. 2, № 3. —
С. 90–96.

3. Малышев Д.С. О минимальных сложных классах графов // Дискрет.
анализ и исслед. операций. — 2009. — T. 16, № 6. — С. 43–51.

4. Малышев Д.С. О минимальных сложных элементах решетки наслед-
ственных классов графов // Мат. VII молодёж. научн. школы по дискрет-
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