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Аннотация. Описаны свойства i-компонент кодов Хэмминга и пред-
ложены конструкции их допустимых семейств. Показано, что каж-
дый q-ичный код длины m с расстоянием 5 (при q = 3 с расстояни-
ем 3) может быть вложен в некоторый q-ичный 1-совершенный код
длины n = (qm − 1)/(q − 1). Показано также, что каждый двоичный
код длины m+ k с расстоянием 3k+3 может быть вложен в некото-
рый двоичный 1-совершенный код длины n = 2m − 1.
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Введение

Пусть F
n
q — векторное пространство размерности n над полем Га-

луа Fq. Обозначим через d(~x, ~y) расстояние Хэмминга между вектора-
ми ~x и ~y. Произвольное подмножество C векторов из пространства F

n
q

называется q-ичным 1-совершенным кодом длины n, если для каждо-
го вектора ~x ∈ F

n
q существует единственный вектор ~c из множества C

такой, что d(~x,~c) 6 1. Известно, что q-ичные 1-совершенные коды су-
ществуют только при n = (qm − 1)/(q − 1), где m > 2 — натуральное
число. Будем предполагать, что нулевой вектор ~0 принадлежит коду.
Код называется линейным, если он образует линейное подпространство
в пространстве F

n
q . Линейные 1-совершенные коды называются кодами

Хэмминга. Через H будем обозначать q-ичный код Хэмминга длины n.
Весом вектора ~x ∈ F

n
q называется число d(~x,~0). Вектор веса 3, принад-

лежащий коду H, называется тройкой. Рассмотрим подпространство Ri,
порождённое множеством всех троек кода H с единичной i-й координа-
той. Всевозможные смежные классы Ri + ~u представляют собой сово-
купность всех i-компонент кода Хэмминга H, где i ∈ {1, 2 . . . n}, ~u ∈ H.
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Семейство компонентRi1+~u1, Ri2+~u2, . . . , Rit+~ut кода Хэмминга H назы-
вается допустимым, если (Rir+~ur)∩(Ris+~us) = ∅ при r, s ∈ {1, 2, . . . , t},
r 6= s [5].

Пусть n1 6 n2, C1 ⊆ F
n1
q и C2 ⊆ F

n2
q . Все кодовые векторы из кода C1

удлиним с помощью нулевого вектора длины n2 − n1 до длины n2. Гово-
рят, что код C1 вкладывается в C2, если все удлинённые векторы из C1

принадлежат C2. В C2 рассмотрим все кодовые векторы, в которых по-
следние n2 −n1 координат равны нулю. Удалим последние n2 −n1 коор-
динат во всех таких векторах. Если полученное множество укороченных
кодовых векторов совпадает с C1, то говорят, что код C1 вкладывает-
ся в код C2 в строгом смысле. В нашей работе речь идёт о вложении
в строгом смысле, за исключением случая двоичных кодов.

A. B. Августинович и Д. С. Кротов [2] показали, что любой двоичный
код длины m с минимальным расстоянием 3 вкладывается (в строгом
смысле) в некоторый двоичный 1-совершенный код длины 2m − 1.

В нашей работе описаны свойства i-компонент кодов Хэмминга и пред-
ложены конструкции допустимых семейств компонент кодов Хэммин-
га. Показано, что каждый q-ичный код длины m с расстоянием 5 (при
q = 3 с расстоянием 3) может быть вложен в некоторый q-ичный 1-со-
вершенный код длины n = (qm−1)/(q−1). Показано также, что каждый
двоичный код длины m + k с расстоянием 3k + 3 может быть вложен
в некоторый двоичный 1-совершенный код длины n = 2m − 1.

Приводятся три примера допустимых семейств компонент кодов Хэм-
минга. В примере 1 по произвольному q-ичному коду (Λ∪{~0}) ⊂ F

m
q с ко-

довым расстоянием 5 строится допустимое семейство компонент q-ичного
кода Хэмминга длины n = (qm−1)/(q−1). Оно построено так, что, сдви-
гая компоненты из этого семейства, получаем q-ичный 1-совершенный
код T длины n, в который вкладываются q-ичный код Λ∪ {~0} длины m.
В примере 2 по произвольному троичному коду длины m с расстояни-
ем 3 точно аналогично примеру 1 строится допустимое семейство ком-
понент троичного кода Хэмминга длины n = (3m − 1)/2. В примере 3 по
произвольному двоичному коду длины m+ k с расстоянием 3k+ 3 стро-
ится допустимое семейство компонент двоичного кода Хэмминга длины
n = 2m − 1. Допустимые семейства компонент из примеров 2 и 3 об-
ладают такими же свойствами, что и допустимое семейство компонент
из примера 1, и позволяют сдвигом компонент строить 1-совершенные
коды, в которые вкладываются коды меньшей длины.

В разд. 1 приведены теоремы, описывающие свойства i-компонент
кода H. В разд. 2 описаны конструкции допустимых семейств компонент
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кода H. В разд. 3 приведены примеры 2 и 3, а в разд. 4 доказывается
теорема о вложимости.

Проверочная матрица H кода H длины n = (qm − 1)/(q − 1) состоит
из n попарно линейно независимых вектор-столбцов ~hi. Транспонирован-
ный вектор-столбец ~hi принадлежит F

m
q , i ∈ {1, . . . , n}. Будем считать,

что столбцы проверочной матрицы H упорядочены произвольным, но
фиксированным образом. Совокупность векторов F

m
q \ {~0} порождает

конечную (m− 1)-мерную проективную геометрию PGm−1(q) над полем
Галуа Fq. В этой геометрии точкам соответствуют столбцы проверочной
матрицы H и три точки i, j, k лежат на одной прямой, если соответству-
ющие им столбцы ~hi,~hj ,~hk линейно зависимы. Прямую, проходящую че-
рез точки x и y, обозначим через lxy. Через Pxyz обозначим плоскость,
порождённую тремя неколлинеарными точками x, y, z. Носителем век-
тора ~x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ F

n
q называется множество {i : xi 6= 0}. Тройка

принадлежит прямой, если её носитель принадлежит прямой. Тройки
пересекаются в точке i, если их носители пересекаются в точке i.

1. Свойства i-компонент

Приведём теоремы, описывающие свойства i-компонент кода H.
Пусть Hl — подкод кода H, определяемый прямой l. Рассмотрим пу-

чок прямых l1, l2, . . . , l(n−1)/q с центром в точке i. Известно [1], что

Ri = Hl1 +Hl2 + · · ·+Hl(n−1)/q
. (1)

Теорема 1. Пусть ~u = (u1, u2, . . . , un) ∈ Ri и некоторая компонен-

та ux вектора ~u отлична от нуля, x 6= i. Тогда на прямой lix существует

точка y, отличная от i, x и такая, что компонента uy вектора ~u отлична

от нуля.

Доказательство. Базис подпространства Ri образуют все линей-
но независимые тройки кода H с единичной i-й координатой. Рассмот-
рим разложение вектора ~u по базису. В этом разложении присутствует
тройка, носитель которой содержит точки i, x и ещё некоторую точку,
лежащую на прямой lix. Из (1) следует, что базисные тройки, принад-
лежащие прямой lix, образуют подпространство Hlix . Базисный тройки,
принадлежащие другим прямым из пучка прямых с центром в точке i,
пересекаются с базисными тройками, лежащими на прямой lix, только
в одной точке i. Теорема 1 доказана.
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Теорема 2. Пусть i 6= j, ~u = (u1, u2, . . . , un) ∈ Ri+Rj , некоторая ком-

понента ux вектора ~u отлична от нуля и точка x не лежит на прямой lij .
Тогда на плоскости Pijx существует точка y, отличная от точек i, j, x
и такая, что компонента uy вектора ~u отлична от нуля.

Доказательство. Эта теорема доказывается аналогично предыду-
щей. Базисные тройки пространства Ri+Rj , лежащие на плоскости Pijx,
образуют подпространство. Прямые из пучка прямых с центром в точке i
либо лежат на плоскости Pijx, либо пересекаются с ней только в одной
точке i. Аналогичным свойством обладают и прямые из пучка прямых
с центром в точке j. Теорема 2 доказана.

2. Пример 1

Опишем конструкции допустимых семейств компонент кода H.

Пример 1. Выберем m линейно независимых столбцов в провероч-
ной матрице H кода Хэмминга H длины n = (qm − 1)/(q − 1). Будем
считать, что выбранными являются столбцы ~h1,~h2, . . . ,~hm. Пусть код
(Λ ∪ {~0}) ⊂ F

m
q содержит t ненулевых векторов ~λ1, ~λ2, . . . , ~λt, вес каждо-

го из которых больше или равен трём. Пусть также расстояние между
любыми двумя различными векторами из множества Λ = {~λ1, ~λ2, . . . , ~λt}
больше или равно пяти. Каждому вектору ~λs = (λs1, λs2, . . . , λsm) дли-
ны m сопоставим вектор ~us длины n, где s ∈ {1, . . . , t}. Пусть

µs~his = λs1~h1 + λs2~h2 + · · ·+ λsm~hm,

где µs ∈ Fq, is ∈ {1, 2, . . . , n}. Тогда положим

~us = (λs1, λs2, . . . , λsm, 0, . . . , 0,−µs, 0, . . . , 0).

Носитель вектора ~us принадлежит множеству {1, 2, . . . ,m} ∪ {is}. По-
скольку код Хэмминга H образует нулевое пространство проверочной
матрицы H, то ~us ∈ H.

Таким образом, по векторам длины m из множества Λ построено се-
мейство компонент Ri1 + ~u1, Ri2 + ~u2, . . . , Rit + ~ut q-ичного кода Хэммин-
га H длины n = (qm − 1)/(q − 1).

Эцион и Варди [3] использовали множество линейно независимых
столбцов проверочной матрицы кода Хэмминга для построения двоич-
ных 1-совершенных кодов полного ранга.

Покажем, что это семейство компонент допустимо.

Утверждение 1. Пусть s ∈ {1, 2, . . . , t}. Тогда ~us /∈ Ris .
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Доказательство. Из конструкции следует, что носитель вектора
~us = (u1, u2, . . . , un) принадлежит множеству {1, 2, . . . ,m} ∪ {is}, а стол-
бец ~his является линейной комбинацией трёх или более столбцов из мно-
жества {~h1,~h2, . . . ,~hm}. Поскольку столбцы ~h1,~h2, . . . ,~hm линейно неза-
висимы, при x ∈ {1, 2, . . . ,m} любая линейная комбинация столбцов ~hx
и ~his не принадлежит множеству {~h1,~h2, . . . ,~hm} \ {~hx}. Поэтому из тео-
ремы 1 следует, что ~us /∈ Ris . Утверждение 1 доказано.

Теорема 3. Семейство компонент Ri1 + ~u1, Ri2 + ~u2, . . . , Rit + ~ut
q-ичного кода Хэмминга H длины n допустимо.

Доказательство. Пусть r, s ∈ {1, 2, . . . , t}, r 6= s. Покажем, что

(Rir + ~ur) ∩ (Ris + ~us) = ∅. (2)

Для этого достаточно убедиться, что ~ur − ~us /∈ Rir + Ris . Рассмотрим
несколько случаев.

Случай 1. Пусть ir = is. Тогда векторы ~ur и ~us линейно зависи-
мы. Из конструкции векторов ~ur и ~us следует, что вес вектора ~ur − ~us
больше или равен шести. Следовательно, рассуждая так же, как при
доказательстве утверждения 1, получим, что ~ur − ~us /∈ Rir .

Случай 2. Пусть ir 6= is. Покажем, что ~ur − ~us /∈ Rir + Ris . В силу
теоремы 2 достаточно убедиться, что носитель вектора ~ur −~us содержит
некоторую точку x, не лежащую на прямой liris и такую, что никакая
другая точка из этого носителя (отличная от точек x, ir, is) не принад-
лежит плоскости Pxiris .

Случай 2.1. Пусть столбцы ~hir и ~his таковы, что в результате любой
линейной их комбинации получается столбец, представимый линейной
комбинацией трёх или более столбцов из множества {~h1,~h2, . . . ,~hm}.

Носитель вектора ~ur−~us принадлежит множеству {1, 2, . . . ,m}∪{ir}∪
{is}. Следовательно, x ∈ {1, 2, . . . ,m}. Так как ~h1,~h2, . . . ,~hm линейно
независимы, очевидно, что ни один столбец из {~h1,~h2, . . . ,~hm} \ {~hx}
линейно не выражается через ~hx,~hir ,~his . Поэтому ~ur − ~us /∈ Rir +Ris .

Случай 2.2. Пусть столбцы ~hir и ~his таковы, что в результате неко-
торой линейной их комбинации получается столбец ~h, представимый ли-
нейной комбинацией двух столбцов ~hy′ ,~hy′′ из множества {~h1,~h2, . . . ,~hm}.

Случай 2.2.1. Если хотя бы одна из точек y′, y′′ не принадлежит
носителю вектора ~ur − ~us, то ~ur − ~us /∈ Rir +Ris .
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Случай 2.2.2. Пусть обе точки y′, y′′ принадлежат носителю векто-
ра ~ur − ~us. Тогда выберем в носителе вектора ~ur − ~us точку x, отличную
от y′, y′′, ir, is. Такой выбор возможен в силу конструкции векторов ~ur, ~us.
Носитель вектора ~ur − ~us принадлежит множеству {1, 2, . . . ,m} ∪ {ir} ∪
{is}. Следовательно, точки x, y′, y′′ принадлежат множеству {1, 2, . . . ,m}
и не являются коллинеарными. Рассмотрим любую другую линейную
комбинацию столбцов ~hir ,~his , в результате которой получается столбец,
линейно независимый от столбца h. Поскольку расстояние между векто-
рами ~λr и ~λs больше или равно пяти и столбцы ~h1,~h2, . . . ,~hm линейно
независимы, расстояние между столбцами ~hr и ~hs также больше или рав-
но пяти. Следовательно, в результате рассматриваемой линейной ком-
бинации получится столбец, который является линейной комбинацией
трёх или более столбцов из множества {~h1,~h2, . . . ,~hm}. Таким образом,
~ur − ~us /∈ Rir +Ris .

Случай 2.3. Пусть столбцы ~hir и ~his таковы, что в результате неко-
торой линейной их комбинации получается столбец из множества {~h1,~h2,
. . . ,~hm}. Тогда такими же рассуждениями, как и в предыдущем случае,
получим, что ~ur − ~us /∈ Rir +Ris . Теорема 3 доказана.

3. Примеры 2 и 3

Семейства компонент в примерах 2 и 3 строятся точно так же, как
и в примере 1.

Пример 2. Пусть код (Λ ∪ {~0}) ⊂ F
m
3 содержит t ненулевых век-

торов ~λ1, ~λ2, . . . , ~λt, вес каждого из которых больше или равен трём.
Пусть также расстояние между любыми двумя различными векторами
из Λ = {~λ1, ~λ2, . . . , ~λt} больше или равно трём. Тогда множеству Λ со-
ответствует допустимое семейство компонент троичного кода Хэмминга
длины n = (3m − 1)/2.

Пример 3. В проверочной матрице H двоичного кода Хэмминга H

длины n = 2m − 1 выберем m линейно независимых столбцов. Будем
считать, что выбранными являются столбцы ~h1,~h2, . . . ,~hm. В H выберем
также k столбцов, которые являются линейной комбинацией двух столб-
цов из множества {~h1,~h2, . . . ,~hm}. Будем считать, что этими столбцами
являются ~hm+1,~hm+2, . . . ,~hm+k. Пусть код (Λ ∪ {~0}) ⊂ F

m+k
2 содержит t

ненулевых векторов ~λ1, ~λ2, . . . , ~λt, вес каждого из которых больше или
равен 3k + 3. Пусть также расстояние между любыми двумя различны-
ми векторами из Λ = {~λ1, ~λ2, . . . , ~λt} больше или равно 3k+ 3. Каждому
вектору ~λs = (λs1, λs2, . . . , λsm+k) длины m+ k так же, как в примере 1,
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сопоставим вектор ~us длины n = 2m − 1, где s ∈ {1, . . . , t}. Тогда множе-
ству Λ соответствует допустимое семейство компонент двоичного кода
Хэмминга длины n = 2m − 1.

Доказательство того факта, что приведённые в примерах 2 и 3 се-
мейства компонент являются допустимыми, аналогично доказательству
теоремы 3. В случае троичных кодов следует учитывать особенности по-
ля Галуа F3. Пусть ~x, ~y ∈ F

m
3 . Тогда очевидно, что если d(~x, ~y) = m

и векторы ~x,, ~y не содержат нулевых компонент, то они линейно зависи-
мы.

4. Вложение в совершенный код

Далее докажем теорему о вложимости.
Через ~ei обозначим вектор длины n, в котором i-я компонента рав-

на 1, а другие компоненты равны 0. Пусть

T =

(
H \

t⋃

s=1

(Ris + ~us)

)
∪
(

t⋃

s=1

(Ris + ~us + µs · ~eis)
)
. (3)

В силу теоремы 3 семейство компонент Ri1 + ~u1, Ri2 + ~u2, . . . , Rit + ~ut
q-ичного кода Хэмминга H допустимо (аналогичные теоремы о допусти-
мости семейства компонент справедливы и для кодов из примеров 2 и 3).
Следовательно, множество T является q-ичным 1-совершенным кодом
длины n [3, 4]. В силу утверждения 1 код T содержит нулевой вектор.

Теорема 4. Каждый q-ичный код длины m с кодовым расстоянием 5
(при q = 3 с кодовым расстоянием 3) вкладывается в некоторый q-ичный

1-совершенный код длины n = (qm − 1)/(q − 1). Каждый двоичный код

длины m + k с кодовым расстоянием 3k + 3 вкладывается в некоторый

двоичный 1-совершенный код длины n = 2m − 1, k > 0.

Доказательство. Из конструкции допустимого семейства компо-
нент q-ичного кода H в примере 1 и формулы (3) следует, что каж-
дый q-ичный код Λ ∪ {~0} длины m с кодовым расстоянием 5 может
быть вложен (в строгом смысле) в q-ичный 1-совершенный код T длины
n = (qm − 1)/(q − 1).

Из конструкции допустимого семейства компонент троичного кода H

в примере 2 и формулы (3) следует, что каждый троичный код Λ ∪ {~0}
длины m с кодовым расстоянием 3 может быть вложен (в строгом смыс-
ле) в некоторый троичный 1-совершенный код T длины n = (3m − 1)/2.

Из конструкции допустимого семейства компонент двоичного кода H

в примере 3 и формулы (3) следует, что каждый двоичный код Λ ∪ {~0}
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длины m+k с кодовым расстоянием 3k+3 может быть вложен в некото-
рый двоичный 1-совершенный код T длины n = 2m − 1, k > 0. В случае
двоичных кодов из примера 3 вложение не является строгим. Теорема 4
доказана.
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