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Аннотация. Найдены достаточные условия, при которых популяци-
онный генетический алгоритм с турнирной селекцией впервые посе-
щает локальный оптимум в среднем за полиномиально ограниченное
время. Показано, что эти условия выполняются на классе задач с га-
рантированными локальными оптимумами при подходящем выборе
параметров алгоритма.
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Введение

Генетический алгоритм (ГА) предложен Холландом [15] и представ-
ляет собой рандомизированный эвристический метод поиска экстремума,
основанный на аналогии с генетическими механизмами в живой приро-
де и использующий эволюционирующую популяцию пробных решений.
Различные его модификации получили широкое применение в исследо-
вании операций, распознавании образов, искусственном интеллекте и др.
областях [2, 6, 16]. Несмотря на многочисленные экспериментальные ис-
следования этих алгоритмов теоретический анализ их работоспособности
находится на начальном этапе [13].

В настоящей статье генетические алгоритмы исследуются примени-
тельно к отысканию локальных оптимумов задач комбинаторной опти-
мизации, а точнее, задач NP-оптимизации [4, 9]. Особое внимание уде-
ляется выделению тех ситуаций, когда ГА имеет полиномиально огра-
ниченное в среднем время поиска локального оптимума. Здесь и далее
полиномиально ограниченной называется величина, для которой суще-
ствует некоторый полином относительно длины исходных данных зада-
чи, ограничивающий данную величину сверху.
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Мотивацией исследования служит тот факт, что ГА зачастую отно-
сят к классу методов локального поиска (см., например, [5, 8]), поэтому
представляет интерес детальное изучение случаев, когда работоспособ-
ность ГА объясняется сходством его поведения с локальным поиском.

Cтатья имеет следующую структуру. Разд. 1 содержит определение
класса задач NP-оптимизации, а также некоторые связанные с ним базо-
вые определения и описание исследуемого ГА. В разд. 2 получена оценка
среднего времени первого достижения локального оптимума, в разд. 3
с использованием найденной оценки исследуется среднее время получе-
ния оптимума в двух специальных семействах задач. В разд. 4 оценка
из разд. 2 применяется к классу задач с гарантированными локальными
оптимумами. Разд. 5 содержит заключительные замечания.

1. Постановка задачи и описание алгоритма

1.1. Задачи NP-оптимизации. Определение задачи NP-оптимиза-
ции [4, 9] формализует понятие комбинаторной или переборной задачи.
Через {0, 1}∗ обозначим множество строк из нулей и единиц произволь-
ной длины, через N — множество натуральных чисел, а через |S| — длину
строки S ∈ {0, 1}∗.

Определение 1. Задача NP-оптимизации — это тройка Π = (I, Sol,
fx), где I ⊆ {0, 1}∗ — множество индивидуальных задач из Π и выпол-
нены следующие условия:

(i) существует детерминированная машина Тьюринга, распознающая
принадлежность строки исходных данных x множеству I за полиноми-
ально ограниченное время;

(ii) Sol(x) ⊆ {0, 1}n(x) — множество допустимых решений индивиду-
альной задачи x ∈ I, причём для некоторого полинома poly размерность
пространства решений n(x) 6 poly(|x|); кроме того, для входа x и стро-
ки x ∈ {0, 1}∗ за полиномиально ограниченное время возможно опреде-
лить принадлежность x ∈ Sol(x);

(iii) для x ∈ I за полиномиально ограниченное время вычислима це-
левая функция fx : Sol(x) → N, которую требуется максимизировать
(если Π — задача NP-максимизации) или минимизировать (если Π —
задача NP-минимизации).

Определение 2. Задача NP-оптимизации называется полиномиаль-
но ограниченной, если существует полином от |x|, ограничивающий зна-
чения fx(x), x ∈ Sol(x).
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Приближённый алгоритм для задачи NP-минимизации (NP-макси-
мизации) имеет оценку точности ρ > 1, если он доставляет решение, пре-
вышающее оптимум по целевой функции не более чем в ρ раз (меньшее,
чем оптимум не более чем в ρ раз) для любой индивидуальной задачи,
имеющей решение.

1.2. Окрестности и локальные оптимумы. Пусть для любого
элемента y ∈ Sol(x) определена окрестность Nx(y) ⊆ Sol(x). Совокуп-
ность {Nx(y) : y ∈ Sol(x)} называется системой окрестностей [9]. Здесь
и далее предполагается, что отображение Nx вычислимо за полиноми-
ально ограниченное время.

Определение 3. Если для x ∈ Sol(x) при любом y ∈ Nx(x) вы-
полняется неравенство fx(y) 6 fx(x) в случае задачи максимизации или
fx(y) > fx(x) в случае задачи минимизации, то решение x называется
локальным оптимумом в системе окрестностей Nx.

Пусть D(·, ·) — некоторая метрика, заданная на элементах из Sol(x).
Множество Nx(x) = {y : D(x,y) 6 k}, x ∈ Sol(x), называется системой
окрестностей радиуса k, порождённой метрикой D(·, ·).

Алгоритм локального поиска начинает свою работу с некоторого до-
пустимого решения. Далее на каждой итерации алгоритма происходит
переход от текущего решения к новому допустимому решению в его
окрестности, имеющему лучшее значение целевой функции, чем текущее
решение. Процесс продолжается, пока не будет достигнут локальный оп-
тимум. Способ выбора нового решения в окрестности текущего решения
зависит от специфики конкретного алгоритма локального поиска.

Ввиду того, что из контекста далее всегда ясно, о какой индивиду-
альной задаче x идёт речь, для краткости обозначений символ x, как
правило, будем опускать.

1.3. Генетический алгоритм. ГА предложен в [15] как алгоритм,
имитирующий адаптацию популяции к окружающей среде, которая зада-
на функцией приспособленности особей. Впоследствии ГА стал активно
использоваться и как метод оптимизации, где функция приспособленно-
сти определяется целевой функцией задачи.

В соответствии с общепринятым подходом будем предполагать, что
при x ∈ Sol, функция приспособленности имеет вид Φ(x) = ϕ(f(x)),
где ϕ — некоторая строго монотонно возрастающая функция, если ре-
шается задача на максимум, или строго монотонно убывающая функция
в случае задачи минимизации. Если x 6∈ Sol, то функция приспособлен-
ности Φ(x) принимает значение, меньшее, чем при любом допустимом
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решении, что соответствует штрафу за нарушение ограничений задачи.
Процесс работы ГА представляет собой последовательную смену по-

пуляций (поколений), состоящих из N особей. Здесь и далее под особью
понимается элемент x пространства решений B = {0, 1}n. Чем больше
приспособленность особи, тем больше шансов она имеет оставить по-
томков в следующем поколении. Особи каждого следующего поколения
строятся на основе особей текущей популяции некоторым случайным
образом под действием операторов селекции Sel : BN → {1, . . . , N}, му-
тации Mut : B → B и кроссинговера Cross : B ×B → B ×B. Указанные
операторы в общем случае могут рассматриваться как вычислимые за
полиномиально ограниченное время рандомизированные процедуры [3].
Если задан аргумент такой процедуры, то распределение вероятностей
на её выходе не зависит от предшествующей работы алгоритма.

Популяцию поколения t > 0 обозначим через Xt = (x1t, . . . ,xNt).
Способ нумерации особей в популяции не имеет значения. Итерацией ГА
является переход от Xt к Xt+1. Для удобства описания алгоритма пред-
положим, что N чётно. Приведём схему популяционного генетического
алгоритма с турнирной селекцией (см., например, [16]). ГА, соответству-
ющий этой схеме, будет обозначаться через GA.

Генетический алгоритм GA

Шаг 1. Положить t := 0.

Шаг 2. Для k от 1 до N выполнять:

Шаг 2.1. Построить случайным образом особь xk,0.
Итерация t

Шаг 3. Для k от 1 до N/2 выполнять шаги 3.1–3.3.

Шаг 3.1. Селекция: выбрать особи x := xSel(Xt),t, y := xSel(Xt),t.

Шаг 3.2. Кроссинговер: построить (x′,y′) := Cross(x,y).

Шаг 3.3. Мутация: положить x2k−1,t+1 := Mut(x′),
x2k,t+1 := Mut(y′).

Шаг 4. Положить t := t+ 1.

Шаг 5. Если условие остановки не выполнено, то идти на шаг 3,
иначе на шаг 6.

Шаг 6. Результатом работы GA является лучшая из найденных осо-
бей за все итерации.

На шаге 2 формируется начальная популяция X0, элементы кото-
рой генерируются некоторой детерминированной или рандомизирован-
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ной процедурой, например, в соответствии с равномерным распределе-
нием на B.

Оператор селекции особей имеет то же значение, что и естествен-
ный отбор в природе. Действие этого оператора состоит в выборе номе-
ра родительской особи для построения очередного потомка. В настоя-
щей статье исследуется широко используемый оператор турнирной се-
лекции [14]. При действии этого оператора из популяции извлекаются s
особей с равномерным распределением и в качестве родителя среди них
выбирается лучшая по приспособленности. Параметр s называется раз-
мером турнира.

Размеры популяции N и турнира s, вообще говоря, зависят от инди-
видуальной задачи x, и их выбор может существенно влиять на скорость
сходимости популяции к решениям приемлемого качества (см., напри-
мер, [10, 12]).

Условие остановки (шаг 5) можно сформулировать по-разному: на-
пример, по достижению заданной приспособленности, по достижению
заданного числа итераций или по прошествии заданного числа итераций
без улучшения рекорда целевой функции. Для удобства анализа будем
считать, что условие остановки никогда не выполняется.

Будем предполагать, что в результате кроссинговера с вероятностью
не менее ε, 0 < ε 6 1, образуются особи (x′,y′) = Cross(x,y), хотя бы
одна из которых не уступает по приспособленности родительским осо-
бям x,y ∈ B, т. е.

P
{
max{Φ(x′),Φ(y′)} > max{Φ(x),Φ(y)}

}
> ε (1)

при любых x,y ∈ B, причём константа ε не зависит от x.

1.4. Примеры операторов мутации и кроссинговера. Наиболь-
ший интерес представляют несколько вариантов мутации и кроссингове-
ра, широко используемых в ГА и моделирующих процессы рекомбинации
и мутации в живой природе. Рассмотрим наиболее известные операторы
мутации Mut∗ и кроссинговера Cross∗ классического ГА [15].

Результат кроссинговера (x′,y′) = Cross∗(x,y) при действии на ро-
дительские решения x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) с вероятностью Pc

формируется в виде

x′ = (x1, . . . , xχ, yχ+1, . . . , yn), y′ = (y1, . . . , yχ, xχ+1, . . . , xn),

где случайная координата χ выбрана c равномерным распределением
от 1 до n − 1. С вероятностью 1− Pc родительские особи копируются
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без изменений, т. е. x′ = x, y′ = y. Этот оператор Cross∗ принято назы-
вать одноточечным кроссинговером. Для него условие (1) выполняется
при ε = 1− Pc, если Pc < 1 — константа, не зависящая от x. Условие (1)
выполняется c ε = 1, если один из двух потомков — решение задачи
оптимальной рекомбинации родительских решений (см., например, [10]).

При действии Mut∗ вычисляется особь x′ = Mut∗(x), где каждому
биту x′i, i = 1, . . . , n, независимо от других с заданной вероятностью Pm

присваивается значение 1− xi, а с вероятностью 1− Pm — значение xi.
Степень воздействия кроссинговера и мутации регулируется парамет-

рами Pc и Pm, которые, вообще говоря, могут зависеть от x. Увеличение
вероятности мутации до 0.5 превращает ГА в простой случайный пере-
бор. Уменьшение Pm до нуля приводит к малому разнообразию в попу-
ляции и может вызвать «зацикливание» ГА, когда на каждой итерации
генерируются лишь ранее встречавшиеся особи.

2. Среднее время достижения локального оптимума

Пусть имеется задача NP-максимизации Π = (I, Sol, fx) и задано
некоторое семейство окрестностей N . Пусть h = |{f(x) : x ∈ Sol}| − 1,
т. е. h — число всех неоптимальных значений целевой функции f . То-
гда, начиная с любого решения, локальный поиск достигает локально-
го оптимума не более чем за h улучшающих целевую функцию итера-
ций. Пусть L обозначает минимальную вероятность достижения решения
в пределах окрестности:

L = min
x∈Sol, x′∈N (x)

P{Mut(x) = x′}.

Чем выше величина L, тем больше согласованность оператора мутации
Mut с системой окрестностей N . Численность популяции N , размер тур-
нира s и величину L будем рассматривать как функции от исходных
данных задачи x. Пусть e — число Эйлера.

Лемма 1. Если X0 содержит допустимое решение, s > rN , r > 0,
h > 1, L > 0 и

N >
2(1 + lnh)

Lε(1− 1/e2r)
, (2)

то (i) GA посещает локальный оптимум к итерации h с вероятностью не

менее 1/e, и (ii) локальный оптимум достигается не позднее, чем за eh
итераций GA в среднем.

Доказательство. Заметим, что в начальной популяции особь с наи-
большей приспособленностью является допустимым решением, так как
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приспособленность особей, отвечающих недопустимым решениям, все-
гда меньше приспособленности решений из допустимой области. Пусть
событие Et+1

k , k = 1, . . . , N/2, состоит в выполнении следующих трёх
условий:

(a) из популяции Xt при построении k-й пары потомков следующего
поколения выбирается решение xt

∗ наибольшей приспособленности в Xt;
(b) при построении k-й пары потомков посредством кроссинговера

один из них имеет приспособленность не менее Φ(xt
∗) (пусть для опре-

делённости это x′);
(c) оператор мутации, применённый к x′, осуществляет переход в наи-

лучшее по приспособленности решение в окрестности N (x′), т. е.

Φ(Mut(x′)) = max
y∈N (x′)

Φ(y).

Обозначим через p вероятность наступления хотя бы одного из со-
бытий Et+1

k , k = 1, . . . , N/2, при известной популяции Xt. Найдём оцен-
ку λ 6 p, не зависящую от выбора Xt. Согласно схеме GA P{Et+1

1 } =
· · · = P{Et+1

N/2}, обозначим эту вероятность через q. Ввиду независимости

событий Et+1
k , k = 1, . . . , N/2, при фиксированной Xt имеем

p > 1− (1− q)N/2
> 1− e−qN/2.

Оценим снизу вероятность q:

q > Lε(1− (1− 1/N)2s).

Однако (1− 1/N)2s 6 (1− 1/N)2rN 6 1/e2r, поэтому

q > Lε(1− 1/e2r) = Lc,

где c = ε(1 − 1/e2r). Далее воспользуемся тем, что из последнего нера-
венства и из (2) вытекает

N >
2

Lε (1− 1/e2r)
> 2/q. (3)

Оценим снизу вероятность p. Сначала заметим, что 1 − z/e > e−z при
любом z ∈ [0, 1] и положим z = e−qN/2+1. Тогда ввиду неравенств (3)
и z 6 1 получим p > exp{−e1−qN/2} > exp{−e1−LcN/2}.

От анализа потомков фиксированной популяции Xt перейдём к слу-
чайной последовательности популяций X0, X1, . . . . Заметим, что λh яв-
ляется оценкой снизу для вероятности достичь локальный оптимум за се-
рию из не более h итераций, улучшающих значение рекорда целевой
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функции. Действительно, пусть At = Et
1 + · · ·+Et

N/2, t = 1, 2, . . . . Тогда

P{A1& . . .&Ah} = P{A1}
h−1∏

t=1

P{At+1 | A1& . . .&At} > λh. (4)

Итак, положим λ = exp{−e1−LcN/2}. Снова воспользовавшись усло-
вием (2), получаем оценку снизу для вероятности достичь локальный
оптимум за серию из не более h улучшающих рекорд итераций:

λh = exp{−he1−LcN/2} > exp{−he− lnh} = 1/e.

Утверждение (i) леммы доказано.

Для оценки среднего времени получения локального оптимума рас-
смотрим последовательность серий по h итераций в каждой. Пусть собы-
тием Di, i = 1, 2, . . . , является отсутствие локального оптимума в попу-
ляции в i-й серии. При выполнении условий леммы вероятность каждого
события Di, i = 1, 2, . . . , не превышает µ = 1 − 1/e при любой предыс-
тории работы алгоритма. По аналогии с (4) заключаем, что

P{D1& . . .&Dk} 6 µk.

Таким образом, если через η обозначить случайную величину, равную
номеру первой серии, на которой локальный оптимум получен, то, поль-
зуясь свойствами математического ожидания (см., например, [1]), полу-
чим

E[η] =
∞∑

i=0

P{η > i} = 1 +
∞∑

i=1

P{D1& . . .&Di} 6 1 +
∞∑

i=1

µi = e.

Следовательно, локальный оптимум достигается не позднее, чем за eh
итераций GA в среднем. Лемма 1 доказана.

Пусть через ⌈·⌉ обозначается округление вверх. Тогда в условиях лем-
мы выбор

N = 2

⌈
1 + lnh

Lε(1− 1/e2r)

⌉
, s = ⌈rN⌉ (5)

обеспечивает получение локального оптимума в GA за O(h) итераций
в среднем.

Трудоёмкости операторов Mut и Cross полиномиально ограничены,
а процедура турнирной селекции требует времени O(s) = O(N). Следо-
вательно, имеет место
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Теорема 1. Если задача Π = (I, Sol, fx) и функция L−1(x) полино-

миально ограничены, а популяция X0 алгоритма GA всегда содержит

допустимое решение, то при размере популяции и размере турнира, вы-

бранных согласно (5), GA впервые посещает локальный оптимум за по-

линомиально ограниченное в среднем время.

Заметим, что сделанное в разд. 1 предположение о полиномиаль-
ной вычислимости отображения N не гарантирует того, что мощность
окрестности полиномиально ограничена, т. е. |N (x)| при любом x ∈ Sol
ограничена полиномом от |x|. Если отображение N удовлетворяет по-
следнему условию, то его называют полиномиально ограниченным [17].
Для такого N существует оператор мутации Mut(x), вычислимый за по-
линомиально ограниченное время и задающий равномерное распреде-
ление особей-потомков на множестве N (x) при заданном x. Тогда 1/L
также ограничена сверху некоторым полиномом от |x|. Таким образом,
теорема 1 применима ко многим известным семействам окрестностей для
задач NP-оптимизации.

Пусть δ(x,y) обозначает расстояние Хэмминга между двоичными
строками x и y.

Определение 4. Пусть Π — задача NP-оптимизации. Семейство
окрестностей N называется k-ограниченным [9], если для любых x ∈ Sol
и y ∈ N (x) выполнено δ(x,y) 6 k, где k — константа.

Оператор мутации Mut∗ классического ГА [15] строит строку y при

мутации x с вероятностью P
δ(x,y)
m (1 − Pm)

n−δ(x,y). Заметим, что веро-
ятность P k

m(1 − Pm)
n−k как функция от Pm ∈ [0, 1] достигает своего

максимума при Pm = k/n. Следующее утверждение даёт оценку сни-
зу вероятности P{Mut∗(x) = y} для любого y ∈ N (x) при оптимальном
в указанном смысле выборе Pm = k/n.

Утверждение 1. Пусть семейство окрестностей N k-ограничено

и k 6 n/2. Тогда при Pm = k/n для любых x ∈ Sol и y ∈ N (x)

P{Mut∗(x) = y} >

(
k

en

)k

.

Доказательство. При x ∈ Sol и y ∈ N (x) имеем

P{Mut∗(x) = y} =

(
k

n

)δ(x,y)(
1− k

n

)n−δ(x,y)

>

(
k

n

)k (
1− k

n

)n−k

,

так как Pm = k/n 6 1/2. Далее, ∂(1− k/n)n−k/∂n < 0 при n > k, кроме
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того, (1 − k/n)n−k → 1/ek при n → ∞. Следовательно, (1 − k/n)n−k >

1/ek, откуда вытекает требуемое неравенство. Утверждение 1 доказано.

3. Среднее время получения оптимума в двух специальных

семействах задач

3.1. Семейство задач ONEMAX∗∗. В качестве примера применения
леммы 1 и утверждения 1 рассмотрим семейство одноэкстремальных за-
дач, часто используемых при анализе эволюционных алгоритмов [11].

Определим семейство ONEMAX∗ целевых функций вида δ(x, a), где
a ∈ {0, 1}n — оптимальное решение. Тогда ONEMAX∗∗ определяется как
семейство функций ϕ ◦ g, где g ∈ ONEMAX∗, ϕ : Z+ → R — строго моно-
тонно возрастающая функция, Z+ — множество неотрицательных целых
чисел, а R — множество вещественных чисел. Требуется максимизиро-
вать функцию f ∈ ONEMAX∗∗ на множестве Sol = B. Заметим, что
без потери общности достаточно рассматривать ϕ с натуральными зна-
чениями. В качестве функции приспособленности для f ∈ ONEMAX∗∗

естественно выбрать Φ(x) ≡ f(x).
В системе окрестностей, порождённой метрикой Хэмминга радиуса 1,

точка a является единственным локальным оптимумом, а значит, и гло-
бальным. Согласно утверждению 1 при Pm = 1/n, n > 1, для любых
x ∈ Sol и y ∈ N (x)

P{Mut∗(x) = y} > 1/(en).

По лемме 1 заключаем, что при s = rN , r > 0, и N =
⌈2en(1+lnn)
ε(1−1/e2r)

⌉
ГА

впервые посещает оптимум в среднем не позднее, чем за en итераций.
Трудоёмкость турнирной селекции в таком ГА составляет O(N). Если
предположить, что кроссинговер, мутация и вычисление целевой функ-
ции могут быть выполнены за некоторое время T , то ГА впервые посе-
щает оптимум в среднем за время O(Tn3 ln2 n). В классическом ГА [15],
например, T = O(n), т. е. оптимум впервые достигается в среднем за вре-
мя O(n4 ln2 n).

3.2. Семейство задач вершинного покрытия графа G(ℓ). За-
дача о наименьшем вершинном покрытии (ЗВП) формулируется следу-
ющим образом. Пусть G = (V,E) — граф с множествами вершин V
и рёбер E. Подмножество C ⊆ V называется вершинным покрытием,
если каждое ребро из E инцидентно хотя бы одной вершине из C. Тре-
буется найти вершинное покрытие наименьшей мощности.

Рассмотрим семейство ЗВП специального вида, где граф G(ℓ) состо-
ит из ℓ трёхвершинных полных подграфов, не связанных между собой,
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ℓ = 1, 2, . . . . Очевидно, что каждый из треугольных подграфов оптималь-
но покрывается двумя вершинами, а неоптимально – тремя. Несмотря
на простоту данной задачи, как показано в [7], некоторые известные ал-
горитмы типа ветвей и границ имеют экспоненциально возрастающую
трудоёмкость с увеличением числа вершин графа.

Пусть вершины и рёбра графа пронумерованы, а каждому ребру ei
из E при кодировке решений из множества Sol сопоставлен один бит xi,
i = 1, . . . , n, n = |E|. Предположим, что для каждого ei нулевое зна-
чение бита xi означает включение в множество C(x) вершины, инци-
дентной ei, с меньшим порядковым номером, а значение xi = 1 означает
включение вершины с бо́льшим номером. Очевидно, при таком способе
представления решений любая строка x ∈ B кодирует допустимое реше-
ние, т. е. C(x) — покрытие.

В качестве функции приспособленности для ЗВП достаточно выбрать
строго монотонно убывающую функцию от |C(x)|. Пусть Φ(x) = |V | −
|C(x)|. В таком случае для графа G(ℓ) значение Φ(x) совпадает с числом
компонент связности, оптимально покрытых вершинами C(x).

В системе окрестностей, порождённой метрикой Хэмминга радиуса 1,
любой локальный оптимум является и глобальным. Аналогично преды-
дущему примеру получаем P{Mut∗(x) = y} > 1/en, где n = 3ℓ. По
лемме 1 при s = rN , где r > 0 и N =

⌈ 6eℓ(1+ln ℓ)
ε(1−1/e2r)

⌉
, ГА впервые посещает

оптимум в среднем не позднее, чем за eℓ итераций, т. е. среднее время
его работы до получения оптимума полиномиально ограничено.

4. Анализ задач с гарантированными локальными оптимумами

Применим теорему 1 для оценки возможностей генетического алго-
ритма отыскивать приближённые решения с априорной оценкой точно-
сти.

Определение 5. Пусть Π — полиномиально ограниченная задача
NP-оптимизации. Задача Π принадлежит классу задач с гарантирован-
ными локальными оптимумами (GLO) [9], если выполняются следую-
щие два условия:

(i) по крайней мере одно допустимое решение yx ∈ Sol для любо-
го входа x ∈ I может быть вычислено за полиномиально ограниченное
время;

(ii) существует k ∈ N такое, что все локальные оптимумы задачи Π
относительно некоторого k-ограниченного семейства окрестностей име-
ют константную оценку точности.
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Примерами задач из класса GLO являются задача о максимальной
выполнимости булевой формулы, задачи о наибольшем независимом мно-
жестве, о наименьшем доминирующем множестве вершин и о наимень-
шем вершинном покрытии в графах со степенью вершин, ограниченной
константой, а также задача о максимальном разрезе графа [9].

Если задача NP-оптимизации Π лежит в классе GLO, то ввиду утвер-
ждения 1 при k 6 n/2 для любых x ∈ Sol и y ∈ N (x) оператор мута-
ции Mut∗ при Pm = k/n удовлетворяет условию

P{Mut∗(x) = y} > 1/poly(|x|),

где poly — некоторый полином. Вероятность P{Mut∗(x) = y} ограничена
снизу положительной константой при n/2 < k < n. Таким образом, из
теоремы 1 вытекает

Следствие 1. Пусть Π — задача из класса GLO, n > k и популя-

цияX0 содержит yx. Тогда ГА с оператором мутации Mut∗ при Pm = k/n
и параметрах N и s, выбранных согласно (5), получает решение с кон-

стантной оценкой точности в среднем за полиномиально ограниченное

время.
Заключение

Основные результаты устанавливают новые свойства генетических
алгоритмов с точки зрения локальной оптимизации. Полученные оцен-
ки трудоёмкости в среднем и предложенные значения настраиваемых
параметров позволяют судить о тенденциях генетических алгоритмов,
связанных с ростом размера турнира и численности популяции.
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нетические алгоритмы и нечёткие системы. — М: Горячая линия — Теле-
ком, 2006. — 452 с.

7. СайкоЛ.А. Исследование мощности L-накрытий некоторых задач о по-
крытии // Дискрет. оптимизация и анализ сложных систем: Сб. науч.
тр. — Новосибирск: ВЦ СО АН СССР, 1989. — C. 76–97.

8. Aarts E. H. L., Lenstra J. K. Introduction // Local search in combinatorial
optimization. — New York: John Wiley & Sons Ltd., 1997. — P. 1–19.

9. AusielloG., Protasi M. Local search, reducibility and approximability of
NP-optimization problems // Inf. Process. Lett. — 1995. — Vol. 54. —
P. 73–79.

10. Balas E., Niehaus W. Optimized crossover-based genetic algorithms for the
maximum cardinality and maximum weight clique problems // J. Heurist. —
1998. — Vol. 4, N 2. — P. 107–122.

11. Droste S., Jansen T., Wegener I. Upper and lower bounds for random-
ized search heuristics in black-box optimization // Theory Comput. Syst. —
2006. — Vol. 39, N 4. — P. 525–544.

12. Eremeev A. V. Modeling and analysis of genetic algorithm with tournament
selection // Proc. Artificial Evolution Conf. (Dunkerque, France, November
3–5, 1999). — Berlin: Springer-Verl., 2000. — P. 84–95. (Lect. Notes Comp.
Sci.; Vol. 1829.)

13. Eremeev A. V., ReevesC. R. Evolutionary algorithms in discrete opti-
mization // Discrete Optimization and Operations Research Conf. (Novosi-
birsk, June 24–28, 2002). Abstr. — Novosibirsk, IM Press, 2000. — P. 40–45.

14. GoldbergD. E. A note on Boltzmann tournament selection for genetic al-
gorithms and population-oriented simulated annealing // Complex Syst. —
Vol. 4. — P. 445–460.

15. Holland J. Adaptation in natural and artificial systems. — Ann Arbor: Univ.
Michigan Press, 1975. — 183 p.

16. ReevesC.R. Genetic algorithms for the operations researcher // INFORMS
J. Comput. — 1997. — Vol. 9, N 3. — P. 231–250.
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