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Аннотация. Установлено, что сложность реализации в классе обоб-
щённых (троичных) π-схем троичного счётчика кратности 3, завися-
щего от трёх переменных, равна 18.

Ключевые слова: сложность, обобщённая π-схема, тернарная ли-
нейная функция.

Под q-ичной параллельно-последовательной контактной схемой

(π-схемой) понимается обычная (двоичная) π-схема, контактам которой
приписаны символы xδi , i = 1, . . . , n, δ = 0, 1, . . . , q − 1. При этом xδi —
не булева переменная или её отрицание, а функция от xi, определённая
на Bq = {0, 1, . . . , q − 1} и принимающая значения из {0, 1}. Значение
функции xδi равно 1, если xi = δ, и равно 0, если xi 6= δ. Для определён-
ных таким образом переменных естественно ввести операции дизъюнк-
ции и конъюнкции. Поэтому любой обобщённой π-схеме будет соответ-
ствовать формула, сложность которой определяется числом вхождений
в неё переменных.

Функция f : Bn
q → {0, 1} проводимости q-ичной π-схемы определя-

ется по аналогии с двоичным случаем: по определению q-ичная π-схе-
ма реализует функцию f(x1, . . . , xn) =

∨
C

KC , где дизъюнкция берётся

по всем простым (без самопересечений) цепям, соединяющим полюсы
схемы, а KC — это конъюнкция всех функций xδ1i1 , . . . , x

δk
ik

, приписанных
контактам цепи C. Как и в двоичном случае, говорим, что контакт, по-
меченный xδi , замкнут на наборе (α1, . . . , αn) ∈ Bn

q , если αi = δ, и разо-
мкнут в противном случае.
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Сложностью L(S) q-ичной π-схемы S называется число контактов
в S. Сложностью Lπ(f) функции f : Bn

q → {0, 1} в классе π-схем называ-
ется min

S
L(S), где минимум берётся по всем q-ичным π-схемам, реализу-

ющим f . На множестве Bn
q определим следующую функцию (линейную

функцию, существенно зависящую от всех своих переменных):

ϕq(x1, . . . , xn) =

{
1, если x1 + . . .+ xn = 0 (mod q),
0 в противном случае.

В [4] установлено, что при q > 2, n > 3

Lπ(ϕq(x1, . . . , xn)) >





max

{
2qn− q,

qnn2

qn − (q − 1)n − (−1)n(q − 1)

}

при n = 1 (mod q),

max

{
2qn− q,

qnn2

qn − (q − 1)n + (−1)n

}

при n 6= 1 (mod q).

В частности, Lπ(ϕ3(x1, x2, x3)) > 15 при q = n = 3.
Результатом настоящей работы является точное значение сложности

функции ϕ3(x1, x2, x3).

Теорема 1. Для функции ϕ3(x1, x2, x3) справедливо равенство

Lπ(ϕ3(x1, x2, x3)) = 18.

Доказательство. Через (π1(δ), π2(δ), π3(δ)), δ = 0, 1, 2, обозначим
циклический сдвиг вектора (0, 1, 2) на δ позиций вправо.

Нетрудно проверить, что троичная π-схема, соответствующая фор-
муле

( ∧

δ=0,1,2

(
xδ1 ∨ xδ2 ∨ xδ3

))∨( ∧

δ=0,1,2

(
x
π1(δ)
1 ∨ xπ2(δ)

2 ∨ xπ3(δ)
3

))
,

имеет сложность 18 и реализует функцию ϕ3(x1, x2, x3). Следовательно,
справедливо неравенство

Lπ(ϕ3(x1, x2, x3)) 6 18.

Докажем, что Lπ(ϕ3(x1, x2, x3)) > 18. Доказательство опирается на
подход В. М. Храпченко к получению нижних оценок сложности
π-схем [1–6], основная идея которого сформулирована в лемме 1.
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Пусть f(x1, . . . , xn) — произвольная функция, заданная на Bn
q , зна-

чения которой принадлежат {0, 1},

N0(f(x1, . . . , xn)) =
{
(α1, . . . , αn) ∈ Bn

q | f(α1, . . . , αn) = 0
}
,

N1(f(x1, . . . , xn)) =
{
(β1, . . . , βn) ∈ Bn

q | f(β1, . . . , βn) = 1
}
.

Для произвольной π-схемы S множество её контактов будем обозна-
чать через K(S).

Лемма 1. Для произвольных непостоянной функции f : Bn
q → {0, 1}

и реализующей её q-ичной π-схемы S существует отображение

H : N0(f(x1, . . . , xn))×N1(f(x1, . . . , xn)) → K(S),

удовлетворяющее условию: если произвольный контакт k ∈ K(S) поме-
чен символом xδi , то H−1(k) = A × B, где A — подмножество N0

(
xδi ∨

f(x1, . . . , xn)
)
, B — подмножество N1

(
xδi ∧ f(x1, . . . , xn)

)
.

Доказательство. Пусть S — произвольная q-ичная π-схема, реали-
зующая функцию f(x1, . . . , xn).

Цепью π-схемы S называется простая цепь в S, соединяющая полю-
сы схемы. Тупиковым сечением π-схемы S называется минимальное по
включению множество контактов этой схемы, имеющее общий контакт
с каждой цепью схемы. Индукцией по сложности π-схемы нетрудно до-
казать, что каждая цепь и каждое тупиковое сечение π-схемы S имеют
ровно один общий контакт [5].

Отображение H : N0(f(x1, . . . , xn))×N1(f(x1, . . . , xn)) → K(S) опре-
делим следующим образом. Заметим, что для каждого набора (α1, . . .,
αn) из N0(f(x1, . . . , xn)) найдётся тупиковое сечение π-схемы S, все кон-
такты которого разомкнуты на этом наборе. Поставим это сечение в со-
ответствие с (α1, . . . , αn). Точно так же для каждого набора (β1, . . . , βn)
из N1(f(x1, . . . , xn)) найдётся цепь π-схемы S, все контакты которой за-
мкнуты на этом наборе. Поставим эту цепь в соответствие с (β1, . . . , βn).

По определению отображение

H : N0(f(x1, . . . , xn))×N1(f(x1, . . . , xn)) → K(S)

каждой паре наборов

((α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn)) ∈ N0(f(x1, . . . , xn))×N1(f(x1, . . . , xn))

ставит в соответствие тот единственный контакт π-схемы S, который
является общим для тупикового сечения, соответствующего (α1, . . . , αn),
и цепи, соответствующей (β1, . . . , βn).



6 С. В. Августинович, Ю. Л. Васильев, К. Л. Рычков6 С. В. Августинович, Ю. Л. Васильев, К. Л. Рычков6 С. В. Августинович, Ю. Л. Васильев, К. Л. Рычков

Покажем, что отображение H удовлетворяет условию леммы. Пусть
k ∈ K(S) — произвольный контакт π-схемы S, и пусть xδi — метка кон-
такта k. Обозначим множество наборов (α1, . . . , αn) ∈ N0(f(x1, . . . , xn))
таких, что соответствующие им тупиковые сечения π-схемы S содер-
жат контакт k, через A. Через B обозначим множество таких наборов
(β1, . . . , βn) ∈ N1(f(x1, . . . , xn)), что соответствующие этим наборам цепи
π-схемы S содержат контакт k. Ясно, что H−1(k) = A × B. Включение
A ⊆ N0

(
xδi ∨ f(x1, . . . , xn)

)
следует из того, что контакт k разомкнут на

каждом наборе (α1, . . . , αn) ∈ A. Включение B ⊆ N1

(
xδi ∧ f(x1, . . . , xn)

)

следует из того, что на каждом наборе (β1, . . . , βn) ∈ B контакт k за-
мкнут. Лемма 1 доказана.

Пусть S — произвольная π-схема, реализующая функцию ϕ3(x1, x2,
x3). Докажем, что L(S) > 18. Для этого рассмотрим отображение

H : N0(ϕ3(x1, x2, x3))×N1(ϕ3(x1, x2, x3)) → K(S),

существование которого утверждает лемма 1.
Пусть

A1 =
{
α = (α1, α2, α3) ∈ B3

3 | α1 + α2 + α3 = 1 (mod 3)
}
,

A0 =
{
β = (β1, β2, β3) ∈ B3

3 | β1 + β2 + β3 = 0 (mod 3)
}
.

Отметим, что

A1 ⊆ N0(ϕ3(x1, x2, x3)), A0 = N1(ϕ3(x1, x2, x3)).

Множество B3
3 будем рассматривать как векторное пространство над

полем GF (3). Введём следующие обозначения:

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1);

Ri = {(α, β) ∈ A1 ×A0 | α− β = ei}, i = 1, 2, 3;

Rδ
i = {(α, β) ∈ Ri | βi = δ}, i = 1, 2, 3, δ = 0, 1, 2;

R = R1 ∪R2 ∪R3.

Рассмотрим также отображение h : R → K(S), являющееся сужением
отображения H на множество R.

Заметим, что если контакт k ∈ K(S) помечен xδi , i ∈ {1, 2, 3}, δ ∈
{0, 1, 2}, то h−1(k) ⊆ Rδ

i . Это следует из того, что в силу леммы 1

h−1(k) ⊆ H−1(k) ⊆ N0

(
xδi ∨ ϕ3(x1, x2, x3)

)
×N1

(
xδi ∧ ϕ3(x1, x2, x3)

)
.
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Поэтому |h−1(k)| 6 |Rδ
i | = 3.

Пусть
yi = |{ k ∈ K(S) | |h−1(k)| = i }|, i = 1, 2, 3.

Неравенство L(S) > 18 является следствием очевидного неравенства

L(S) > y1 + y2

и следующей системы соотношений:
{
y1 + 2y2 + 3y3 = 27,
y2 + 3y3 6 9.

Равенство y1 + 2y2 + 3y3 = 27 вытекает из очевидных равенств

y1 + 2y2 + 3y3 = |R|, |R| = 27.

Докажем, что y2+3y3 6 9. Для каждого i ∈ Z определим вектор ei ∈ B3
3 ,

отображение Ci : A1 × A0 → A1 × A0 и множество Di ⊆ A1 × A0 по
следующим правилам:

ei =





e1, если i = 1 (mod 3),
e2, если i = 2 (mod 3),
e3, если i = 3 (mod 3);

Ci((α, β)) = (β + ei, α− ei), (α, β) ∈ A1 ×A0;

Di = {(α, β) ∈ A1 ×A0 | α− β = 2ei + ei+1 + ei+2}.
Отметим, что, если i = j (mod 3), то Ci ≡ Cj , Di = Dj . Заметим также,
что |D1| = |D2| = |D3| = 9, множества D1, D2, D3 попарно не пересекают-
ся и для любого d ∈ D1 имеют место включения C3(d) ∈ D2, C2(d) ∈ D3.

Определим множество T , элементами которого являются следующие
девять трёхэлементных подмножеств множества D1 ∪D2 ∪D3:

T = {{d, C3(d), C2(d)} | d ∈ D1}.

Множество M ⊆ A1 × A0 будем называть независимым, если для
любых двух пар (α, β), (γ, λ) ∈M из неравенства (α, β) 6= (γ, λ) следует,
что α 6= γ и β 6= λ.

Для M ⊆ A1 ×A0 обозначим

M̂ = {α ∈ A1 | ∃α′ ∈ A0 (α, α
′) ∈M} × {β ∈ A0 | ∃β′ ∈ A1 (β

′
, β) ∈M}.

Множество M̂ будем называть замыканием множества M .
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Заметим, что каждое множество Rδ
i (а также каждое его подмноже-

ство), i = 1, 2, 3, δ = 0, 1, 2, является независимым. Кроме того, для
любого независимого множества M справедливо равенство |M̂ | = |M |2.

Каждому контакту k ∈ K(S) поставим в соответствие подмножество

T (k) = {t ∈ T | ĥ−1(k) ∩ t 6= ∅}

множества T . Покажем, что система подмножеств T (k), k ∈ K(S), мно-
жества T обладает свойствами, сформулированными в леммах 2 и 3.

Лемма 2. Множества T (k), k ∈ K(S), попарно не пересекаются.

Лемма 3. Для каждого k ∈ K(S) справедливо равенство

|T (k)| = |h−1(k)|2 − |h−1(k)|
2

.

Следующие соотношения являются очевидными следствиями лемм 2
и 3: ∑

k∈K(S)

|T (k)| 6 |T |,

|T (k)| =





0, если |h−1(k)| = 1,
1, если |h−1(k)| = 2, k ∈ K(S).
3, если |h−1(k)| = 3,

Неравенство y2+3y3 6 9 непосредственно вытекает из этих соотношений.
Доказательства лемм 2 и 3 опираются на леммы 4–6.
Множество M называется разбиением множества D, если каждый

элемент M есть некоторое подмножество D, элементы M попарно не
пересекаются и

⋃
m∈ M

m = D.

Для каждого k ∈ K(S) определим множество

T ′(k) = {ĥ−1(k) ∩ t | t ∈ T (k)}.

Лемма 4. Множество T является разбиением множестваD1∪D2∪D3.

Лемма 5. Для любых k ∈ K(S) и t ∈ T (k) имеет место равенство
|ĥ−1(k) ∩ t| = 2.

Лемма 6. Для любого k ∈ K(S) множество T ′(k) является разбие-
нием множества ĥ−1(k) \ h−1(k).

В свою очередь, доказательства лемм 4–6 основаны на свойствах
отображений Ci, i ∈ Z, множеств Di, i ∈ Z, и множества T , сформу-
лированных в леммах 7–12.
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Лемма 7. Пусть контакт k из K(S) помечен xδi , i ∈ {1, 2, 3}, δ ∈
{0, 1, 2}. Тогда для любого d ∈ A1 ×A0 из включения d ∈ ĥ−1(k) следует
включение Ci(d) ∈ ĥ−1(k).

Доказательство. Пусть d = (α, β) ∈ ĥ−1(k). Определение замыка-
ния множества влечёт существование таких β

′ ∈ A1 и α′ ∈ A0, что выпол-
нены включения (β

′
, β) ∈ h−1(k) и (α, α′) ∈ h−1(k). Из этих включений

следует также, что (β
′
, α′) ∈ ĥ−1(k). Покажем, что (β

′
, α′) = Ci((α, β)).

Действительно, из леммы 1 вытекает (как показано выше), что h−1(k) ⊆
Rδ

i ⊆ Ri, поэтому выполнены равенства β
′
= β+ei и α′ = α−ei. Лемма 7

доказана.

Лемма 8. Для любых i ∈ Z и d ∈ A1 × A0 справедливо равенство
Ci(Ci(d)) = d.

Лемма 9. Для любых i ∈ Z и d ∈ Di имеют место равенства

Ci+2(Ci(Ci+1(d))) = d, Ci+1(Ci(Ci+2(d))) = d.

Лемма 10. Для любых i ∈ Z и d ∈ Di справедливы включения
Ci+2(d) ∈ Di+1, Ci+1(d) ∈ Di+2.

Справедливость лемм 8–10 непосредственно вытекает из определения
отображений Ci, i ∈ Z, и множеств Di, i ∈ Z.

Лемма 11. Для любых i ∈ Z и d ∈ Di справедливо включение
{d, Ci+2(d), Ci+1(d)} ∈ T.

Доказательство. Указанное включение следует из определения мно-
жества T и следующих утверждений.

При i = 1 (mod 3) выполнены соотношения

d ∈ Di = D1, Ci+2(d) = C3(d), Ci+1(d) = C2(d).

При i = 2 (mod 3) имеют место соотношения

Ci+1(d) ∈ Di+2 = D1 (лемма 10),

d = Ci+1(Ci+1(d)) = C3(Ci+1(d)) (лемма 8),

Ci+2(d) = Ci(Ci+1(d)) = C2(Ci+1(d)) (леммы 9, 8).

При i = 3 (mod 3) справедливы соотношения

Ci+2(d) ∈ Di+1 = D1 (лемма 10),
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Ci+1(d) = Ci(Ci+2(d)) = C3(Ci+2(d)) (леммы 9, 8),

d = Ci+2(Ci+2(d)) = C2(Ci+2(d)) (лемма 8).

Лемма 11 доказана.

Лемма 12. Для любых i ∈ {1, 2, 3}, δ ∈ {0, 1, 2} и M ⊆ Rδ
i верны

соотношения

R̂δ
i ⊆ Rδ

i ∪Di+1 ∪Di+2, M̂ \M ⊆ Di+1 ∪Di+2.

Доказательство. Заметим, что для любых i ∈ {1, 2, 3} и δ ∈ {0, 1, 2}
имеет место равенство

R̂δ
i = {α ∈ A1 | αi = δ + 1} × {β ∈ A0 | βi = δ}.

Поэтому для любого (α, β) ∈ R̂δ
i выполнено одно из следующих трёх

равенств:

α− β = ei, α− β = ei + 2ei+1 + ei+2, α− β = ei + ei+1 + 2ei+2.

В первом случае (α, β) ∈ Rδ
i , во втором — (α, β) ∈ Di+1, в третьем —

(α, β) ∈ Di+2. Первое соотношение доказано.
Пусть (α, β) ∈ M̂ \M . Тогда из включения M ⊆ Rδ

i ⊆ Ri и опреде-
ления множества M̂ следует, что (α, α − ei) ∈ M и (β + ei, β) ∈ M . Из
этих включений и из того, что (α, β) /∈M , вытекает, что α− β 6= ei. По-
этому (α, β) /∈ Rδ

i . Тем самым (α, β) ∈ Di+1 ∪Di+2. Второе соотношение
и лемма 2 доказаны.

Доказательство леммы 4. В силу леммы 11 имеем
⋃

t∈ T

t = D1 ∪D2 ∪D3.

Поэтому из равенства
∑
t∈ T

|t| = 27 = |D1∪D2∪D3| следует, что элементы

множества T попарно не пересекаются. Таким образом, множество T
является разбиением множества D1 ∪D2 ∪D3. Лемма 4 доказана.

Доказательство леммы 5. Пусть контакт k ∈ K(S) помечен xδj ,
j ∈ {1, 2, 3}, δ ∈ {0, 1, 2}, и пусть t ∈ T (k). Тогда h−1(k) ⊆ Rδ

j в силу

леммы 1. Поэтому из леммы 12 следует, что ĥ−1(k) ⊆ Rδ
j ∪Dj+1 ∪Dj+2.

Учитывая, что R ∩ (D1 ∪D2 ∪D3) = ∅ и t ⊆ D1 ∪D2 ∪D3, имеем

ĥ−1(k) ∩ t ⊆ Dj+1 ∪Dj+2, (ĥ−1(k) ∩ t) ∩Dj = ∅.
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Из определения T (k) вытекает, что ĥ−1(k) ∩ t 6= ∅. Через d обозна-
чим произвольный элемент множества ĥ−1(k)∩ t. Возможны два случая:
d ∈ Dj+1 и d ∈ Dj+2.

Случай 1: d ∈ Dj+1. В силу лемм 4 и 11 справедливо равенство
t = {d, Cj+3(d), Cj+2(d)}. Покажем, что ĥ−1(k) ∩ t = {d, Cj+3(d)}. Дей-
ствительно, Cj+3(d) = Cj(d) ∈ ĥ−1(k) ∩ t в силу леммы 7. Из леммы 10
следует, что Cj+2(d) ∈ Dj+3 = Dj . Поэтому Cj+2(d) /∈ ĥ−1(k) ∩ t.

Случай 2: d ∈ Dj+2. Ввиду лемм 4 и 11 справедливо равенство
t = {d, Cj+4(d), Cj+3(d)}. Покажем, что ĥ−1(k) ∩ t = {d, Cj+3(d)}. Дей-
ствительно, Cj+4(d) ∈ Dj+3 = Dj в силу леммы 10. Поэтому Cj+4(d) /∈
ĥ−1(k)∩ t. Из леммы 7 следует, что Cj+3(d) = Cj(d) ∈ ĥ−1(k)∩ t. Лемма 5
доказана.

Доказательство леммы 6. Пусть k — произвольный контакт из
множества K(S). Из леммы 4 следует, что T ′(k) является разбиением
множества ĥ−1(k)∩ (D1∪D2∪D3). Для завершения доказательства лем-
мы 6 осталось показать, что

ĥ−1(k) ∩ (D1 ∪D2 ∪D3) = ĥ−1(k) \ h−1(k).

Пусть контакт k ∈ K(S) помечен xδi , i ∈ {1, 2, 3}, δ ∈ {0, 1, 2}. В силу
леммы 1 имеем h−1(k) ⊆ Rδ

i ⊆ R. Поэтому R∩ (D1∪D2∪D3) = ∅ влечёт
включение

ĥ−1(k) ∩ (D1 ∪D2 ∪D3) ⊆ ĥ−1(k) \ h−1(k).

Ввиду леммы 12 из h−1(k) ⊆ Rδ
i следует, что

ĥ−1(k) \ h−1(k) ⊆ D1 ∪D2 ∪D3.

Поэтому справедливо включение

ĥ−1(k) ∩ (D1 ∪D2 ∪D3) ⊇ ĥ−1(k) \ h−1(k).

Лемма 6 доказана.

Доказательство леммы 2. Предположим, напротив, что для кон-
тактов k1, k2 ∈ K(S), k1 6= k2, справедливо T (k1)∩ T (k2) 6= ∅. Пусть t —
произвольный элемент множества T (k1) ∩ T (k2). Из леммы 5 следует,
что |ĥ−1(k1) ∩ t| = 2 и |ĥ−1(k2) ∩ t| = 2. Поскольку |t| = 3, существует
такой элемент d ∈ t, что d ∈ ĥ−1(k1) ∩ ĥ−1(k2). Но в силу леммы 1 спра-
ведливы включения ĥ−1(k1) ⊆ H−1(k1) и ĥ−1(k2) ⊆ H−1(k2). Так как
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H−1(k1)∩H−1(k2) = ∅, то и ĥ−1(k1)∩ ĥ−1(k2) = ∅. Полученное противо-
речие показывает, что наше предположение неверно. Лемма 2 доказана.

Доказательство леммы 3. Из лемм 5 и 6 следует, что для любого
k ∈ K(S) справедливо равенство

|T ′(k)| = |ĥ−1(k) \ h−1(k)|
2

=
|h−1(k)|2 − |h−1(k)|

2
.

Для завершения доказательства осталось заметить, что |T (k)| = |T ′(k)|.
Лемма 3 и теорема 1 доказаны.
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