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Аннотация. Предлагается алгоритм, определяющий число незави-
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Введение

Независимым множеством в обыкновенном графе называется мно-
жество попарно не смежных вершин. Независимое множество называ-
ется наибольшим, если оно содержит максимальное количество вершин.
Размер наибольшего независимого множества графа G называется чис-

лом независимости и обозначается через α(G). Задача о независимом

множестве для данного графа состоит в нахождении его наибольшего
независимого множества. Хорошо известно, что задача о независимом
множестве полиномиально эквивалентна задаче вычисления числа неза-
висимости. Для краткости задачу о независимом множестве будем на-
зывать задачей НМ. Хорошо известно, что эта задача NP-полна в клас-
се всех графов и остаётся таковой даже при значительных сужениях
этого класса графов. В то же время известны и некоторые ≪области
эффективности≫, т. е. классы графов, для которых задача о независи-
мом множестве имеет полиномиальную сложность.
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Класс графов X называется наследственным, если он замкнут отно-
сительно изоморфизма и удаления вершин. Любой наследственный класс
(и только наследственный класс) графов X может быть задан множе-
ством своих запрещённых порождённых подграфов S. В этом случае
принята запись X = Free(S).

Если |V (G)| 6 4, то сложностной статус задачи НМ в классе
Free({G}) известен. Именно, задача НМ полиномиальна для графов из
этого класса тогда и только тогда, когда G — лес. Более того, среди
всех связных графов G с пятью вершинами случай простого пути явля-
ется единственным, для которого статус задачи НМ в классе Free({G})
остаётся открытым вопросом [9]. Имеются многочисленные примеры ра-
бот, в которых к графу P5 добавляется один или несколько других за-
прещённых порождённых подграфов и доказывается полиномиальная
разрешимость задачи НМ для полученного класса [2–10]. Доказано, что
для любого графа G с не более чем пятью вершинами, отличного от
P5 и C5, в классе графов Free({P5, G}) задача НМ полиномиально раз-
решима [9]. Вопрос для класса Free({P5, C5}) пока остаётся открытым.
Имеется ряд результатов о собственных подклассах класса Free({P5, C5})
с полиномиально разрешимой задачей НМ.

Основной результат этой работы — доказательство полиномиаль-
ной разрешимости задачи о независимом множестве для бесконечно-
го семейства наследственных подклассов вида Free({P5, C5,Kp}), p>2,
класса Free({P5, C5}). Именно, для любого n-вершинного графа из
Free({P5, C5,Kp}) задача НМ может быть решена за время O(np+O(1)).
Отметим, что для любого p > 2 задача НМ NP-полна в классе графов
Free({C5,Kp}), и её вычислительный статус в Free({C5,Kp}) неизвестен.

Используются следующие обозначения:
Pk = (x1, x2, . . . , xk) — простой путь с k вершинами такой, что

(x1, x2) ∈ E(Pk), (x2, x3) ∈ E(Pk), . . . , (xk−1, xk) ∈ E(Pk),

G \ S — граф, получаемый удалением из G всех вершин, принадле-
жащих S ⊆ V (G), Sk(x) — множество вершин графа, отстоящих от x
в точности на расстоянии k.

1. Результаты работы

Будем говорить, что вершина a смежно поглощает вершину b, если
вершины a и b смежные и N(b)\{a} ⊆ N(a)\{b}. Значение этого понятия
состоит в том, что при удалении любой смежно поглощающей вершины
из графа не изменяется число независимости.
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Лемма 1 [1]. Если a — смежно поглощающая вершина в графе G, то
α(G) = α(G \ {a}).

Из леммы 1 следует, что задача НМ для любого наследственного
класса полиномиально сводится к той же задаче для несжимаемых гра-
фов из этого класса, т. е. графов без смежно поглощающих вершин.

Лемма 2. В графе G ∈ Free({P5, C5}), содержащем порождённый
путь P3 = (x, y, z), либо N(x) ⊆ N(y) ∪N(z), либо N(z) ⊆ N(y) ∪N(x).

Доказательство. Предположим противное, тогда существуют та-
кие вершины u и v, что u ∈ N(x)\(N(y)∪N(z)) и v ∈ N(z)\(N(x)∪N(y)).
Тем самым вершины u, x, y, z, v порождают в G либо подграф P5 (если
(u, v) 6∈ E(G)), либо подграф C5 (если (u, v) ∈ E(G)); противоречие.
Лемма 2 доказана.

Из леммы 2 следует, что в несжимаемом графе без порождённых под-
графов P5 и C5, содержащем простой путь P3, можно так обозначить
вершины этого пути переменными x, y, z, что вершина y будет смежна
с вершинами x, z и выполняется включение N(x) \N(y) ⊇ N(z) \N(y).
Дополнительно к выполнению этого условия далее будем всегда предпо-
лагать, что для рассматриваемого пути P3 множество N(x)∪N(y)∪N(z)
имеет наибольшую мощность.

Лемма 3. Для любых несжимаемого графа G ∈ Free({P5, C5}), со-
держащего порождённый путь P3 = (x, y, z), и вершины v ∈ N(x) \
(N(y) ∪ {y}) выполнено включение

N(v) ⊆ N(x) ∪N(y) ∪N(z).

Доказательство. Предположим, что для v ∈ N(x) \ (N(y) ∪ {y})
существует смежная с ней вершина u 6∈ N(x) ∪N(y) ∪N(z). Поскольку
N(x) \N(y) ⊇ N(z) \N(y), имеем

N(x) ∪N(y) ⊇ N(x) ∪N(y) ∪N(z).

Вместе с тем вершины y, x, v образуют порождённый путь P3 и u ∈ N(v)\
(N(x) ∪N(y) ∪N(z)). Поэтому

N(x) ∪N(y) ∪N(v) ⊃ N(x) ∪N(y) ∪N(z),

т. е. выбранный путь P3 доминирует не максимальное число вершин; про-
тиворечие с выбором P3. Значит, предположение неверно. Лемма 3 до-
казана.
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Из леммы 3 следует, что множество

Φ = {u | u находится на расстоянии 2 от x,

∃v ∈ N(x) \ (N(y) ∪ {y}) : (u, v) ∈ E(G)}

является подмножеством множества N(y). Действительно, по лемме 3
Φ ⊆ N(x) ∪N(y) ∪N(z). Вместе с тем, ни один элемент из Φ не принад-
лежит множеству N(x) и N(z) ⊆ N(x)∪N(y), поэтому Φ ⊆ N(y). Таким
образом, каждая смежная с x вершина u 6= y либо сама смежна с y, либо
все смежные с ней вершины смежны с y.

Лемма 4. Для любого несжимаемого графа G ∈ Free({P5, C5}), со-
держащего порождённый путь (x, y, z), имеет место включение

N(y) ⊆ N(x) ∪ Φ ∪N(z).

Доказательство. Предположим, напротив, что существует верши-
на v ∈ N(y), не принадлежащая множеству N(x) ∪ Φ ∪N(z). При этом,
поскольку граф G несжимаемый, существуют вершины u ∈ N(x) \N(y)
и w, отстоящая от y на расстоянии 2, такая, что (v, w) ∈ E(G). Вер-
шины u и w не могут совпадать, так как в противном случае v ∈ Φ.
По тем же причинам вершины u и v несмежны. Поэтому совокупность
{u, x, y, v, w} порождает в G либо подграф P5, либо подграф C5 (в зави-
симости от смежности вершин u и w). Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Для любого несжимаемого графа G ∈ Free({P5, C5}), со-
держащего порождённый путь (x, y, z), выполнено включение

Ψ = {u | u 6= y, u 6= z, ∃v ∈ (N(y) ∩N(z)) \N(x) :

(u, v) ∈ E(G), (y, u) 6∈ E(G)} ⊆ N(x).

Доказательство. Предположим противное. Тогда существует вер-
шина u, не смежная с x и y (следовательно, отличная от x и y) и смежная
с вершиной v ∈ (N(y)∩N(z))\N(x). Ясно, что вершина u не может быть
смежна с вершиной z, так как иначе N(x) \N(y) ⊇ N(z) \N(y). Верши-
на v в графе G не смежна с x, поэтому вершины x, y, v порождают в G
путь P3. Поскольку N(x) \N(y) 6⊇ N(z) \N(y), имеем

N(x) ∪N(y) ∪N(z) = N(x) ∪N(y).

Вместе с тем u ∈ N(v) \ (N(x) ∪N(y)) и поэтому

N(x) ∪N(y) ∪N(v) ⊃ N(x) ∪N(y) ∪N(z).



62 Д. С. Малышев62 Д. С. Малышев62 Д. С. Малышев

Получили противоречие с выбором пути (x, y, z). Таким образом, пред-
положение неверно. Лемма 5 доказана.

Пусть G — связный несжимаемый граф из класса Free({P5, C5,Kp}),
содержащий путь (x, y, z). Рассмотрим граф H, получающийся из G уда-
лением вершины y и её окрестности. Из лемм 3 и 5 следует, что H пред-
ставляется в виде объединения двух графов H1 и H2 с непересекающи-
мися множествами вершин. Совокупность вершин графа H1 образуют
вершины G, смежные с x и не принадлежащие множеству N(y) ∪ {y}.
Граф H2 образуют остальные вершины H. Поскольку все вершины H1

вG смежны с вершиной x иG не содержит полного графа с p вершинами,
H1 ∈ Free({P5, C5,Kp−1}). Покажем, что и H2 ∈ Free({P5, C5,Kp−1}).

Лемма 6. Граф H2 не содержит порождённой клики Kp−1.

Доказательство. Предположим напротив, что граф H2 содержит
клику Kp−1. В графе G рассмотрим кратчайший путь P среди всевоз-
можных путей, соединяющих вершину клики и вершину из окрестно-
сти y. Ясно, что этот путь содержит только одну вершину u из N(y)
(ввиду того, что P кратчайший). Путь P содержит вершину v 6= u, при-
надлежащую клике Kp−1. Существует вершина w этой клики, не смеж-
ная ни с одной вершиной пути, кроме v, поскольку противное означало
бы, что либо G содержит порождённую клику Kp, либо путь P не яв-
ляется кратчайшим. Длина пути P не больше 1, так как иначе в мно-
жестве вершин V (P ) ∪ {y, w} найдутся пять вершин, порождающих в G
подграф P5. Таким образом, путь P образуют вершины u и v.

Напомним, что в силу следствия из леммы 3 каждая смежная с x
вершина u 6= y либо сама смежна с y, либо все смежные с ней вершины
смежны с y. Вместе с тем N(y) ∩ V (Kp−1) = ∅. Поэтому ни верши-
на x, ни одна из вершин её окрестности не смежна ни с одной вершиной
из V (Kp−1). Ясно также, что z не смежна ни с одной вершиной кли-
ки Kp−1.

Покажем, что вершина u смежна c вершинами x и z и что ни од-
на из вершин клики Kp−1 не смежна ни с одной вершиной из Φ. Тогда
u 6∈ Φ ∪ (N(y) ∩N(z)) \N(x) ввиду леммы 5. Если существует не смеж-
ная с u вершина a ∈ {x, z}, то G содержит порождённый множеством
вершин {a, y, u, v, w} путь P5. Поэтому такой вершины a нет. Если суще-
ствует вершина b ∈ Φ, смежная с вершиной v′ ∈ V (Kp−1), то эта клика
содержит вершину w′, c которой b несмежна. Но тогда граф G содержит
порождённый вершинами w′, v′, b, y, x путь P5. Поэтому такой вершины b
нет.

Покажем, наконец, что каждая вершина из Φ∪N(x)\N(y) смежна с u.
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Если существует не смежная с u вершина x′ ∈ N(x)\N(y), то в графе G
вершины x′, x, u, v, w порождают путь P5. Поэтому все вершины изN(x)\
N(y) смежны с u. Если существует не смежная с u вершина x′′ ∈ Φ, то
в графе G вершины x′′, x′, u, v, w порождают путь P5, где x′ — смежная
с x′′ вершина из N(x) \N(y).

Таким образом, Φ ⊆ N(u) и по лемме 4 N(y) ⊆ N(x) ∪ N(z) ∪ Φ.
Значит, N(y) ⊆ N(x)∪N(u)∪N(z). Вместе с тем v ∈ N(u)\(N(x)∪N(y)∪
N(z)). Следовательно, N(x) ∪N(u) ∪N(z) ⊃ N(x) ∪N(y) ∪N(z), но это
включение противоречит выбору пути P3 = (x, y, z), так как вершины x,
u, z порождают в G более экcтремальный путь (x, u, z). Таким образом,
предположение неверно. Лемма 6 доказана.

Основным результатом настоящей работы является

Теорема. Задача НМ для любого графа c n вершинами из класса
Free({P5, C5,Kp}) может быть решена за время O(np+C), где C — кон-
станта, не зависящая от n и p.

Доказательство. Отметим, что каждая компонента связности про-
извольного графа из класса Free({P3}) является кликой. Поэтому зада-
ча НМ для графов из этого класса решается за квадратичное от числа
вершин время. Вместе с тем для некоторой натуральной константы C ′ об-
щее время сведения n-вершинного входного графа из Free({P5, C5,Kp})
к его несжимаемому подграфу (посредством удаления смежно поглоща-
ющих вершин), дальнейшее выделение компонент связности подграфа,
поиск экстремальных путей P3 в компонентах (содержащих P3) и ре-
шение задачи НМ для компонент без порождённого P3 выполняется за
время O(nC

′

). Пусть G — какая-нибудь компонента, содержащая экстре-
мальный путь P3 = (x, y, z). Понятно, что

α(G) = max(α(G \ {y}), α(G \N(y))).

По лемме 6 граф G \N(y) принадлежит классу Free({P5, C5,Kp−1}).
Пусть T (n, p) — максимальное время поиска числа независимости для

графов с n вершинами из Free({P5, C5,Kp}). Эта функция монотонна по
обоим аргументам и поэтому

T (n, p) 6 T (n− 1, p) + T (n, p− 1) +O(nC
′

).

Значит,

n∑

i=2

(T (i, p)− T (i− 1, p)) 6
n∑

i=2

T (i, p− 1) +O

(
n∑

i=2

iC
′

)
.
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Ввиду монотонности функции T (n, p)

T (n, p)− T (1, p) 6 nT (n, p− 1) +O(nC
′+1),

т. е. T (n, p) 6 nT (n, p − 1) + O(nC
′+1). Применив последнее неравенство

нужное число раз, получаем, что

T (n, p) 6 np−5T (n, 5) +O(nC
′+p−5).

Задача НМ для графов из класса Free({P5, C5,K5}) решается за поли-
номиальное время, поэтому для некоторой натуральной константы C ′′

выполняется T (n, 5) ∈ O(nC
′′

). Значит,

T (n, p) ∈ O
(
np+C

)
, C = max(C ′ − 5, C ′′ − 5).

Теорема доказана.
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