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Аннотация. Устанавливаются достаточно общие условия существо-
вания равновесия Вальраса для моделей межрегионального взаимо-
действия, изучавшихся в ряде исследований по многорегиональным
экономическим системам. В отличие от сложных технических пред-
положений, фигурирующих в анонсированной ранее теореме суще-
ствования, найденные условия представляют собой простые модифи-
кации стандартных требований равновесного анализа — отсутствие
регионального «рога изобилия» и строгая автаркичность всех участ-
ников модели. При этом строгая автаркичность является прямым
аналогом известного условия положительности начальных запасов
для классической модели обмена. Помимо доказательства основного
результата обсуждается его приложение к сравнительному анализу
неблокируемых и равновесных по Вальрасу и Эджворту состояний
рассматриваемых многорегиональных экономических систем.
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Введение

Устанавливаются достаточно общие условия существования равно-
весия Вальраса для моделей межрегионального взаимодействия, изу-
чавшихся в ряде работ по многорегиональным экономическим системам
(см., например, [4, 5, 8, 11]). В отличие от сложных предположений, фи-
гурирующих в теореме существования, анонсированной в [11], вышеука-
занные условия представляют собой упрощённые версии традиционных
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требований отсутствия «рога изобилия» и выполнения условия Слейте-
ра для допустимых множеств участников. Отметим сразу же, что в тер-
минологии работ [4, 5] используемый аналог условия Слейтера означает
некоторое усиление требования автаркичности регионов рассматривае-
мой системы.

Помимо теоремы существования вальрасовского равновесия в работе
приводится и одно из её наиболее интересных следствий — новая теорема
существования равновесия Эджворта, введённого для моделей межреги-
онального взаимодействия в [5]. Наряду с относительной простотой и на-
личием естественной экономической интерпретации к числу важных до-
стоинств новых условий существования равновесия Эджворта относится
их сопоставимость с полученными ранее [4, 5] признаками реализуемо-
сти неблокируемых состояний. Последнее обстоятельство значительно
облегчает сравнительный анализ ядер, вальрасовских равновесий и рав-
новесий Эджворта в исследуемом классе моделей межрегионального вза-
имодействия.

Как и в одной из традиционных схем равновесного анализа, ключе-
вую роль в предлагаемом подходе к изучению условий существования иг-
рает известная геометрическая лемма Гейла (см. [12], а также [3, 9]). При
этом в отличие от [11] большое внимание уделяется такой особенности
рассматриваемых моделей, как полиэдральность допустимых множеств
и линейность целевых функций их участников. Учёт этой особенности
и позволяет получить достаточно общие условия существования изучае-
мых вальрасовских равновесий.

1. Модель M
Рассматриваемая в дальнейшем модель экономического взаимодей-

ствия регионов, обменивающихся n транспортабельными видами продук-
ции, имеет вид

M = 〈R, {As, Gs, Hs, bs, ds}s∈R〉,
где R = {1, . . . , r} — множество номеров регионов, As — матрица разме-
ра ns× ls, характеризующая производственный сектор региона s ∈ R, Gs

и Hs — матрицы размера ns × n, описывающие способы вывоза и ввоза
в регионе s ∈ R, bs — вектор-столбец размерности ns, характеризующий
имеющийся ресурсно-технологический потенциал региона s ∈ R, ds —
вектор-столбец размерности ns, описывающий затраты ресурсов и про-
дукции, связанные с достижением целей развития региона s ∈ R.

Подробное обсуждение интерпретации и ряда важных приложений
этой модели и некоторых её обобщений можно найти в [8, 11] (см. так-
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же краткую, но достаточно ёмкую и детально структурированную кон-
кретизацию параметров модели M, приведённую в [4]). Отметим лишь,
что в отличие от более общей постановки из [8] предполагается, что
рассматриваемый далее межрегиональный обмен осуществляется через
некоторый единый для всех участников центр. Именно поэтому в при-
водимом ниже описании ресурсно-технологических возможностей Zs ре-
гионов s ∈ R их внешние связи представлены лишь переменными вы-
воза и ввоза без разделения по регионам-контрагентам. Отметим ещё,
что возможности региона s модели M по ввозу (вывозу) k-го продук-
та из единого для всех регионов списка {1, . . . , n} транспортабельных
видов продукции характеризуются k-м столбцом матрицы Hs (Gs), име-
ющим лишь две ненулевые компоненты: 1 на k-й позиции и −cvs на по-
зиции, отвечающей внешнеторговым перевозкам, где cvs — транспортные
издержки по ввозу единицы продукта k в регион s (k-й столбец матри-
цы Gs также имеет две ненулевые компоненты: −1 и −cus , стоящие на
тех же позициях, что и ненулевые элементы в k-м столбце матрицы Hs;
здесь cus — транспортные издержки по вывозу единицы продукта k из
региона s). Таким образом, каждая из матриц Gs и Hs за вычетом строк
транспортных издержек получена из единичной матрицы вычеркивани-
ем столбцов, отвечающих отраслям с нетранспортабельной продукцией
(с последующим умножением на −1 для Gs). Подробности, касающиеся
других параметров модели M, можно найти в [4].

Упоминавшиеся множества Zs ресурсно-технологических возможно-
стей регионов s ∈ R имеют вид

Zs = {zs = (xs, us, vs, λs) ∈ Rls
+ × Rn

+ × Rn
+ × R+ |

Asxs +Gsus +Hsvs > bs + λsd
s},

где для каждого s ∈ R неотрицательные вектор-стобцы xs =
(
xsi
)ls
i=1

,
us =

(
usj
)n
j=1

, vs =
(
vsj
)n
j=1

определяют объёмы производства, вывоза
и ввоза соответственно, а число λs ∈ R+ — степень достижения целей
регионального развития для s ∈ R (здесь и далее R — множество ве-
щественных чисел, а неравенство для векторов понимается в обычном
покомпонентном смысле: x > y ⇔ xi > yi, i = 1, . . . ,m, для любых
x = (x1, . . . , xm) и y = (y1, . . . , ym) из Rm).

Для оценки качества ресурсно-технологических возможностей (пла-
нов) zs ∈ Zs в дальнейшем используются функции ts, сопоставляющие
каждому вектору zs = (xs, us, vs, λs) его последнюю компоненту λs:

ts(z
s) = ts(x

s, us, vs, λs) = λs, (xs, us, vs, λs) ∈ Zs, s ∈ R
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(другими словами, отображения ts : Zs → R — целевые функции участ-
ников s ∈ R, характеризующие степень достижения целей их региональ-
ного развития).

Положим Z = ZM =
∏
s∈R

Zs и через Z(R) = ZM(R) обозначим сово-

купность сбалансированных планов модели M:

ZM(R) =
{
(xs, us, vs, λs)s∈R ∈ ZM |

∑

s∈R
us >

∑

s∈R
vs
}

(в дальнейшем, когда рассматриваемая модель M однозначно восстанав-
ливается из контекста, опускаем символ M и используем сокращения Z,
Z(R) и т. п.). В рамках принятой интерпретации из [4] условие сбалан-
сированности

∑
s∈R

us >
∑
s∈R

vs означает, что по каждому из n транспорта-

бельных продуктов k, участвующих в описываемом моделью M обмене,
должно выполняться стандартное условие баланса: суммарный импорт∑
s∈R

vsk не должен превышать суммарного экспорта
∑
s∈R

usk (напомним, что

согласно принятому в модели M предположению спискиNs ⊆ {1, . . . , ns}
транспортабельных продуктов регионов s ∈ R совпадают между собой
и содержат ровно n элементов: Ns = {1, . . . , n}, s ∈ R).

По аналогии с множеством R всех регионов рассматриваются и сба-
лансированные планы непустых частей R, называемых коалициями. Для
каждой коалиции T ⊆ R полагаем ZT = ZM,T =

∏
s∈T

Zs и под Z(T ) =

ZM(T ) будем понимать совокупность сбалансированных планов этой ко-
алиции

ZM(T ) =
{
(xs, us, vs, λs)s∈T ∈ ZM,T |

∑

s∈T
us >

∑

s∈T
vs
}
.

Особое место в формулировке ряда утверждений, касающихся коали-
ционной стабильности равновесных планов, занимают одноэлементные
коалиции. Отвечающие им множества сбалансированных планов

Z(s) = ZM(s) = {(xs, us, vs, λs) ∈ Zs | us > vs}, s ∈ R,

будем называть также множествами автаркических планов соответ-
ствующих регионов (здесь и далее используются стандартные сокраще-
ния, при которых фигурные скобки при записи одноэлементных мно-
жеств опускаются: Z(s) = Z({s}), ZM(s) = ZM({s}) и т. д.). Кроме того,
важную роль играет такая характеристика модели M, как множество
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сбалансированных планов Z0
M(R) = ZM0(R) её однородной составляю-

щей
M0 = 〈R, {As, Gs, Hs, 0, ds}s∈R〉,

которая отличается от M только тем, что её начальный ресурсно-техно-
логический потенциал равен нулю: bs = 0 для каждого s ∈ R.

В заключение раздела приведём формулировки некоторых условий
из [5], используемых в дальнейшем при сравнительном анализе теорем
существования неблокируемых и равновесных планов рассматриваемых
моделей: (M1) ZM(s) 6= ∅ для каждого s ∈ R; (M2a) ZM0(R) = {0}.
Напомним [5], что условие (M1) означает автаркичность регионов s ∈ R
(наличие автономных — сбалансированных по ввозу и вывозу — пла-
нов развития регионов s ∈ R), а условие (M2a) — отсутствие систем-
ного «рога изобилия» (невозможность ненулевого выпуска при нулевом
ресурсно-технологическом потенциале многорегиональной системы M).
Для полноты изложения сформулируем также одно из основных условий
существования рассматриваемых далее равновесий Эджворта, установ-
ленное в [5]:

(M3) ∀z ∈ ZM(R) { tj(zj) > 0 ⇒ ∃ z̃ ∈ ZM(R) [ ts(z̃
s) > ts(z

s)

для каждого s ∈ R \ j ]}.

Содержательный смысл условия (M3), называемого в [5] ограниченной

трансферабельностью модели M, заключается в том, что для любого
плана z ∈ ZM(R) и состоятельного по этому плану региона j ∈ R (т. е.
такого, что tj(z

j) > 0) существует другой сбалансированный план z̃,
обеспечивающий (быть может, ценой падения tj(z̃j) < tj(z

j) уровня реги-
она j) более высокие уровни достижения целей развития всех остальных
регионов модели M: ts(z̃

s) > ts(z
s), s ∈ R \ j.

2. Вальрасовское равновесие модели M.

Условия существования

Переходя к рассмотрению вальрасовского равновесия в модели меж-
регионального взаимодействия M, дадим сначала определение бюджет-
ных множества Bs(p) регионов s при ценах p ∈ Rn

+:

Bs(p) = {(xs, us, vs, λs) ∈ Zs | p · us > p · vs}, s ∈ R

(как обычно, через x · y здесь и далее обозначается скалярное произ-

ведение
n∑

i=1
xiyi векторов x = (x1, . . . , xn) и y = (y1, . . . , yn)). Согласно
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упоминавшейся интерпретации региональных составляющих модели M
неравенство p ·us > p ·vs формализует стандартное требование торгового
баланса для плана (xs, us, vs, λs) ∈ Zs: при указанных ценах p стоимость
ввоза не должна превышать стоимости вывоза.

Определение 1 [11]. Будем говорить, что сбалансированный план
z = (xs, us, vs, λs)s∈R и ненулевой вектор цен p ∈ Rn

+ образуют равновесие

Вальраса модели M, если для каждого региона s ∈ R выполняются усло-
вия индивидуальной рациональности: (W1) p · us > p · vs, (W2) λs > λs
для каждого (xs, us, vs, λs) ∈ Bs(p).

Таким образом, пара (z, p) является равновесием Вальраса модели M,
если z — сбалансированный план этой модели (т. е. z — элемент множе-
ства ZM(R)), а p = (p1, . . . , pn) — ненулевой неотрицательный вектор
цен, при котором региональные составляющие zs = (xs, us, vs, λs) пла-
на z являются решениями задач оптимизации региональных целевых
функций ts на бюджетных множествах Bs(p): (W2a) для каждого s ∈ R
и zs = (xs, us, vs, λs) ∈ Zs справедлива импликация1)

λs > λs ⇒ p · us < p · vs.

Определение 2. Пусть (z, p) — равновесие Вальраса модели M.
Первую компоненту пары (z, p) будем называть вальрасовским планом

модели M, вторую (p) — равновесными ценами этой модели. Совокуп-
ность вальрасовских планов модели M будем обозначать через W (M).
Следуя терминологии, принятой в [1], элементы множества W (M) будем
называть также вальрасовскими равновесиями модели M.

Предполагаем, не уменьшая общности и учитывая однородность по це-
нам бюджетных неравенств p · us > p · vs, s ∈ R, что рассматриваемые
в дальнейшем цены p принадлежат стандартному единичному симплексу

P =

{
p ∈ Rn

+ |
n∑

k=1

pk = 1

}
.

Оказывается, что простейшие условия, гарантирующие существова-
ние вальрасовских планов модели M, представляют собой достаточно
естественное усиление требований (M1) и (M2a), приведённых в разд. 1.

1)Характеризация оптимальных региональных планов zs ∈ Bs(p) в форме (W2a)
удобна для дальнейшего анализа коалиционной устойчивости вальрасовских планов
модели M (см. далее разд. 3).
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Дадим развёрнутую формулировку этих условий, используя вводимые
далее определения.

Строго автаркическими планами региона s будем называть элемен-
ты множества

Ẑ(s) = ẐM(s) = {(xs, us, vs, λs) ∈ Zs | us ≫ vs}, s ∈ R

(как обычно, сокращение x ≫ y для векторов x, y ∈ Rm означает вы-
полнение строгих неравенств xi > yi, i = 1, . . . ,m). Регион s ∈ R будем
называть строго автаркическим, если Ẑ(s) 6= ∅.

Напомним [5], что для однородной составляющей {As, Gs, Hs, 0, ds}
региона s ∈ R (при bs = 0) Z0

s = Zs(M0) определяется формулой

Z0
s = {zs = (xs, us, vs, λs) ∈ Rls

+ × Rn
+ × Rn

+ × R+ |
Asxs +Gsus +Hsvs > λsd

s}, s ∈ R.

В принятых обозначениях упоминавшиеся усиления условий (M1)
и (M2a) имеют вид

(M1∗) Ẑ(s) 6= ∅ для каждого s ∈ R;

(M2∗) Z0
s = {0} для каждого s ∈ R.

Убедимся, что условия (M1∗) и (M2∗) являются естественным усиле-
нием условий (M1) и (M2a), обеспечивая строгую автаркичность всех
регионов s ∈ R и отсутствие региональных (а не только системных)
«рогов изобилия» соответственно. Действительно, условие (M1∗) полу-
чается из (M1) простой заменой неравенств us > vs, s ∈ R, более силь-
ными соотношениями us ≫ vs, s ∈ R. Что касается условия (M2∗),
то его выполнение, как нетрудно убедиться, гарантирует отсутствие си-
стемного «рога изобилия» в модели M. В самом деле, допуская, что для
модели M нарушается требование (M2a), имеем существование плана
z ∈ ZM0(R) и региона s ∈ R таких, что zs 6= 0. Но zs ∈ Z0

s по опре-
делению множества ZM0(R), что противоречит предположению (M2∗),
состоящему в том, что все региональные множества Z0

s содержат лишь
нулевые планы развития.

Сформулируем основной результат работы.

Теорема 1. Если M удовлетворяет условиям (M1∗) и (M2∗), то

W (M) 6= ∅.

Доказательство теоремы 1 опирается на формулируемую далее гео-
метрическую лемму Гейла [12] (см. также [2, 3, 9], где приводится как
сама лемма, так и некоторые её обобщения). Напомним необходимые
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определения. Будем предполагать, что рассматриваемые далее множе-
ства X и Y — непустые подмножества конечномерного векторного про-
странства Rn, а ϕ : X → 2Y — многозначное отображение, сопоставляю-
щее каждой точке x ∈ X некоторое подмножество ϕ(x) ⊆ Y. Как обыч-
но [1, 2], отображение ϕ будем называть полунепрерывным сверху (или
замкнутым — в более общей терминологии [6]), если в X × Y замкнут
его график Γ(ϕ) =: {(x, y) | (x, y) ∈ X × Y, y ∈ ϕ(x)}. Таким образом,
полунепрерывность сверху многозначного отображения ϕ означает, что
для любых точек x0 ∈ X, y0 ∈ Y и сходящихся последовательностей
{xm}∞1 , {ym}∞1 справедлива импликация

[xm → x0, ym → y0] & [∀m(ym ∈ ϕ(xm))] ⇒ y0 ∈ ϕ(x0).

Напомним, что многозначное отображение ϕ : X → 2Y называется полу-

непрерывным снизу, если для любых точек x0 ∈ X, y0 ∈ ϕ(x0) и сходя-
щейся к x0 последовательности {xm}∞1 существует сходящаяся последо-
вательность {ym}∞1 такая, что lim ym = y0 и ym ∈ ϕ(xm) для всех m > 1.
Многозначные отображения, являющиеся полунепрерывными и сверху,
и снизу, будем называть непрерывными.

Лемма Гейла [12]. Пусть многозначное отображение ϕ : P → 2Y ,
определённое на стандартном единичном симплексе P ⊆ Rn и действую-

щее в компактное выпуклое множество Y ⊆ Rn, удовлетворяет следую-

щим требованиям:

(i) ϕ полунепрерывно сверху, и для каждого p ∈ P множество ϕ(p)
непусто и выпукло;

(ii) для ϕ выполняется закон Вальраса в широком смысле, т. е. p·e > 0
для любых p ∈ P и e ∈ ϕ(p).

Тогда существует такой вектор p ∈ P, что ϕ(p) ∩ Rn
+ 6= ∅.

Переходя к доказательству теоремы 1, введём необходимые обозна-
чения и сформулируем некоторые вспомогательные утверждения, каса-
ющиеся свойств бюджетных отображений Bs и отображений спроса Ds,
определяемых (по аналогии с классическими моделями конкурентной
экономики) формулой

Ds(p) =
{
zs ∈ Bs(p) | ts(zs) = max

zs∈Bs(p)
ts(z

s)
}
, p ∈ P, s ∈ R.

Предложение 1. При выполнении условия (M1∗) бюджетное отоб-

ражение p 7→ Bs(p), p ∈ P, непрерывно для каждого региона s ∈ R.
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Доказательство. Для произвольного s ∈ R проверка справедли-
вости предложения разбивается на две части: проверку замкнутости Bs

(имеющей место для любой модели региональных отношений) и дока-
зательство полунепрерывности снизу отображения Bs при выполнении
условия (M1∗).

Для обоснования замкнутости Bs достаточно отметить замкнутость
множества Zs и то, что линейные неравенства pm · usm > pm · vsm, m > 1,
сохраняются в пределе: при выполнении этих неравенств из сходимо-
сти последовательностей pm → p0 и zsm =

(
xsm, u

s
m, v

s
m, λ

m
s

)
→ zso =(

xs0, u
s
0, v

s
0, λ

0
s

)
вытекает справедливость предельного линейного неравен-

ства p0 · us0 > p0 · vs0.
Что касается полунепрерывности снизу отображения Bs при наличии

автаркического плана zs = (xs, us, vs, λs) такого, что us ≫ vs, согласно
определению полунепрерывности снизу необходимо убедиться в справед-
ливости импликации

[pm → p0] &
[
zs0 ∈ Bs(p0)

]
⇒ ∀m ∃zsm ∈ Bs(pm)

[
zs0 = lim zsm

]
.

Рассмотрим два возможных случая, которые могут реализоваться для
предельного плана zso =

(
xs0, u

s
0, v

s
0, λ

0
s

)
: (a) p0 · us0 > p0 · vs0 и (b) p0 · us0 =

p0 · vs0. Ясно, что в случае (a) ввиду сходимости pm → p0 имеем pm · us0 >
pm · vs0 при всех m, превышающих некоторое достаточно большое нату-
ральное числоm0.Поэтому, определяя для натуральныхm > 1 элементы
последовательности zsm по формуле zsm = zs при m 6 m0 и zsm = zs0 при
m > m0, имеем zsm → zs0, при этом планы zsm принадлежат бюджетным
множествам Bs(pm) при всех m > 1 (ясно, что включения zsm ∈ Bs(pm)
при m 6 m0 вытекают непосредственно из неотрицательности цен pm
и неравенства us ≫ vs, выполняющегося для строго автаркического пла-
на zs = (xs, us, vs, λs)).

Переходя к случаю (b), рассмотрим планы zs(t) = zs0 + t(zs − zs0) при
t ∈ [0, 1] и выберем произвольную монотонно убывающую последова-
тельность {tm} ⊆ (0, 1] такую, что lim tm = 0. Тогда по построению zs(t)
имеем lim zs(tm) = zs0, при этом

p0 · us(t) > p0 · vs(t) для всех t ∈ (0, 1]. (1)

Справедливость последних неравенств вытекает непосредственно из ви-
да составляющих us(t) и vs(t), входящих в планы zs(t) = (xs(t), us(t),
vs(t), λs(t)). А именно, согласно определению zs(t) имеем us(t) = us0 +
t(us−us0) и vs(t) = vs0+t(v

s−vs0). Поэтому в силу условий us ≫ vs, p0 ∈ P
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и соотношения p0 · (us0 − vs0) = 0 и получаются требуемые неравенства:

p0 · (us(t)− vs(t)) = tp0 · (us − vs) > 0 при всех t ∈ (0, 1].

Используя соотношение (1) и сходимость pm → p0, построим строго
возрастающую последовательность натуральных чисел {mk}∞k=1 такую,
что m1 > 1 и pm ·ws(tk) > 0 для всех m > mk и k > 1. Здесь, как и всюду
далее, полагаем

ws(t) = us(t)− vs(t), t ∈ [0, 1].

Числа mk будем строить индукцией по k. Выбирая m1, отметим, что
из соотношений (1) вытекает неравенство p0 · ws(t1) > 0. Следователь-
но, ввиду сходимости pm → p0 существует число n(t1) > 1 такое, что
pm · ws(t1) > 0 для всех m > n(t1). Положим m1 = n(t1) и, предполагая
искомые числа m1, . . . ,mk уже построеными, выберем mk+1 из условий
mk+1 > mk, при этом pm · ws(tk+1) > 0 для всех m > mk+1. Существова-
ние такого числа mk+1 вытекает (на основании той же аргументации, что
и при k = 1) из неравенства p0 · ws(tk+1) > 0 и из сходимости pm → p0.

Возвращаясь к доказательству полунепрерывности снизу бюджетно-
го отображения Bs, воспользуемся сконструированной последовательно-
стью {mk}∞k=1 для построения искомой последовательности планов zsm,
сходящихся к zs0. Положим

zsm =

{
zs, m ∈ [1,m1 − 1],
zs(tk), m ∈ [mk,mk+1 − 1], k > 1.

Ясно, что lim
m→∞

zsm = lim
k→∞

zs(tk) = zs0, при этом для всех m > 1 по постро-

ению zsm ∈ Bs(pm). Следовательно, условие полунепрерывности снизу
выполняется и в случае (b). Предложение 1 доказано.

Предложение 2. При выполнении условий (M1∗) и (M2∗) отобра-

жения спроса p 7→ Ds(p), p ∈ P, замкнуты для всех s ∈ R.

Доказательство опирается на предложение 1, гарантирующее, что
в рассматриваемом случае бюджетное соответствие p 7→ Bs(p) каждого
региона s ∈ R непрерывно. Отметим сначала, что в силу условия (M1∗)
бюджетное множество Bs(p) непусто при любой системе цен из P, по-
скольку в силу неотрицательности векторов из P имеем p ·us > p ·vs для
всех p ∈ P и для любого zs = (xs, us, vs, λs) из Ẑ(s). Далее, в силу по-
лиэдральности множества Zs бюджетное множество Bs(p) полиэдрально
и, следовательно, замкнуто. Наконец, в силу полиэдральности Zs и усло-
вия (M2∗) множество Bs(p) ограничено при всех p ∈ P. Действительно,
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в силу известного критерия ограниченности полиэдральных множеств
(см., например, [7, 10]) условие (M2∗) гарантирует ограниченность мно-
жества Zs, а тем самым и ограниченность его подмножеств Bs(p), p ∈ P.
Итак, для любого вектора p ∈ P бюджетное множество Bs(p) непусто
и компактно. Значит, в силу непрерывности целевой функции ts регио-
на s её максимумы на Bs(p) достигаются при всех p ∈ P , и, следователь-
но, множества Ds(p) непусты для любой системы цен p ∈ P.

Пусть pm → p0 и zsm =
(
xsm, u

s
m, v

s
m, λsm

)
→ zs0 =

(
xs0, u

s
0, v

s
0, λs0

)
—

произвольные сходящиеся последовательности из P и Zs соответственно
такие, что zsm ∈ Ds(pm) для каждого m > 1. Покажем, что zs0 принад-
лежит Ds(p0), что ввиду общности рассматриваемой ситуации и дока-
жет требуемую замкнутость отображения спроса. Допустим напротив,
что zs0 не принадлежит множеству Ds(p0). Выберем произвольный эле-
мент z̃s0 =

(
x̃s0, ũ

s
0, ṽ

s
0, λ̃s0

)
из Ds(p0). Ввиду условия (M1∗) и предло-

жения 1 бюджетное отображение в условиях доказываемого предложе-
ния является полунепрерывным снизу. Поэтому найдётся последователь-
ность элементов z̃sm =

(
x̃sm, ũ

s
m, ṽ

s
m, λ̃sm

)
, сходящаяся к z̃s0, такая, что

z̃sm ∈ Bs(pm) для всех m > 1. В силу включения z̃s0 ∈ Ds(p0) и сде-
ланного предположения zs0 /∈ Ds(p0) имеем ts

(
z̃s0
)
> ts

(
zs0
)

и, следова-
тельно, ts

(
z̃sm
)
> ts

(
zsm
)

при достаточно больших m. Действительно, по-
лагая δ = ts

(
z̃s0
)
− ts

(
zs0
)

и выбирая m0 так, чтобы |λsm − λs0| < δ/2

и |λ̃sm − λ̃s0| < δ/2 при всех m > m0 (что возможно ввиду условий
zsm → zs0, z̃

s
m → z̃s0 и непрерывности функции ts), получаем λ̃sm > λsm

при всех m > m0; противоречие с предположениями, что z̃sm ∈ Bs(pm)
и zsm ∈ Ds(pm) при всех m > 1. Предложение 2 доказано.

Переходя непосредственно к доказательству теоремы существования
вальрасовских равновесий для моделей межрегиональных отношений,
рассмотрим некоторые дополнительные характеристики этих моделей.
С этой целью для каждого s ∈ R введём оператор проекции Ks, опреде-
ляемый формулой

Ks(z
s) = (us, vs), zs = (xs, us, vs, λs) ∈ Rls × Rn × Rn × R.

Далее, наряду с отображениями спроса Ds введём в рассмотрение моди-
фицированные отображения регионального спроса

D̂s(p) = {Ks(z
s) | zs = (xs, us, vs, λs) ∈ Ds(p)}, p ∈ P, s ∈ R.

Наконец, определяя отображение агрегированного модифицированного
спроса формулой D̂(p) =

∑
s∈R

D̂s(p), p ∈ P, введём основной объект даль-
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нейшего исследования — аналог отображения избыточного спроса в клас-
сических моделях типа Эрроу — Дебре:

Ê(p) = {u− v | (u, v) ∈ D̂(p)}, p ∈ P.

Ближайшая задача заключается в проверке того, что в условиях теоре-
мы 1 отображение Ê : P → 2R

n

удовлетворяет всем требованиям упоми-
навшейся леммы Гейла. Отметим сразу же, что выполнение расширен-
ного закона Вальраса для этого отображения вытекает без каких-либо
дополнительных предположений непосредственно из определения бюд-
жетных отображений Bs и отображений спроса Ds модели M. А именно,
ввиду того, что p · us > p · vs для любых s ∈ R, p ∈ P и (us, vs) ∈ D̂s(p),
имеем p · ∑

s∈R
(us − vs) > 0 для всех p ∈ P и (us, vs) ∈ D̂s(p), s ∈ R.

Последние неравенства в силу очевидного соотношения

Ê(p) =
∑

s∈R
Ês(p), p ∈ P, (2)

где Ês(p) = {us − vs | (us, vs) ∈ D̂s(p)}, p ∈ P, s ∈ R, и означают выпол-
нение расширенного закона Вальраса:

p · e > 0 для любых p ∈ P и e ∈ Ê(p).

Ясно, что при выполнении условия (M1∗) гарантируется непустота
бюджетных множеств Bs(p) при всех p ∈ P. В силу линейности опе-
раторов Ks и целевых функций ts(x

s, us, vs, λs) = λs при выполнении
дополнительного требования (M2∗), обеспечивающего ограниченность
множеств Zs, имеет место непустота, выпуклость и компактность мно-
жеств D̂s(p), p ∈ P. Значит, как нетрудно проверить, в условиях (M1∗)
и (M2∗) при всех p ∈ P непустыми выпуклыми компактами будут мно-
жества Ês(p), s ∈ R. Отсюда в силу (2) множества Ê(p) являются непу-
стыми выпуклыми компактами при всех p ∈ P.

Продолжая проверку того, что отображение Ê удовлетворяет тре-
бованиям леммы Гейла, покажем, что при выполнении условий (M1∗)
и (M2∗) имеет место замкнутость этого отображения. Убедимся сначала,
что при указанных условиях замкнуты все отображения D̂s и Ês, s ∈ R.

Лемма 1. Пусть для модели M выполняются предположения (M1∗)
и (M2∗). Тогда отображения D̂s замкнуты для всех s ∈ R.

Доказательство. Рассмотрим какой-либо регион s ∈ R и две схо-
дящиеся последовательности pm → p0,

(
usm, v

s
m

)
→

(
us0, v

s
0

)
, для ко-

торых выполняются соотношения pm ∈ P и
(
usm, v

s
m

)
∈ D̂s(pm) для
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каждого m > 1. Покажем, что предельная точка
(
us0, v

s
0

)
содержится

в D̂s(p0). Действительно, по определению отображения D̂s для каждо-
го m > 1 элементы usm и vsm являются составляющими некоторого плана
zsm =

(
xsm, u

s
m, v

s
m, λsm

)
∈ Zs, принадлежащего множеству спроса Ds(pm).

Но при каждом m > 1 множество Ds(pm) принадлежит совокупности
допустимых планов Zs, a множество Zs, будучи полиэдральным и огра-
ниченным (в силу предположения (M2∗) и отмечавшегося уже известно-
го критерия ограниченности полиэдральных множеств [7, 10]), является
компактом. Поэтому, не уменьшая общности, можно считать, что после-
довательность {zsm}∞1 сходящаяся. Положим z̃s := lim zsm. В силу замкну-
тости отображения Ds, вытекающей в условиях доказываемой леммы из
предложения 2, план z̃s =

(
x̃s, ũs, ṽs, λ̃s

)
принадлежит множествуDs(p0).

Отсюда в силу равенства
(
us0, v

s
0

)
=
(
ũs, ṽs

)
, вытекающего из построения

планов zsm =
(
xsm, u

s
m, v

s
m, λsm

)
и предположения

(
usm, v

s
m

)
→
(
us0, v

s
0

)
, по-

лучаем требуемое:
(
us0, v

s
0

)
принадлежит множеству D̂s(p0), что и дока-

зывает замкнутость многозначного отображения D̂s. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть для модели M выполняются предположения (M1∗)
и (M2∗). Тогда отображения Ês замкнуты для каждого s ∈ R.

Доказательство. Зафиксируем какой-либо регион s ∈ R. Пусть
pm → p0, w

s
m → ws

0 и при этом для каждого m > 1 выполняются вклю-
чения pm ∈ P и ws

m ∈ Ês(pm). Согласно определению отображения Ês

для каждого ws
m существует элемент

(
usm, v

s
m

)
∈ D̂s(pm), для которо-

го выполняется представление ws
m = usm − vsm. Учитывая, что все мно-

жества D̂s(pm) содержатся в проекции Ks(Zs) ограниченного (в силу
предположения (M2∗)) множества Zs, без уменьшения общности можно
считать, что последовательность

{(
usm, v

s
m

)}∞
1

⊆ Ks(Zs) сходящаяся. От-
сюда, полагая us0 = limusm и vs0 = lim vsm, из равенств ws

m = usm−vsm полу-
чаем ws

0 = limws
m = us0−vs0. С другой стороны, ввиду леммы 1 в условиях

доказываемого утверждения отображения D̂s замкнуты. Поэтому в силу
включений

(
usm, v

s
m

)
∈ D̂(pm), m > 1, и сходимости

(
usm, v

s
m

)
→
(
us0, v

s
0

)

имеем
(
us0, v

s
0

)
∈ D̂s(p0). Последнее включение вместе с установленным

ранее равенством ws
0 = us0 − vs0 и означает справедливость искомого со-

отношения ws
0 ∈ Ês(p0). Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть для модели M выполняются предположения (M1∗)
и (M2∗). Тогда отображение Ê замкнуто.

Доказательство. Поскольку отображение Ê является алгебраиче-
ской суммой отображений Ês, s ∈ R, каждое из которых замкнуто (на
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основании предыдущей леммы) и компактнозначно (в силу предполо-
жения (M2∗)), требуемое утверждение является следствием общего ре-
зультата, относящегося к замкнутым многозначным отображениям (см.,
например, утверждение 5 из части I разд. C в [6]). Для полноты изложе-
ния приведём короткое доказательство, используя дополнительную ин-
формацию о том, что все значения отображения Ê =

∑
s∈R

Ês содержатся в

компактном множестве
{
u−v | (u, v) ∈ ∑

s∈R
Ks(Zs)

}
. Итак, пусть pm → p0,

wm =
∑
s∈R

ws
m → w0 и при этом pm ∈ P и ws

m ∈ Ês(pm) для всех m > 1.

В силу предположения (M2∗) и непрерывности операторов Ks все мно-
жества Ls = {us − vs | (us, vs) ∈ Ks(Zs)}, s ∈ R, будучи непрерывными
образами соответствующих компактов Ks(Zs), s ∈ R, являются компак-
тами. Поэтому, не уменьшая общности, можно считать, что последова-
тельности

{
ws
m

}∞
m=1

, s ∈ R, сходящиеся. Положим ws
0 = limws

m, s ∈ R.

В силу леммы 2 имеем ws
0 ∈ Ês(p0), s ∈ R. Тогда на основании равенств

wm =
∑
s∈R

ws
m, m > 1, и предположения limwm = w0 элемент limwm = w0

принадлежит множеству
∑
s∈R

Ês(p0) = Ê(p0). Лемма 3 доказана.

Используя лемму 3, приведём заключительную аргументацию, обос-
новывающую справедливость теоремы 1.

Доказательство теоремы 1. Ранее указывалось, что в услови-
ях (M1∗) и (M2∗) множества Ê(p) непусты, выпуклы и компактны при
всех p ∈ P. Кроме того, ясно, что эти множества содержатся в выпуклом
компакте

L =
∑

s∈R
Ls, (3)

где, как и в лемме 3, Ls = {us − vs | (us, vs) ∈ Ks(Zs)}, s ∈ R (напомним,
что при доказательстве леммы 3 отмечалось, что в условиях предположе-
ния (M2∗) все множества Ls являются компактами). Выше указывалось,
что выполнение расширенного закона Вальраса для отображения Ê вы-
текает непосредственно из определения множеств Bs(p), Es(p) и E(p).
Наконец, как показывает лемма 3, в условиях теоремы 1 отображение Ê
полунепрерывно сверху. Итак, в предположениях теоремы 1 для отобра-
жения ϕ = Ê : P → 2L, где L определяется формулой (3), выполняются
все условия леммы Гейла. Тогда согласно её заключению и определению
отображения Ê найдутся цены p ∈ P и элементы xs, us, vs, λs такие, что
zs = (xs, us, vs, λs) ∈ Ds(p) для всех s ∈ R, при этом e =

∑
s∈R

(us− vs) > 0.
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Но это и означает, что план (zs)s∈R и цены p образуют равновесие Валь-
раса модели M. Теорема 1 доказана.

3. Ядро и равновесие Эджворта модели M
Как известно (см., например, [1, 9, 14]), в широких классах моделей

рынка вальрасовские равновесия являются коалиционно устойчивыми по
отношению к достаточно сильным типам блокирования (включая блоки-
рование с помощью так называемых нечётких коалиций). Аналогичные
факты имеют место и для вальрасовских планов в моделях межреги-
ональных экономических отношений [5]. Одним из следствий коалици-
онной устойчивости таких планов является доказываемое в этом раз-
деле вложение W (M) ⊆ E(M), устанавливающее взаимосвязь между
вальрасовскими равновесиями W (M) и так называемыми равновесиями
Эджворта E(M) модели M. Отметим, что приводимое доказательство,
в отличие от найденного ранее [5], не использует понятия Q-ядра и бази-
руется на равновесности по Вальрасу реплик вальрасовских равновесий.

Особое внимание, уделяемое вложению W (M) ⊆ E(M), объясняет-
ся тем, что вместе с теоремой 1 это соотношение позволяет установить
новые, более простые условия существования равновесия Эджворта в мо-
делях межрегиональных экономических отношений. Напомним [5], что
использовавшиеся ранее предположения включали технически сложное
условие ограниченной трансферабельности модели M (упоминавшееся
уже в разд. 2 условие (M3)). В то же время предположения теоремы 1
исчерпываются требованиями (M1∗) и (M2∗) (в отличие от предположе-
ний (M1), (M2a) и (M3), при которых доказана теорема существования
равновесия Эджворта в [5]).

Переходя к доказательству новой теоремы существования равнове-
сия Эджворта в моделях межрегиональных экономических отношений,
введём необходимые определения. Начнём с определения блокирования
в модели M (см., например, [4, 11]).

Определение 3. Коалиция T блокирует сбалансированный план z =
(zs)s∈R ∈ Z(R), если у неё имеется такой план z̃ = (z̃s)s∈T ∈ Z(T ), что
ts(z̃

s) > ts(z
s), s ∈ T. План z ∈ Z(R), который не блокируется никакой

коалицией T ⊆ R, будем называть неблокируемым, а совокупность всех
неблокируемых планов будем обозначать через C(M) и называть ядром

модели M.

Несколько модифицируя стандартное определение реплики в эконо-
мической модели типа Эрроу — Дебре (см., например, [1, 6, 9]), введём
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сначала понятие дробления (измельчения) модели M. Фиксируем k > 1
и полагаем

R[k] = {(s,m) | s ∈ R, m = 1, . . . , k}. (4)

Далее, для каждого элемента (s,m) ∈ R[k] (понимаемого в дальнейшем
как номер соответствующей доли региона s ∈ R исходной экономики M)
введём матрицы Asm, Gsm, Hsm и векторы bsm, dsm, полагая

Asm = As, Gsm = Gs, Hsm = Hs, bsm =
1

k
bs, dsm = ds. (5)

Определение 4 [5]. Модель взаимодействия регионов

M[k] = 〈R[k], {Asm, Gsm, Hsm, bsm, dsm}(s,m)∈R[k]
〉,

определяемую параметрами, задаваемыми формулами (4), (5), будем на-
зывать дроблением ранга k (k-дроблением) модели M.

Отметим, что в силу соотношений между параметрами модели M
и её k-дробления M[k] для множеств

Zsm = {zsm = (xsm, usm, vsm, λsm) > 0 |
Asmxsm +Gsmusm +Hsmvsm > bsm + λsmd

sm}

ресурсно-технологических возможностей регионов (s,m) ∈ R[k] выпол-
няются равенства

Zsm =
1

k
Zs для каждого s ∈ R и m = 1, . . . , k. (6)

Обратим внимание, что множество допустимых планов участника (s,m)
модели M[k] следовало бы обозначать с использованием символа ранга
дробления (например, так: Zk

sm). То же самое относится и к обозначе-
нию векторов bsm, характеризующих ресурсно-технологический потенци-
ал регионов (s,m) модели M[k]. Однако учитывая, что во всех рассмат-
риваемых ниже случаях ранг дробления модели M указывается явно,
во избежание излишней громоздкости символ этого ранга опускается.

Как и в исходной модели M, целевые функции tsm : Zsm → R регио-
нов (s,m) дробления M[k] определяются формулой

tsm(xsm, usm, vsm, λsm) = λsm, (s,m) ∈ R[k]. (7)

Замечание 1. Как видно из определения дробления ранга k + 1,
в M[k+1] наряду с участниками исходной системы с уменьшенными в k+1
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раз ресурсами в равном количестве из k экземпляров представлены иден-
тичные им доли соответствующих регионов, что усиливает уровень кон-
куренции в новой системе и позволяет (согласно известной гипотезе Эдж-
ворта [6, 13, 14]) более точно оценить равновесные распределения с помо-
щью элементов ядер дроблений. В этом смысле вводимое далее понятие
равновесия Эджворта является одним из «предельных» вариантов раз-
вития идеи аппроксимации вальрасовских состояний неблокируемыми.

Положим Z[k] = ZM[k]
=

∏
(s,m)∈R[k]

Zsm и, как и ранее, через Z(R[k])

будем обозначать совокупность сбалансированных планов модели M[k]:

Z(R[k]) =
{
(zsm)(s,m)∈R[k]

∈ Z[k] |
∑

(s,m)∈R[k]

usm >
∑

(s,m)∈R[k]

vsm
}
.

Наконец, для k > 1 через z[k] обозначим k-дробление плана z = (zs)s∈R ∈
ZM(R), представляющее собой сбалансированный (что будет видно из
дальнейших пояснений) план модели M[k], построенный из региональ-
ных составляющих zs плана z по формуле

(z[k])
sm =

1

k
zs, s ∈ R, m = 1, . . . , k.

Как вытекает непосредственно из определения дробления z[k], опреде-
ляемый им план устанавливает одинаковые задания 1

kz
s однотипным2)

участникам модели M[k]. Отсюда в силу сбалансированности z получа-
ется неравенство

∑

(s,m)∈R[k]

usm =
∑

s∈R
us >

∑

s∈R
vs =

∑

(s,m)∈R[k]

vsm,

доказывающее сбалансированность плана z[k] в модели M[k].
Сформулируем, наконец, понятие равновесия Эджворта для модели

межрегионального взаимодействия, введённое в [5] (аналогичное понятие
вводилось и изучалось ранее лишь для классической модели Эрроу —
Дебре и некоторых её модификаций, указанных, например, в [1, 9, 14]).

Определение 5 [5]. План z ∈ ZM(R) называется равновесием Эдж-

ворта модели M, если все его k-дробления содержатся в ядрах соответ-
ствующих дроблений модели M: z[k] ∈ C(M[k]) для всех k > 1. Сово-
купность всех равновесий Эджворта модели M будем обозначать через
E(M).

2)Участники (s,m) и (s′,m′) модели M[k] называются однотипными, если s = s′.
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Переходя к сравнению множеств W (M) и E(M), напомним [4, 8, 11],
что все вальрасовские равновесия модели M принадлежат её ядру C(M)
(ниже для полноты изложения приводится короткое доказательство это-
го факта).

Предложение 3. Для любой модели региональных отношений M
справедливо вложение W (M) ⊆ C(M).

Доказательство. Пусть план z = (xs, us, vs, λs)s∈R содержится
в W (M). Допустим, что какая-либо коалиция S ⊆ R блокирует z с помо-
щью некоторого сбалансированного плана z = (xs, us, vs, λs)s∈S ∈ Z(S).
Согласно определению блокирования λs > λs для каждого s ∈ S. От-
сюда на основании определения W (M) (см. условие (W2a)) вытекают
неравенства p · us < p · vs, s ∈ S, где через p обозначены равновесные
цены, отвечающие плану z. Суммируя указанные неравенства, получа-
ем p · ∑

s∈S
us < p · ∑

s∈S
vs, что (ввиду неотрицательности вектора p) про-

тиворечит неравенству
∑
s∈S

us >
∑
s∈S

vs, вытекающему из коалиционной

сбалансированности плана z. Предложение 3 доказано.

Замечание 2. Как установлено в [4], предположения (M1) и (M2a)
гарантируют существование неблокируемых планов в модели межрегио-
нальных экономических отношений. Поэтому предложение 3 и теорему 1
можно трактовать как пример уточнения указанных предположений, га-
рантирующего существование равновесного плана — «более сильного»
оптимального решения в модели M.

Приводимое ниже простое, но полезное утверждение показывает, что
дробление вальрасовского плана любого наперёд заданного ранга k про-
извольной модели M является вальрасовским равновесием k-дробле-
ния M[k] этой модели.

Предложение 4. Для любых модели региональных отношений M
и натурального числа k > 1 справедливо вложение W[k](M) ⊆W (M[k]),
где W[k](M) — совокупность k-дроблений вальрасовских планов моде-

ли M.

Доказательство. Зафиксируем произвольный план z ∈W (M), вы-
берем какое-либо натуральное число k > 1 и покажем, что k-дробле-
ние z[k] плана z является вальрасовским планом k-дробления M[k] мо-
дели M. С этой целью рассмотрим равновесные цены p, отвечающие
плану z, и покажем, что пара (z[k], p) образует равновесие Вальраса мо-
дели M[k]. Действительно, непосредственно из определения бюджетных
множеств и множеств спроса участников моделей M и M[k], а также на
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основании равенств (6) и (7) имеем

Bsm(p) =
1

k
Bs(p), Dsm(p) =

1

k
Ds(p), s ∈ R, m = 1, . . . , k.

Отсюда с учётом соотношений zs ∈ Ds(p), s ∈ R,
∑
s∈R

us >
∑
s∈R

vs полу-

чаем zsm ∈ Dsm(p), s ∈ R, m = 1, . . . , k, и

∑

(s,m)∈R[k]

usm >
∑

(s,m)∈R[k]

vsm,

что означает равновесность плана z[k] в модели M[k]. Предложение 4
доказано.

Следствие 1. Для любой модели региональных отношений M спра-

ведливо вложение

W (M) ⊆ E(M).

Доказательство. Пусть z — вальрасовский план модели M. Тогда
в силу предложения 4 z[k] является вальрасовским планом k-дробления
M[k] модели M при любом натуральном k. Отсюда в силу предложения 3
z[k] принадлежит ядру k-дробления модели M при любом натуральном
k > 1, что означает справедливость включения z ∈ E(M). Следствие 1
доказано.

Используя теорему 1 и следствие 1, получаем следующий полезный
вариант теоремы существования равновесия Эджворта в рассматривае-
мых моделях региональных отношений.

Теорема 2. Если M удовлетворяет условиям (M1∗) и (M2∗), то

E(M) 6= ∅.
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