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Аннотация. Совершенный двоичный код C длины n = 2k − 1 назы-
вается аффинно систематическим, если существует k-мерное под-
пространство в {0, 1}n такое, что пересечение кода C с любым смеж-
ным классом по этому подпространству является одноэлементным;
в противном случае C называется аффинно несистематическим.
Описана конструкция аффинно несистематических кодов.
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Введение

Пусть {0, 1}n — векторное пространство над полем из двух элемен-
тов 0 и 1. Сумму векторов u,v ∈ {0, 1}n обозначим через u + v. Базис-
ный вектор, в котором i-я координата равна единице, обозначим через ei,
а нулевой и единичный векторы — через 0 и 1. Число ненулевых коор-
динат вектора u называется его весом. Носитель вектора u ∈ {0, 1}n
(множество индексов i, для которых ui = 1) обозначается через [u]. Со-
вершенный код C ⊂ {0, 1}n длины n = 2k − 1 называется систематиче-

ским, если существует k-элементное подмножество K ⊂ {1, . . . , n} такое,
что любые два неравных вектора u,v ∈ C различаются хотя бы в одной
координате с номером, не принадлежащим K. В противном случае код C
называется несистематическим.

В коде Хемминга Hn рассмотрим подпространство Ri, порожден-
ное всеми векторами веса 3 с i-й координатой, равной единице. Все-
возможные смежные классы вида Ru

i = Ri + u, u ∈ Hn, называют-
ся i-компонентами кода Hn, i = 1, . . . , n. Рассмотрим семейство B ={
Ru1

i1
, . . . , Rum

im

}
, состоящее из попарно не пересекающихся ip-компонент,

где up ∈ Hn, p = 1, . . . ,m. Одна из основных конструкций нелинейных
кодов состоит в том, что в коде Hn сдвигаются по координатам ip все
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компоненты из семейства B. Тем самым множество

Hn(B) =
(
Hn \

m⋃

p=1

R
up

ip

)
∪
(

m⋃

p=1

(
R

up

ip
⊕ eip

)
)

(1)

является совершенным кодом [1, 7, 10, 12].
Хорошо известно, что код Хемминга Hn систематический, но доволь-

но долго стоял вопрос о существовании несистематических нелинейных
совершенных кодов. Такие коды длины n > 255 впервые построены
в [1] сдвигами i-компонент кода Hn для i, пробегающим все значения
из {1, . . . , n}. В [11] предложена модификация конструкции [1], позво-
ляющая строить такие коды для всех n > 63. Для n = 15 и n = 31
несистематические коды найдены с помощью компьютера [7, 11]. В [3, 4]
получен критерий, с помощью которого можно устанавливать система-
тичность или несистематичность нелинейных кодов, получаемых из ко-
да Хемминга сдвигами его непересекающихся компонент. В частности,
доказано, что для построения несистематического кода любой длины
n > 15 достаточно сдвинуть в коде Хемминга всего семь непересека-
ющихся компонент. Этот результат даёт ответ на вопрос, поставленный
Фелпсом и Ваном [11].

Определение 1. Совершенный код C длины n = 2k − 1 называет-
ся аффинно систематическим, если в пространстве {0, 1}n существует
k-мерное подпространство L такое, что любой его смежный класс L+ u

пересекается с кодом C ровно по одному элементу. В противном случае
код C называем аффинно несистематическим.

Из определения 1 следует, что систематичность совершенного кода
влечёт его аффинную систематичность.

Определение аффинной систематичности предложено С. В. Августи-
новичем. Это свойство является аффинным инвариантом кода, т. е. оно
сохраняется при невырожденных аффинных преобразованиях простран-
ства {0, 1}n. Другими наиболее известными аффинными инвариантами
являются ранг кода и размерность его ядра. С. В. Августиновичем также
поставлен вопрос о существовании аффинно несистематических кодов.
Ответ на него анонсирован в [5], a в настоящей работе даётся развёрнутое
изложение анонсированных результатов.

1. Конструкция аффинно несистематических кодов

На множестве {0, 1, . . . , n} (n = 2k − 1) можно ввести структуру ли-
нейного пространства следующим образом. Пусть i = i1 . . . ik — пред-
ставление числа 0 6 i 6 n в двоичной системе. Бинарной суммой i ⊕ j
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чисел 0 6 i, j 6 n называется число, двоичное представление которо-
го есть побитовая сумма двоичных представлений чисел i и j. Таким
образом на множестве индексов {0, 1, . . . , n} (n = 2k−1) вводится струк-
тура линейного пространства. При этом код Хемминга Hn определяется
как множество всех векторов u = (u1, . . . , un) ∈ {0, 1}n, для которых
n⊕

i=1
uii = 0.

Дополнительным к коду Хемминга Hn называем k-мерное подпро-
странство Q ⊂ {0, 1}n, если Q ∩ Hn = {0}. Так как Q + Hn = {0, 1}n,
дополнительное подпространство Q пересекается с каждым смежным
классом Hn+ei по единственному ненулевому элементу qi (i = 1, . . . , n).

Лемма 1. Пусть Q = {q0,q1, . . . ,qn} — дополнительное подпро-

странство к коду Хемминга Hn, где q0 = 0, qi ∈ Hn + ei (1 6 i 6 n).
Тогда qi⊕j = qi + qj для всех 1 6 i, j 6 n.

Доказательство. По условию qi = ei +ui для некоторых ui ∈ Hn.
Тогда

qi⊕j = ei⊕j + ui⊕j = ei + ej +w,

где w = (ei+ej+ei⊕j)+ui⊕j ∈ Hn. Поэтому qi⊕j+qi+qj=ui+uj+w∈Hn.
Так как Q пересекается с Hn только по нулевому элементу, имеем qi⊕j+
qi + qj = 0. Лемма 1 доказана.

Определение 2. Множество индексов I = {i1, . . . , im} ⊂ {1, . . . , n}
называем аффинно систематическим, если существует такое дополни-
тельное к коду Хемминга k-мерное подпространство Q = {q0,q1, . . . ,qn}
(q0 = 0), что qi ∈ Hn + ei (i = 1, . . . , n) и qis ∈ Ris + eis (s = 1, . . . ,m),
где Ris — is-компоненты кода Хемминга, содержащие нулевой вектор
(s = 1, . . . ,m). В противном случае называем множество I аффинно неси-

стематическим.

Множество индексов I ⊂ {1, . . . , n} названо в [3, 4] систематиче-

ским, если в пространстве {0, 1, . . . , n} существует такой базис K из k
элементов, что I ⊂ K ⊕K.

Множество всех векторов пространства {0, 1}n разбивается на орби-
ты относительно группы перестановочных автоморфизмов Sym(Hn) ко-
да Хемминга Hn. В [4] (определение 3) орбита, носители всех векторов
которой являются систематическими множествами, названа системати-
ческой, а орбита, для которой это свойство не выполняется, несистемати-
ческой. В согласии с этой терминологией будем называть орбиту, носите-
ли всех векторов которой являются аффинно систематическими множе-
ствами, аффинно систематической, а орбиту, для которой это свойство
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не выполнено, аффинно несистематической.

Лемма 2. Любое систематическое множество I ⊂ {1, . . . , n} является

аффинно систематическим.

Доказательство. Пусть I — систематическое множество, причём
I ⊂ K ⊕ K для некоторого базисного множества K = {i1, . . . , ik}. Рас-
смотрим k-мерное подпространство Q, порождённое векторами eip

(p = 1, . . . , k) (это k-мерная грань куба {0, 1}n). Пусть
k∑

p=1
αpeip ∈ Hn

для некоторых α1, . . . , αk ∈ {0, 1}. Из определения кода Хемминга тогда

следует, что
k⊕

p=1
αpip = 0. В силу независимости множества K все αp

равны нулю (p = 1, . . . , k). Это доказывает, что пространство Q яв-
ляется дополнительным к коду Хемминга Hn. Рассмотрим теперь лю-
бое i ∈ I. Существуют такие два элемента j1, j2 ∈ K, что i = j1 ⊕ j2, т. е.
u = ei + ej1 + ej2 ∈ Ri и u+ ei ∈ Q. Лемма 2 доказана.

Рассмотрим любое семейство B =
{
Ru1

i1
, . . . , Rum

im

}
из попарно не пе-

ресекающихся компонент кода Хемминга Hn. Обозначим через I(B) мно-
жество всех индексов i, для которых существуют i-компоненты, принад-
лежащие семейству B.

Теорема 1. Если множество индексов I(B) аффинно систематиче-

ское, то код Hn(B), получаемый по формуле (1) из кода Хемминга Hn

сдвигами компонент из семейства B, аффинно систематический.

Доказательство. Пусть Q = {q0, . . . ,qn} — дополнительное под-
пространство к коду Хемминга Hn, обладающее свойством qi ∈ Ri + ei
для любого i ∈ I(B). Если u,v ∈ Hn(B) ∩ Hn, то из u + v ∈ Q следу-
ет u = v. Пусть u ∈ Hn(B)∩Hn и v ∈ R

up

ip
+eip для некоторой компонен-

ты R
up

ip
из семейства B. Так как u ∈ Hn \Rup

ip
, получим u+v /∈ Rip + eip .

Поскольку ip ∈ I(B), тем более u+v /∈ Q. Если u ∈ R
up

ip
+eip , v ∈ R

uq

iq
+eiq

и ip = iq, то u + v /∈ Rip , и снова u + v /∈ Q. Осталось рассмотреть слу-
чай u ∈ R

up

ip
+ eip , v ∈ R

uq

iq
+ eiq и ip 6= iq. Так как все компоненты из B

не пересекаются, имеем

u+ v + eip + eiq /∈ Rip +Riq . (2)

Очевидно, что u + v ∈ Hn + eip⊕iq . Допустим, что u + v ∈ Q. Тогда
в силу леммы 1 u + v = qip⊕iq = qip + qiq ∈ R

up

ip
+ eip + R

uq

iq
+ eiq , что

противоречит включению (2). Теорема 1 доказана.
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Говорим, что семейство непересекающихся компонент B =
{
Ru1

i1
, . . . ,

Rum

im

}
не имеет кратных компонент, если все индексы i1, . . . , im различ-

ны. В этом случае I(B) = {i1, . . . , im}.
Пусть E(B) = Hn \

(
m⋃
p=1

R
up

ip

)
— часть кода Hn, не занятая компо-

нентами из семейства B.
Рассмотрим следующие два условия на семейство компонент B:

(a) для любых индекса ip ∈ I(B) и вектора q ∈ Hn \Rip пересечение

E(B) ∩Rup+q

ip
непусто;

(b) Hn = E(B) + E(B).
Теорема 2. Пусть семейство попарно не пересекающихся компонент

B =
{
Ru1

i1
, . . . , Rum

im

}
не содержит кратных компонент. Если множество

индексов I(B) аффинно несистематическое и для семейства B выполнены

условия (a) и (b), то код Hn(B) аффинно несистематический.

Доказательство. Рассмотрим в {0, 1}n произвольное k-мерное под-
пространство Q. Допустим, что существует вектор 0 6= u ∈ Hn ∩ Q.
По условию (b) существуют такие два вектора v,w ∈ E(B) ⊂ Hn(B),
что v+w = u ∈ Q. Допустим теперь, что Q∩Hn = {0}, т. е. Q является
подпространством, дополнительным к Hn. Пусть Q = {q0, . . . ,qk}, где
q0 = 0 и qi⊕j = qi + qj для всех 0 6 i, j 6 k. Так как множество I(B)
аффинно несистематическое, найдётся такой индекс ip ∈ I(B), что qip /∈
Rip + eip . По условию (a) существует вектор v ∈ E(B)∩Rup+qip+eip

ip
. По-

этому v ∈ Hn(B) и w = v+qip ∈ R
up

ip
+eip ⊂ Hn(B), т. е. v+w = qip ∈ Q.

Теорема 2 доказана.

Каждая компонента кода Hn состоит из 2
n−1
2 элементов [1]. Семей-

ство B без кратных компонент может содержать не более n компонент.
Условие (b) при n > 15 следует из неравенства

n · 2n−1
2 <

1

2
|Hn| = 2n−log2(n+1)−1.

Условие (a) следует из того, что при i 6= j число элементов в пересечении

двух компонент Ri и Rj равно 2
n+1
4 [1]. Таким образом, получаем

Следствие 1. Если n > 15, то для любого семейства непересекаю-

щихся компонент B кода Хемминга Hn, не содержащего кратных компо-

нент и такого, что множество индексов I(B) аффинно несистематическое,

код Hn(B) аффинно несистематический.
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2. Построение аффинно несистематических множеств и кодов

В разд. 1 задача о построении аффинно несистематичечких кодов све-
дена к задаче построения аффинно несистематических множеств. Для
окончательного решения этой задачи необходимо указать явные приме-
ры аффинно несистематических множеств.

Напомним, что {0, . . . , n} является линейным пространством размер-
ности k (n = 2k − 1), которое для краткости будем обозначать симво-
лом {0, 1}k. Возьмём в этом пространстве некоторое подмножество I =
{i1, . . . , im}, ранг которого равен r < k. Выделим в I некоторый базисный
набор {i1, . . . , ir} и рассмотрим в {0, 1}k подпространство M , порождён-
ное векторами i1, . . . , ir. Пусть n′ = 2r − 1. В коде Хемминга Hn можно
рассмотреть подкод Hn′

M , состоящий из всех векторов кода Hn, носите-
ли которых входят в M \ {0}. Очевидно, что этот подкод эквивалентен
стандартному коду Хемминга Hn′

длины n′. Если I = {i1, . . . , im} вхо-
дит в M \{0}, то можем говорить о его аффинной систематичности (или
несистематичности) как относительно кода Hn, так и относительно кода
Hn′

M . Свойство обычной систематичности не зависит от того, в каком коде
Хемминга (Hn′

M или Hn) рассматривается этот вопрос (см. [4, лемма 5]
или [3, лемма 1]). Покажем, что аналогичный факт справедлив и для
свойства аффинной систематичности.

Лемма 3 (о редукции). Множество I аффинно систематическое от-

носительно кода Hn′

M тогда и только тогда, когда оно аффинно система-

тическое относительно кода Hn.

Доказательство. Допустим, что множество I = {i1, . . . , im} (с ба-
зисным набором {i1, . . . , ir}) аффинно систематическое относительно ко-
да Хемминга Hn′

M . Пусть M \ {0} = {i1, . . . , in′} (m 6 n′). Если через
Ri(M) обозначим i-компоненты кода Hn′

M , то должно существовать та-
кое r-мерное подпространство QM = {q̃0, q̃i1 , . . . , q̃in′

} (q̃0 = 0), что
q̃is ∈ Hn′

M + eis (s = 1, . . . , n′) и q̃is ∈ Ris(M) + eis (s = 1, . . . ,m). Рас-
смотрим в {0, 1}k такое базисное множество K, что is ∈ K (s = 1, . . . , r).
Положим qis = q̃is при s = 1, . . . , r и qj = ej при j ∈ K \ I. Если
j /∈ K, то для некоторого множества J ⊂ K имеем j =

⊕
i∈J

i и пола-

гаем qj =
∑
i∈J

qi. Легко проверяется, что определённое таким способом

множество Q = {q0, . . . ,qn} является дополнительным к коду Хеммин-
га Hn k-мерным подпространством в {0, 1}n. Так как Ri(M) = Hn′

M ∩Ri

для любого i ∈ M \ {0}, очевидно, что qis ∈ Ris + eis (s = 1, . . . ,m),
откуда следует аффинная систематичность I относительно кода Hn.
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Наоборот, допустим, что I является аффинно систематическим от-
носительно кода Hn и что дополнительное к Hn k-мерное подпростран-
ство Q = {q0, . . . ,qn} (q0 = 0) обладает свойством qi ∈ Hn + ei (i =
1, . . . , n) и qis ∈ Ris + eis (s = 1, . . . ,m). Так как M — подпространство
в {0, 1}k, множество QM = {q0,qi1 , . . . ,qin′

} является r-мерным подпро-
странством. Обозначим символом (u)j j-ю координату вектора u. Теперь
для любого i ∈M полагаем

(ũ)j =

{
(u)j , если j ∈M,

0, если j /∈M.

Поскольку отображение ˜ :M → {0, 1}n, очевидно, линейно, множество
Q̃ = {q̃0, q̃i1 , . . . , q̃in′

} — линейное подпространство. Свойство q̃is ∈ Hn′

M+

eis (s = 1, . . . , n′) сразу следует из определения кода Hn′

M и аналогичного
свойства для элементов qis . Докажем, что q̃is ∈ Ris+eis при s = 1, . . . ,m.
Легко заметить, что вектор u ∈ Hn принадлежит компоненте Ri тогда
и только тогда, когда (u)j = (u)i⊕j для любого индекса j 6= i, j ∈ {0, 1}k.
Пусть 1 6 s 6 m. Если j /∈M , то так как is ∈M и M — подпространство,
получаем j ⊕ is /∈ M . Поэтому (q̃is)j = 0 = (q̃j⊕is)j . Пусть j ∈ M \ {0}
и j 6= is. Поскольку по условию qis ∈ Ris + eis , имеем (q̃is)j = (qis)j =
(qis)j⊕is = (q̃is)j⊕is . Тем самым q̃is ∈ Ris+eis . Кроме того, q̃is ∈ Hn′

M+eis .
Значит, q̃is ∈ Hn′

M ∩Ris + eis = Ris(M) + eis . Лемма 3 доказана.

Орбиты векторов пространства {0, 1}n можно задавать с помощью
уравнений. Каждой орбите веса m и ранга r сопоставляется матрица
(bpq) (p = r+ 1, . . . ,m; q = 1, . . . , r) размера (m− r)× r над полем {0, 1}
с попарно различными строками. При этом носителями векторов из ор-
биты являются всевозможные множества {i1, . . . , im} такие, что

ip = bp1i1 ⊕ · · · ⊕ bprir (p = r + 1, . . . ,m), (3)

а i1, . . . , ir пробегают все линейно независимые наборы из {0, 1}k. Если
орбита в пространстве {0, 1}n′

(n′ = 2r − 1) задаётся уравнением (3),
то ей соответствует орбита с таким же уравнением в любом простран-
стве {0, 1}n большей размерности. Из леммы 3 следует, что при таком
соответствии свойство орбиты быть аффинно систематической (аффин-
но несистематической) сохраняется. Этот факт даёт возможность искать
аффинно несистематические орбиты в пространствах небольших размер-
ностей путём непосредственного перебора вариантов. В силу леммы 2 аф-
финная несистематичность влечёт обычную несистематичность, поэтому
среди орбит веса 7 кандидатами в аффинно несистематические орбиты
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могут быть только две найденные в [4] (следствие 1) несистематические
орбиты O1

7 и O3
7.

Лемма 4. Орбиты O1
7 и O3

7 аффинно несистематические.

Доказательство. Носители векторов орбиты O1
7 задаются следую-

щими уравнениями: i4 = i1 ⊕ i2, i5 = i2 ⊕ i3, i6 = i1 ⊕ i3, i7 = i1 ⊕ i2 ⊕ i3,
где тройка i1, i2, i3 линейно независима (см. табл. 1 из [4]). Ранг орбиты
равен 3, поэтому в силу леммы о редукции достаточно решить эту за-
дачу в коде Хемминга H7, т. е. проверить аффинную несистематичность
множества {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Рассмотрим базисное множество

K = {i1, i2, i3} = {1, 2, 4}.

Выберем произвольным образом векторы qiα ∈ Riα + eiα (α = 1, 2, 3).
Остальные векторы подпространства Q = {q0,q1, . . . ,q7} (q0 = 0), по-
рождённого векторами q1,q2,q4, определяются однозначно, т. е.

если J ⊂ K и i =
⊕

j∈J
j, то qi =

∑

j∈J
qj . (4)

После этого необходимо проверить, что qi /∈ Ri + ei хотя бы для одного
индекса i. Каждая компонента кодаH7 состоит из 16 элементов. Поэтому
необходимо сделать 163 таких проверок. Эту работу можно в значитель-
ной степени сократить. Во-первых, представим qj = wj+ej , j = 1, . . . , 7.
Тогда wj ∈ H7 и формула (2) имеет вид

если J ⊂ K и i =
⊕

j∈J
j, то wi =

∑

j∈J
wj + ei +

∑

j∈J
ej . (4′)

Теперь необходимо проверить, что wi /∈ Ri хотя бы для одного индекса i.
Так как вектор 1 принадлежит всем компонентам, замена wj на wj+1 не
меняет свойства принадлежности компоненте Rj . Тем самым достаточно
исследовать случаи, когда векторы w1,w2,w4 либо равны нулю, либо
имеют вес 3. Рассмотрим эти случаи.

Случай 1: w1 = w2 = w4 = 0. Тогда вектор w7 = e1 + e2 + e4 + e7
(вычисленный по формуле (4′)) не принадлежит компоненте R7.

Все случаи, когда только один из векторов w1,w2,w4 ненулевой и его
носитель содержит два базисных элемента из K, сводятся с помощью
подходящего автоморфизма кода Хемминга H7 к следующему.

Случай 2: w1 = e1 + e2 + e3, w2 = w4 = 0. Здесь вектор w5 =
e2 + e3 + e4 + e5 не принадлежит компоненте R5.
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Все случаи, когда только один из векторов w1,w2,w4 ненулевой и его
носитель содержит два базисных элемента из K, сводятся с помощью
подходящего автоморфизма кода Хемминга H7 к следующему.

Случай 3: w1 = e1 + e6 + e7, w2 = w4 = 0. В этом случае вектор
w5 = e4 + e5 + e6 + e7 не принадлежит компоненте R5.

Все случаи, когда имеется только два ненулевых равных между собой
вектора из w1,w2,w4, сводятся к следующему.

Случай 4: w1 = w2 6= 0, w4 = 0. Тогда (как и в случае 1) век-
тор w7 = e1 + e2 + e4 + e7 не принадлежит компоненте R7.

Все случаи, когда имеется только два ненулевых не равных между
собой вектора из w1,w2,w4, причём носитель каждого из них содержит
по два базисных элемента из K, сводятся к следующему.

Случай 5: w1 = e1+e2+e3, w2 = e2+e4+e6, w4 = 0. Здесь вектор
w3 = e2 + e4 + e6 не принадлежит компоненте R3.

Все случаи, когда имеется только два ненулевых не равных между со-
бой вектора из w1,w2,w4, причём носитель одного из них содержит два
базисных элемента, а носитель другого — только один базисный элемент
из K, сводятся к одному из следующих двух случаев.

Случай 6: w1 = e1+e2+e3, w2 = e2+e5+e7, w4 = 0. В этом случае
вектор w3 = e2 + e5 + e7 не принадлежит компоненте R3.

Случай 7: w1 = e1+e2+e3, w4 = e3+e4+e7, w2 = 0. Тогда вектор
w6 = e2 + e3 + e6 + e7 не принадлежит компоненте R6.

Все случаи, когда имеется только два ненулевых не равных между
собой вектора из w1,w2,w4, причём носитель каждого из них содержит
по одному базисному элементу из K, сводятся к следующему.

Случай 8: w1 = e1 + e6 + e7, w2 = e2 + e5 + e7, w4 = 0. Здесь w6 =
e2 + e3 + e6 + e7 не принадлежит компоненте R6.

Рассмотрим случаи, когда все векторы w1,w2,w4 ненулевые, причём
среди них есть два одинаковых. Применяя автоморфизмы кода Хеммин-
га, можно считать, что w1 = w2 6= w4. Если носитель вектора w4 содер-
жит два базисных элемента из K, то с помощью подходящих автомор-
физмов кода Хемминга придём к следующему.

Случай 9: w1 = w2 = e1 + e2 + e3, w4 = e2 + e4 + e6. В этом случае
вектор w6 = e1 + e2 + e3 не принадлежит компоненте R6.

Если же носитель вектора w4 содержит только один базисный эле-
мент из K, то получим



82 С. А. Малюгин82 С. А. Малюгин82 С. А. Малюгин

Случай 10: w1 = w2 = e1 + e2 + e3, w4 = e3 + e4 + e7. Тогда
w7 = e1 + e2 + e4 + e7 не принадлежит компоненте R7.

И, наконец, переходим к случаям, когда все векторы w1,w2,w4 раз-
личны и не равны нулю. Все случаи, когда носители каждого из этих
векторов содержат по два базисных элемента из K, с помощью автомор-
физмов кода Хемминга сводятся к следующему.

Случай 11: w1 = e1 + e2 + e3, w2 = e2 + e4 + e6, w4 = e1 + e4 + e5.
Здесь вектор w3 = e2 + e4 + e6 не принадлежит компоненте R3.

Все случаи, когда носители двух векторов из w1,w2,w4 содержат по
два базисных элемента, а третий — только один базисный элемент из K,
сводятся к следующему.

Случай 12: w1 = e1 + e2 + e3, w2 = e2 + e5 + e7, w4 = e1 + e4 + e5.
В этом случае вектор w7 = e1 + e2 + e3 не принадлежит компоненте R7.

Если носитель только одного вектора из w1,w2,w4 содержит два ба-
зисных элемента, а двух других — только по одному базисному элементу
из K, то получаем

Случай 13: w1 = e1 + e2 + e3, w2 = e2 + e5 + e7, w4 = e3 + e4 + e7.
Тогда вектор w3 = e2 + e5 + e7 не принадлежит компоненте R3.

Осталось разобрать последний случай, когда каждый из векторов
w1,w2,w4 содержит по одному базисному элементу из K.

Случай 14: w1 = e1 + e6 + e7, w2 = e2 + e5 + e7, w4 = e3 + e4 + e7.
В этом случае вектор w7 = e3 + e5 + e6 не принадлежит компоненте R7.

Носители векторов орбиты O3
7 задаются следующими уравнениями:

i5 = i1 ⊕ i2 ⊕ i3, i6 = i1 ⊕ i2 ⊕ i4, i7 = i1 ⊕ i3 ⊕ i4,

где i1, i2, i3, i4 линейно независимы (см. табл. 1 из [4]). Аффинная неси-
стематичность орбиты O3

7 установлена с помощью компьютера. Лемма 4
доказана.

Теорема 3. Все несистематические коды, которые получаются из

кода Хемминга сдвигами семи непересекающихся компонент, аффинно

несистематические.

Доказательство. Пусть код C = Hn(B) — несистематический, где
B =

{
Ru1

i1
, . . . , Ru7

i7

}
— некоторое семейство из семи попарно не пересека-

ющихся iq-компонент кода Хемминга Hn (q = 1, . . . , 7; u1, . . . ,u7 ∈ Hn).
В силу теоремы 1 из [4] множество I(B) несистематическое. Так как по
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следствию 1 из [4] множества, содержащие менее семи элементов, систе-
матические, семейство B не может содержать кратных компонент (т. е.
индексы i1, . . . , i7 различны). По следствию 1 из [4] существует в точ-
ности две несистематические орбиты O1

7 и O3
7 веса 7. В силу леммы 5

из [4] и леммы 3 (о редукции), а также леммы 4 получаем аффин-
ную несистематичность множества {i1, . . . , i7}. Известно, что для лю-
бых двух компонент Ri, Rj (i 6= j) кода Хемминга Hn имеют место
равенства |Ri| = 2(n−1)/2, |Ri ∩ Rj | = 2(n−1)/4 [1, 2]. Тем самым для всех
n = 2k − 1 > 15 справедливы неравенства для мощностей

∣∣∣∣∣

7⋃

j=1

(R
uj

ij
∩Ruq

iq
)

∣∣∣∣∣ = 7 · 2(n−1)/4 < 2(n−1)/2 =
∣∣Ruq

iq

∣∣, q = 1, . . . , 7;

∣∣∣∣∣

7⋃

j=1

R
uj

ij

∣∣∣∣∣ = 7 · 2(n−1)/2 < 2n−k−1 =
1

2
|Hn|.

Это означает, что выполнены условия (a) и (b) теоремы 2. В силу теоре-
мы 2 код C является аффинно несистематическим. Теорема 3 доказана.

Из этой теоремы и теоремы 3 в [4] следует существование аффинно
несистематических кодов любой длины n = 2k − 1 > 15.

3. Примеры несистематических

аффинно систематических кодов

Для любого совершенного кода C длины n = 2k − 1 можно постро-
ить расширенный код C̃ длины n + 1, добавляя к векторам C проверку
на чётность в качестве нулевой координаты. Обратно, исходя из расши-
ренного кода C̃ можно получить нерасширенный (совершенный) код C̃i,
вычеркивая i-ю координату во всех векторах C̃. В частности, C̃0 = C.
Следуя [4] (определение 1), назовём расширенный код C̃ систематиче-

ским, если существует (k + 1)-элементное множество K ⊂ {0, 1, . . . , n}
такое, что любые два неравных вектора u,v ∈ C̃ различаются хотя бы в
одной координате с номером, не принадлежащим K. В противном слу-
чае C̃ назовём несистематическим.

Теорема 4. Пусть расширенный код C̃ построен из совершенного

кода C длины n = 2k − 1. Тогда если код C̃ систематический, то код C
аффинно систематический.

Доказательство. Пусть (k + 1)-элементное множество K ⊂ {0, 1,
. . . , n} такое, что любые два неравных вектора из C̃ различаются хотя
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бы в одной координате с номером, не принадлежащим K. Пусть 0 ∈ K.
Рассмотрим k-элементное множество K0 = K \ {0} ⊂ {1, . . . , n} и любые
два неравных вектора u,v ∈ C. Пусть векторы ũ, ṽ получены из векто-
ров u,v добавлением проверки на чётность в качестве нулевой коорди-
наты. Тогда ũ, ṽ принадлежат C̃ и различаются в некоторой координате
i /∈ K. Из того, что 0 ∈ K, следует, что i 6= 0. Поэтому векторы u,v тоже
различаются в координате i /∈ K0. Таким образом, код C систематиче-
ский и, в частности, аффинно систематический. Предположим теперь,
что 0 /∈ K. Пусть L — подпространство в {0, 1}n, состоящее из всех век-
торов u, носители которых входят в K и имеют чётное число элементов.
Очевидно, что размерность L равна k. Допустим, что код C аффинно
несистематический. Тогда существует смежный класс L + w, содержа-
щий два различных вектора u,v ∈ C. Это означает, что u + w ∈ L
и v + w ∈ L. В частности, u + v ∈ L и носители векторов u,v име-
ют одинаковую чётность. Поэтому нулевые координаты векторов ũ, ṽ,
полученных из u,v добавлением проверки на чётность, совпадают, т. е.
[ũ+ ṽ] = [u+ v] ⊂ K, что противоречит тому, что любые два неравных
вектора ũ, ṽ ∈ C̃ различаются хотя бы в одной координате с номером,
не принадлежащим K. Следовательно, код C должен быть аффинно си-
стематическим. Теорема 4 доказана.

В [4, пример 1] для любого k > 5 построены примеры несистематиче-
ских кодов длины n = 2k − 1 таких, что построенные из них расширен-
ные коды являются систематическими. Кроме этого, в [8, 9] построены
с помощью компьютера все попарно не эквивалентные совершенные ко-
ды длины 15, при этом расширение 12 несистематических кодов даёт 12
неэквивалентных расширенных несистематических кодов, а один код ста-
новится при расширении систематическим. Из теоремы 4, а также из
результатов, полученных в [8, 9], получаем

Следствие 2. Для любого n = 2k − 1 (k > 4) существуют несисте-

матические аффинно систематические коды длины n.

Замечание. 12 неэквивалентных несистематических кодов длины 15,
расширение которых даёт несистематические коды, построены в [4, 6]
(два кода найдены в [7, 11]). Компьютерная проверка показала, что эти 12
кодов аффинно несистематические. Поэтому для кодов длины 15 теперь
имеем исчерпывающую информацию: среди 13 неэквивалентных неси-
стематических кодов длины 15 только один код (найденный впервые
в [8, 9]) является аффинно систематическим.
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