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Аннотация. Рассматриваются неориентированные мультиграфы
с взвешенными рёбрами. При мультираскраске инциденторов каж-
дому инцидентору сопоставляется мультицвет, т. е. интервал цветов,
длина которого равна весу инцидентора. Мультираскраска правиль-

ная, если мультицвета любых двух смежных или сопряжённых ин-
циденторов не пересекаются. Приводятся нижние и верхние оценки
минимального числа цветов, необходимого для правильной мульти-
раскраски всех инциденторов мультиграфа.
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1. Основные понятия

Под мультиграфом G = (V,E,w) понимается конечный неориенти-
рованный мультиграф без петель [8], в котором V — множество вер-
шин, E — множество рёбер, w — функция, определённая на E и принима-
ющая натуральные значения. Число w(e) называется весом ребра e ∈ E.
Если e = uv — ребро, инцидентное вершинам u и v, то пары (u, e) и (v, e)
называются инциденторами ребра e, примыкающими к вершинам u и v
соответственно. Таким образом, каждое ребро имеет два инцидентора,
называемых сопряжёнными. Два инцидентора, примыкающие к одной
и той же вершине, называются смежными. Будем считать, что вес ин-
цидентора любого ребра совпадает с весом ребра.

Цветами являются натуральные числа. Пусть a и b — цвета и a 6 b.
Под интервалом [a, b] понимается множество цветов c, удовлетворяю-
щих неравенствам a 6 c 6 b. Число b − a + 1 называется длиной ин-

тервала. Под мультицветом понимается интервал цветов, длина кото-
рого называется длиной мультицвета. Если [a′, b′] — мультицвет, то a′

называется левым концом, а b′ — правым концом мультицвета. Будем
говорить, что имеется мультираскраска ϕ некоторого множества инци-
денторов, если каждому инцидентору i из этого множества сопоставлен
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мультицвет ϕ(i), длина которого равна весу инцидентора i, при этом ϕ(i)
называется мультицветом инцидентора i, а сам инцидентор i называет-
ся окрашенным. Мультираскраска инциденторов называется правильной,
если мультицвета любых двух смежных или сопряжённых инциденторов
не пересекаются.

При имеющейся правильной мультираскраске инциденторов один из
сопряжённых инциденторов каждого ребра будем называть начальным,
а другой — конечным, руководствуясь следующим правилом. Пусть i1
и i2 — сопряжённые инциденторы, окрашенные в непересекающиеся
мультицвета [a1, b1] и [a2, b2] соответственно. Если a1 < a2, то инциден-
тор i1 называется начальным, а инцидентор i2 — конечным. Если a2 < a1,
то конечным является инцидентор i1, а начальным — i2.

Инциденторным мультихроматическим числом µI(G) мультигра-
фа G называется наименьшее k такое, что существует правильная муль-
тираскраска всех инциденторов мультиграфа G, при которой мультицве-
та всех инциденторов включаются в интервал [1, k]. Правильная мульти-
раскраска всех инциденторов мультиграфа G, при которой мультицвета
всех инциденторов включаются в интервал [1, µI(G)], называется мини-

мальной мультираскраской (с помощью µI(G) цветов).

Пусть имеется правильная мультираскраска инциденторов. Цвета,
которые принадлежат мультицветам инциденторов, примыкающим к вер-
шине v, называются занятыми в вершине v, остальные цвета — сво-

бодными в v. Правильная мультираскраска инциденторов называется
нормальной, если для инциденторов, примыкающих к каждой вершине,
выполняется следующее условие: объединение мультицветов начальных
инциденторов является интервалом с левым концом 1, а объединение
мультицветов конечных инциденторов есть интервал, правый конец ко-
торого совпадает с наибольшим занятым цветом. Очевидно, что всегда
существует нормальная минимальная мультираскраска.

Под степенью вершины мультиграфа понимается число рёбер, инци-
дентных ей, под взвешенной степенью — сумма весов рёбер, инцидент-
ных вершине. Через ∆(G) обозначается максимальная степень, а через
∆w(G) — максимальная взвешенная степень вершины мультиграфа G.

Если веса всех рёбер равны 1, то взвешенная степень вершины сов-
падает с её степенью. В этом случае известно [7], что µI(G) = ∆(G)
при ∆(G) > 2. При различных весах рёбер это равенство не всегда вы-
полняется. В настоящей статье для неориентированных мультиграфов
с взвешенными рёбрами приводятся нижние и верхние оценки инциден-
торного мультихроматического числа.
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2. Нижняя оценка

Будем обозначать через w1 максимальный вес ребра мультиграфа
G = (V,E,w). Очевидно, что µI(G) > 2w1 и µI(G) > ∆w(G).

Теорема 1. Пусть G = (V,E,w) — мультиграф. Тогда

µI(G) > max{2w1,∆w(G)}. (1)

Обозначим для краткости

L(G) = max{2w1,∆w(G)}. (2)

Однако нижняя оценка (1) не всегда достигается. На рис. 1 изображён
мультиграф H, указаны веса рёбер. Максимальный вес ребра равен 14,
а максимальная взвешенная степень вершины равна 30, т. е. L(H) = 30,
но µI(H) > L(H). Действительно, пусть существует мультираскраска
инциденторов цветами из [1, 30]. Тогда один из инциденторов верхнего
ребра веса 11 окрашивается в мультицвет [1, 11], а другой — в мультицвет
[20, 30]. Это следует из того, что оба инцидентора примыкают к верши-
нам с взвешенной степенью 30. Аналогично мультицвета «нижних» инци-
денторов рёбер, имеющих вес 14, являются либо интервалом [1, 14], либо
интервалом [17, 30]. Учитывая эти факты, нетрудно показать, что муль-
тицвета каждого из инциденторов «нижнего» ребра (веса 7) отличны как
от интервала [1, 7], так и от интервала [24, 30]; поэтому эти мультицвета
могут являться либо интервалом [15, 21], либо интервалом [10, 16], т. е.
мультицвета сопряжённых инциденторов пересекаются, что невозможно
при правильной мультираскраске. (Можно показать, что µI(H) = 30.)
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Рис. 1. Мультиграф H

Следующую лемму можно вывести из теоремы, содержащейся в [7],
но докажем её другим способом.
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Лемма 1. Пусть G = (V,E,w) — мультиграф с ∆(G) > 2. Тогда

µI(G) 6 w1∆(G).

Доказательство. Построим двудольный граф I(G), у которого V —
множество вершин первой доли, E — множество вершин второй доли,
причем каждая вершина e ∈ E смежна с теми двумя вершинами из V ,
с которыми ребро e инцидентно в мультиграфе G. Так как ∆(I(G)) =
∆(G), по теореме Кёнига [8] рёбра графа I(G) можно правильно рас-
красить ∆(G) цветами. После раскраски рёбер графа I(G) перейдём
к мультираскраске инциденторов мультиграфа G. Если ребро ve гра-
фа I(G) окрашено в цвет i, то инцидентор (v, e) мультиграфа G окра-
шиваем в мультицвет, принадлежащий интервалу [w1(i−1)+1, w1i] (1 6

i 6 ∆(G)). Это возможно, так как длина указанного интервала равна w1,
что не меньше веса ребра e. Получим правильную мультираскраску всех
инциденторов мультиграфа G. Так как все мультицвета принадлежат
интервалу [1, w1∆(G)], имеем µI(G) 6 w1∆(G). Лемма 1 доказана.

Следствие 1. Если ∆(G) 6 2, то µI(G) = L(G) = 2w1.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда ∆(G)=2.
Так как ∆w(G) 6 2w1, в силу (2) L(G) = 2w1, и ввиду теоремы 1 и лем-
мы 1 имеем L(G) = 2w1 6 µI(G) 6 2w1 = L(G). Следствие 1 доказано.

Следствие 2. Если веса всех рёбер мультиграфа G одинаковы, то

µI(G) = L(G).

Доказательство. Считаем, что ∆(G) > 2. Тогда L(G) = ∆(G)w1.
В силу теоремы 1 и леммы 1 имеем

L(G) 6 µI(G) 6 w1∆(G) = L(G).

Следствие 2 доказано.

Теорема 2. Пусть мультиграф G = (V,E,w) является деревом. То-

гда µI(G) = L(G).

Доказательство. Покажем, что µI(G) 6 L(G). Для этого постро-
им правильную мультираскраску инциденторов дерева с использованием
цветов из интервала [1, L(G)] следующим образом. Пусть v0 — произ-
вольная вершина дерева, степень которой не меньше 2, и пусть e′ — реб-
ро с максимальным весом, инцидентное v0. Окрасим инцидентор (v0, e

′)
в мультицвет [1, w(e′)], а сопряжённый ему инцидентор — в мультицвет
[L(G)−w(e′)+1, L(G)]. Так как L(G) > 2w(e′), мультицвета сопряжённых
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инциденторов ребра e′ не будут пересекаться. Остальные инциденторы,
примыкающие к v0, делаем конечными, окрасив их в непересекающие-
ся мультицвета, вложенные в интервал [w(e′) + 1, L(G)]. Сопряжённые
с ними инциденторы делаем начальными, окрасив в мультицвета, левые
концы которых равны 1. Так как e′ — ребро максимального веса, ин-
цидентное v0, и L(G) > ∆w(G), получится правильная мультираскраска
инциденторов всех рёбер, инцидентных v0. Окрашенные инциденторы,
не примыкающие к v0, назовём сигнальными, а вершины, к которым они
примыкают, — отмеченными. Каждый сигнальный инцидентор явля-
ется либо начальным, либо конечным. Если все инциденторы дерева G
оказываются окрашенными, то теорема доказана. В противном случае
берём любую отмеченную вершину, к которой примыкают неокрашен-
ные инциденторы, обозначим её через v. Из неокрашенных инциденто-
ров, примыкающих к v, выбираем инцидентор с максимальным весом;
пусть это инцидентор ребра e. Рассмотрим два случая.

Случай 1. К вершине v примыкает конечный сигнальный инциден-
тор, окрашенный в мультицвет [b, L(G)]. Окрашиваем инцидентор (v, e)
в мультицвет [1, w(e)], сопряжённый ему инцидентор — в мультицвет
[L(G) − w(e) + 1, L(G)]. Сопряжённый инцидентор объявляем сигналь-
ным, а вершину, к которой он примыкает, — отмеченной. Остальные ин-
циденторы, примыкающие к v, окрашиваем в непересекающиеся муль-
тицвета, вложенные в интервал [w(e) + 1, b − 1]. Сопряжённые им ин-
циденторы окрашиваем в мультицвета с левым концом 1 и объявляем
сигнальными, а вершины, к которым они примыкают, — отмеченными.

Случай 2. К вершине v примыкает начальный сигнальный инци-
дентор, окрашенный в мультицвет [1, a]. Окрашиваем инцидентор (v, e)
в мультицвет [L(G) − w(e) + 1, L(G)], сопряжённый ему инцидентор —
в мультицвет [1, w(e)], который объявляем сигнальным, а вершину, к ко-
торой он примыкает, — отмеченной. Остальные инциденторы, примы-
кающие к v, окрашиваем в непересекающиеся мультицвета, вложенные
в интервал [a+1, L(G)−w(e)+1]. Сопряжённые им инциденторы окраши-
ваем в мультицвета с правым концом L(G), объявляем их сигнальными,
а вершины, к которым они примыкают, — отмеченными.

Легко видеть, что полученная мультираскраска инциденторов рёбер,
инцидентных вершине v, является правильной. Затем рассматриваем лю-
бую отмеченную вершину, которой инцидентны рёбра с неокрашенными
инциденторами, и окрашиваем инциденторы таких рёбер указанным об-
разом. Описанная процедура продолжается до тех пор, пока не будет
получена мультираскраска всех инциденторов дерева G с помощью цве-
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тов из [1, L(G)]. Теорема 2 доказана.

3. Верхние оценки

Будем считать, что веса рёбер мультиграфа G = (V,E) не все оди-
наковы и что упорядоченные по убыванию они образуют последователь-
ность

w1 > w2 > . . . > wk (k > 2). (3)

Через Ei обозначим подмножество рёбер мультиграфа, веса которых не
меньше wi, через Gi — мультиграф (V,Ei, w) (1 6 i 6 k).

Лемма 2. Пусть 1 6 j 6 k − 1. Тогда

µI(G) 6 max{µI(Gj),∆w(G) + wj+1}. (4)

Доказательство. Обозначим для краткости через rj(G) правую
часть неравенства (4). Рассмотрим только цвета из интервала [1, rj(G)].
Покажем, что с их помощью можно построить нормальную мультирас-
краску всех инциденторов мультиграфа G.

Cначала построим нормальную мультираскраску всех инциденторов
мультиграфа Gj ; это возможно, так как rj(G) > µI(Gj). Затем в произ-
вольном порядке раскрашиваем инциденторы остальных рёбер так, что-
бы после каждой раскраски получалась нормальная мультираскраска.
Делаем это следующим образом. Пусть уже имеется нормальная муль-
тираскраска инциденторов некоторого подмножества рёбер, и e = xy —
ребро веса ws 6 wj+1 с неокрашенными инциденторами. Так как rj(G) >
∆w(G)+ws, свободные цвета в каждой из вершин x и y образуют интер-
вал, вложенный в [1, rj(G)], длина которого не меньше 2ws. Пусть [a, b]
и [a′, b′] — такие интервалы, образованные свободными цветами в вер-
шинах x и y соответственно. Положим для определённости, что a 6 a′.
Инцидентор (x, e) окрашиваем в мультицвет [a, a+ws− 1], а инцидентор
(y, e) — в мультицвет [b′−ws+1, b′]. Докажем, что в результате получится
правильная нормальная мультираскраска большего числа инциденторов
с помощью цветов из [1, rj(G)]. Для этого нужно только показать, что
мультицвета сопряжённых инциденторов (x, e) и (y, e) не пересекаются.
Так как длина интервала [a′, b′] не меньше 2ws, имеем b′ − a′ + 1 > 2ws.
Но a 6 a′, тем самым b′−a+1 > 2ws, откуда a+ws−1 < b′−ws+1. Это
означает, что мультицвета инциденторов (x, e) и (y, e) не пересекаются.
Указанным образом получается правильная мультираскраска цветами
из [1, rj(G)] всех инциденторов мультиграфа G. Лемма 2 доказана.
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Лемма 3. Для любого q, удовлетворяющего неравенствам 2 6 q 6 k,
верна оценка

µI(Gq) 6 max
i∈[2,q]

{2w1,∆w(Gi) + wi}. (5)

Доказательство. Докажем (5) индукцией по q. Пусть q = 2. При-
менив лемму 2 к мультиграфу G2, получим

µI(G2) 6 max{µI(G1),∆w(G2) + w2}.

По следствию 2 с учётом (2) имеем µI(G1) = L(G1) = max{2w1,∆w(G1)}.
Поэтому

µI(G2) 6 max{2w1,∆w(G1),∆w(G2) + w2}.

Так как ∆w(G2) + w2 > ∆w(G1), получим

µI(G2) 6 max{2w1,∆w(G2) + w2}.

Таким образом, при q = 2 (и при k = 2) формула (5) доказана. Пусть
теперь k > 2. Пусть (5) верна при q таком, что 2 6 q 6 k − 1. Покажем,
что

µI(Gq+1) 6 max
i∈[2,q+1]

{2w1,∆w(Gi) + wi}. (6)

Применив лемму 2 к мультиграфу Gq+1, получим

µI(Gq+1) 6 max{µI(Gq),∆w(Gq+1) + wq+1}.

Отсюда и из (5) вытекает (6). Лемма 3 доказана.

При q = k выполняется равенство µI(Gk) = µI(G). Поэтому из (5)
следует

Теорема 3. Имеет место оценка

µI(G) 6 max
i∈[2,k]

{2w1,∆w(Gi) + wi}. (7)

Так как ∆w(G) + w2 > max
i∈[2,k]

{∆w(Gi) + wi}, из (7) вытекает

Следствие 3. Верна оценка

µI(G) 6 max{2w1,∆w(G) + w2}.
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В [6] рассматривалась задача раскраски инциденторов взвешенного
неориентированного мультиграфа, но в понятие веса ребра вкладывал-
ся другой смысл: вес ребра — нижняя граница абсолютной величины
разности между цветами сопряжённых инциденторов этого ребра. Для
минимального числа цветов, необходимых при такой раскраске, приво-
дились нижняя и верхняя оценка, отличающиеся на ⌈∆(G)/4⌉. Верхнюю
оценку инциденторного мультихроматического числа, отличающуюся от
нижней не больше, чем на ⌊∆w(G)/4⌋, даёт следующая

Теорема 4. Для любого мультиграфа G = (V,E,w)

µI(G) 6 max{2w1,∆w(G) + ⌊∆w(G)/4⌋}. (8)

Доказательство. При w2 6 ⌊∆w(G)/4⌋ теорема вытекает из след-
ствия 3. Предположим, что w2 > ∆w(G)/4, и пусть t— максимальный но-
мер того члена последовательности (3), который больше ∆w(G)/4. Оче-
видно, что 2 6 t 6 k. Рассмотрим подграф Gt = (V,Et, w). Так как веса
всех рёбер мультиграфа Gt больше ∆w(G)/4, имеем ∆(Gt) 6 3.

Докажем, что

µI(Gt) 6 max{2w1,∆w(Gt) + ⌊∆w(Gt)/4⌋}. (9)

Формула (9) верна при ∆w(Gt) 6 2, так как µI(Gt) = 2w1 по след-
ствию 1. Пусть ∆(Gt) = 3. При w1 6 ∆w(Gt)/3 в силу леммы 1 и нера-
венства µI(Gt) > ∆w(Gt) имеем µI(Gt) = ∆w(Gt). Таким образом, для
доказательства формулы (9) осталось рассмотреть случай, когда муль-
тиграф Gt содержит рёбра, веса которых больше ∆w(Gt)/3. Такие рёбра
будем называть тяжёлыми, остальные рёбра — лёгкими. Веса лёгких
рёбер не больше ⌊∆w(Gt)/3⌋. Очевидно, что каждой вершине мультигра-
фа Gt инцидентно не больше двух тяжёлых рёбер. Так как ∆(Gt) = 3,
то Gt имеет лёгкие рёбра. Пусть v — вершина мультиграфа Gt степе-
ни 3. Поскольку веса всех рёбер мультиграфа Gt больше ∆w(Gt)/4, вес
каждого ребра, инцидентного v, меньше ∆w(Gt)/2.

Построим подграф H мультиграфа Gt следующим образом. Сначала
обозначим через E′ множество тяжёлых рёбер и положим H = (V,E′, w).
Затем ищем лёгкое ребро, каждой концевой вершине которого инцидент-
но не больше одного ребра из E′. Если такое ребро e′ найдётся, то пола-
гаем E′ = E′ ∪ {e′}, H = (V,E′). Эта процедура прекращается, когда не
удаётся «расширить» множество E′. В результате получим подграф H
мультиграфа Gt\H такой, что ∆(H) = 2. Вершины степени 2 подгра-
фа H назовём особыми. Очевидно, что каждое лёгкое ребро мультигра-
фа Gt \H инцидентно по меньшей мере одной особой вершине.
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Обозначим для краткости

M = max{2w1,∆w(Gt) + ⌊∆w(Gt)/4⌋}.
Так как ∆(H) = 2, то µ(H) = 2w1 по следствию 1. Построим мультирас-
краску инциденторов подграфа H с помощью цветов из [1,M ] следую-
щим образом. Сначала, как и в лемме 1, с помощью графа I(H) окрасим
инциденторы рёбер E′ двумя цветами, после чего инцидентор цвета 1
окрашиваем в мультицвет с левым концом 1, а инцидентор цвета 2 —
в мультицвет с правым концом M . Получим правильную мультираскрас-
ку всех инциденторов рёбер E′, при которой левые концы мультицветов
начальных инциденторов равны 1, а правые концы мультицветов конеч-
ных инциденторов равны M . При этом для каждой вершины будет вы-
полняться одно из следующих условий:

(i) к ней не примыкает ни одного окрашенного инцидентора, либо
примыкает один окрашенный начальный инцидентор;

(ii) к ней примыкает один окрашенный инцидентор, являющийся ко-
нечным;

(iii) к ней примыкают два окрашенных инцидентора: один — началь-
ный, другой — конечный.

Так как ∆(Gt) = 3, после мультираскраски инциденторов мультигра-
фа H не все инциденторы мультиграфа Gt будут окрашены. Приступа-
ем к мультираскраске остальных инциденторов. Пусть e = xy — произ-
вольно выбранное (лёгкое) ребро с неокрашенными инциденторами, y —
особая вершина, к которой примыкают окрашенные инциденторы: на-
чальный веса p1, окрашенный в мультицвет [1, p1], и конечный веса p2,
окрашенный в мультицвет [M−p2+1,M ]. Способ мультираскраски инци-
денторов ребра e зависит от того, какое из условий (i)–(iii) выполняется
для вершины x. Используем следующий алгоритм.

Шаг 1. Если выполняется условие (i), то окрашиваем инцидентор
(x, e) в мультицвет [M − w(e) + 1,M ], а (y, e) — в [p1 + 1, p1 + w(e)].

Шаг 2. Если выполняется условие (ii), то окрашиваем инцидентор
(x, e) в мультицвет [1, w(e)], а (y, e) — в [r+1, r+w(e)], где r = max{w(e),
p1}.

Шаг 3. Если выполняется условие (iii) и s1 — вес начального инци-
дентора, примыкающего к x (окрашенного в мультицвет [1, s1]), то пере-
красим конечный инцидентор, примыкающий к y, в мультицвет
[q + 1, q + p2], где q = max{p1, p2}. (Так как сопряжённый с ним ин-
цидентор окрашен в мультицвет [1, p2], его новый мультицвет не пере-
секается с мультицветом сопряжённого начального инцидентора.) После
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этого окрасим инцидентор (x, e) в мультицвет [s1+1, s1+w(e)], а (y, e) —
в [M − w(e) + 1,M ].

Докажем правильность мультираскраски. Легко видеть, что так как
M > ∆w(Gt), мультицвета инциденторов, примыкающих к вершине x,
не пересекаются после выполнения любого шага алгоритма.

Для каждого шага алгоритма будем отдельно доказывать, что муль-
тицвета сопряжённых инциденторов (x, e) и (y, e) не пересекаются и что
не пересекаются мультицвета инциденторов, примыкающих к вершине y.

Шаг 1. Мультицвета [M−w(e)+1,M ] и [p1+1, p1+w(e)] инциденторов
соответственно (x, e) и (y, e) не пересекаются, т. е.

p1 + w(e) < M − w(e) + 1 или p1 + 2w(e) < M + 1.

Действительно, p1 < ∆w(Gt)/2, w(e) 6 ∆w(Gt)/3. Поэтому

p1 + 2w(e) < ∆w(Gt) + ∆w(Gt)/6 < ∆w(Gt) + ∆w(Gt)/4

< ∆w(Gt) + ⌊∆w(Gt)/4⌋+ 1 6M + 1.

Далее, мультицвет [p1 + 1, p1 + w(e)] инцидентора (y, e) не пересекается
с мультицветами [1, p1] и [M − p2 + 1,M ] других инциденторов, примы-
кающих к y. Это следует из того, что p1 + 1 > p1 и

p1 + w(e) + p2 6 ∆w(Gt) < M + 1,

откуда p1 + w(e) < M − p2 + 1.

Шаг 2. Мультицвета [1, w(e)] и [r + 1, r + w(e)] инциденторов (x, e)
и (y, e) не пересекаются, так как r + 1 = max{w(e), p1} + 1 > w(e). По-
скольку r+1 > p1, мультицвет [r+1, r+w(e)] инцидентора (y, e) не пере-
секается с мультицветом [1, p1] начального инцидентора, примыкающего
к y. Осталось показать, что мультицвет [r + 1, r + w(e)] не пересекается
с мультицветом [M − p2 + 1,M ] конечного инцидентора, примыкающего
к y, т. е. что M −p2+1 > r+w(e) или p2+w(e)+max{w(e), p1} < M +1.
Если max{w(e), p1} = p1, то

p2 + w(e) + p1 6 ∆w(Gt) < M + 1.

Пусть теперь max{w(e), p1} = w(e). Тогда требуемое неравенство прини-
мает вид p2+2w(e) < M +1. Так как w(e) 6 ∆w(Gt)/3, а p1 > ∆w(Gt)/4,
имеем w(e) < p1 +∆w(Gt)/12. Поэтому

p2 + 2w(e) < p2 + w(e) + p1 +∆w(Gt)/12 6 ∆w(Gt) + ∆w(Gt)/12

< ∆w(Gt) + ∆w(Gt)/4 < ∆w(Gt) + ⌊∆w(Gt)/4⌋+ 1 6M + 1.
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Шаг 3. Покажем, что мультицвета [s1+1, s1+w(e)] и [M−w(e)+1,M ]
инциденторов соответственно (x, e) и (y, e) не пересекаются, т. е.

s1 + w(e) < M − w(e) + 1 или s1 + 2w(e) < M + 1.

Так как степень вершины x в мультиграфе Gt равна 3, имеем s1 <
∆w(Gt)/2. Учитывая, что w(e) 6 ∆w(Gt)/3, получим

s1 + 2w(e) < ∆w(Gt)/2 + 2∆w(Gt)/3 = ∆w(Gt) + ∆w(Gt)/6

< ∆w(Gt) + ∆w(Gt)/4 < ∆w(Gt) + ⌊∆w(Gt)/4⌋+ 1 6M + 1.

Осталось доказать, что мультицвет [M −w(e) + 1,M ] инцидентора (y, e)
не пересекается с мультицветом [q+1, q+p2], т. е. что M−w(e)+1 > q+p2
или q + p2 + w(e) < M + 1, где q = max{p1, p2}. Если p1 > p2, то q = p1,
и p1 + p2 + w(e) 6 ∆w(Gt) < M + 1. Пусть теперь p2 > p1. Тогда q = p2
и нужно доказать, что 2p2 + w(e) < M + 1. Так как p2 < ∆w(Gt)/2,
а p1 > ∆w(Gt)/4, то p2 < p1 +∆w(Gt)/4. Следовательно,

2p2 + w(e) < p1 + p2 +∆w(Gt)/4 + w(e) 6 ∆w(Gt) + ∆w(Gt)/4

< ∆w(Gt) + ⌊∆w(Gt)/4⌋+ 1 6M + 1.

Таким образом, неравенство (9) доказано.
Если веса всех рёбер мультиграфа G больше ∆w(Gt)/4, то G = Gt,

и теорема доказана. В противном случае в последовательности (3) боль-
ше t членов и wt+1 6 ⌊∆w(Gt)/4⌋. По лемме 2 имеем

µI(G) 6 max{µI(Gt),∆w(Gt) + wt+1}.

Отсюда, учитывая неравенства

∆w(Gt) 6 ∆w(G), ∆w(G) + wt+1 6 ∆w(G) + ⌊∆w(G)/4⌋

и (9), получаем формулу (8). Теорема 4 доказана.

Вопрос о достижимости приведённых верхних оценок инциденторно-
го мультихроматического числа остаётся открытым.

4. Заключительные замечания

Раскраска инциденторов ориентированного мультиграфа впервые рас-
сматривалась в [9] как задача составления расписания для компьютерной
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сети, в которой обмен сообщениями производится через диспетчера (че-
рез центральный компьютер) и каждое сообщение имеет единичную дли-
тельность. Для неориентированных мультиграфов такая же задача изу-
чалась в [7]. С прикладной точки зрения более естественным представ-
ляется случай, когда сообщения имеют различные длительности. Это
приводит к мультираскраске инциденторов.

Следует отметить, что задачи раскраски графов часто интерпрети-
руются как задачи составления расписаний, цвета представляют дис-
кретные моменты времени, раскрашиваемые объекты имеют единичный
вес, и каждый из них требует только одного цвета. Но, как, например,
отмечалось в [10], особый интерес представляет случай, когда раскра-
шиваемые объекты имеют различные веса и вместо раскраски ищется
мультираскраска, при которой каждый объект требует не одного цвета,
а мультицвет, т. е. интервал цветов, длина которого равна весу объек-
та. Мультираскраска исследовалась значительно меньше, чем раскрас-
ка. Возможно, это объясняется бо́льшей сложностью задач мультирас-
краски. В [1–4] изучалась мультираскраска вершин. Однако, так как бо-
лее простая задача раскраски вершин для графов общего вида являет-
ся сложной, найти эффективные приближённые алгоритмы мультирас-
краски с удовлетворительной оценкой погрешности практически невоз-
можно. Иное дело, когда в задаче раскраски есть эффективный точный
или приближённый алгоритм с «хорошей» оценкой погрешности. Такая
ситуация имеет место, например, в задаче раскраски рёбер [8]. Правда,
и здесь переход к мультираскраске наталкивается на трудности. Так, в [5]
рассматривалась простая, на первый взгляд, задача мультираскраски
взвешенных рёбер дерева, в которой требуется найти минимальное число
используемых цветов при условии, что мультицвета смежных рёбер не
должны пересекаться. В [5] эта задача несложно решается приближённо
с погрешностью, не превосходящей w1−1, где w1 — наибольший вес реб-
ра. Автору не известно, существует ли эффективный точный алгоритм.
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