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Аннотация. Предлагается новое необходимое и достаточное усло-
вие принадлежности точки минимальному разрешающему множе-
ству пороговой функции k-значной логики. Это позволяет выделить
большой подкласс пороговых функций, для которых мощность ми-
нимального разрешающего множества при фиксированном числе пе-
ременных n ограничена сверху полиномом от log2 k степени n− 2.
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Введение

Функция f , отображающая En
k = {0, 1, . . . , k− 1}n в {0, 1}, называет-

ся пороговой, если существует гиперплоскость, отделяющая множество
точек, в которых f равна 0, от множества точек, в которых f равна 1.

В работе изучается строение и мощность разрешающего множества
пороговой функции, т. е. такого множества точек из En

k , значений функ-
ции в которых достаточно для однозначного её восстановления в осталь-
ных точках области определения. Разрешающие множества естествен-
ным образом появляются в задаче расшифровки пороговой функции
[7, 17]. Разрешающее множество пороговой функции f называется мини-

мальным (или тупиковым), если никакое его собственное подмножество
не является разрешающим для f . Известно (см., например, [8, 13]), что
минимальное разрешающее множество любой пороговой функции един-
ственно. Максимальная мощность минимального разрешающего множе-
ства, где максимум берётся по всем пороговым функциям, заданным
на En

k , называется длиной обучения.
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Длина обучения t(n, k) зависит от n экспоненциально, в частности,
t(n, 2) = 2n. Известно, что

c′n log
n−2 k 6 t(n, k) 6 c′′n log

n−1 k, (1)

где c′n, c′′n — некоторые положительные величины, зависящие только от n.
Верхняя оценка в (1) получена в [16] на основе [11, 15], нижняя оценка
установлена в [8, 13], см. также [5], где приводятся явные выражения
для c′n, c′′n. В [4, 13] доказано, что t(2, k) = 4, а в [3] установлено, что
t(3, k) = Θ(log k). Средняя мощность минимального разрешающего мно-
жества изучается в [2, 14].

При получении верхних и нижних оценок длины обучения в [5, 8, 13,
16] и др. существенным образом используются результаты о числе вер-
шин выпуклой оболочки целых точек полиэдра, заданного системой ли-
нейных неравенств (см. [1] и приведённый там список литературы).
В свою очередь, при получении верхних оценок числа этих вершин пло-
дотворным оказался подход В. Н. Шевченко [10, 12], основанный на ис-
пользовании свойства разделённости. В настоящей работе для нахожде-
ния более точных оценок мощности минимального разрешающего мно-
жества предпринята попытка использовать свойство разделённости на-
прямую.

Авторы предполагают, что t(n, k) при фиксированном n ограниче-
на сверху полиномом от log k степени n − 2. Гипотеза верна при n =
2, 3 [3, 4, 13].

Здесь делается шаг в направлении возможного доказательства этой
гипотезы для n > 4. Во-первых, дано новое необходимое и достаточное
условие принадлежности точки минимальному разрешающему множе-
ству (теорема 1). Во-вторых, в множестве Π(n, k) пороговых функций,
заданных на En

k , выделяется большой подкласс Π′(n, k) таких функ-
ций, для которых это условие эквивалентно свойству разделённости.
В-третьих, доказано (теорема 2), что мощность минимального разреша-
ющего множества любой функции из этого подкласса ограничена сверху
величиной cn log

n−2 k, где cn зависит только от n.

1. Определения и обозначения

Пусть Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, f : En
k → {0, 1}, k > 2. Обозначим

Mν(f) =
{
x ∈ En

k | f(x) = ν
}

(ν = 0, 1).

Функция f называется пороговой, если существуют число a0 ∈ R и вектор
a ∈ Rn такие, что

M0(f) =
{
x ∈ En

k | ax 6 a0
}
. (2)
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Запись вида ax, где a = (a1, a2, . . . , an), x = (x1, x2, . . . , xn), здесь и да-
лее означает линейную форму ax = a1x1 + a2x2 + · · · + anxn. Линейное
неравенство ax 6 a0 в (2) называется пороговым неравенством функ-
ции f . Множество всех пороговых функций, заданных на En

k , обозначим
через Π(n, k).

Разрешающим множеством функции f ∈ Π(n, k) называется такое
T ⊆ En

k , что для произвольной функции g ∈ Π(n, k)\{f} найдётся z ∈ T ,
для которого f(z) 6= g(z). Разрешающее множество функции f называ-
ется минимальным, или тупиковым, если никакое его собственное под-
множество не является разрешающим для f . Известно (см., например,
[8, 13]), что для любой пороговой функции f минимальное разрешающее
множество единственно. Минимальное разрешающее множество функ-
ции f обозначим через T (f). Определим Tν(f) = T (f)∩Mν(f) (ν = 0, 1).
Длиной обучения называется величина t(n, k) = max

f∈Π(n,k)
|T (f)|.

Пусть X ⊂ Rd. Введём обозначения: convX — выпуклая оболочка
множества X; coneX — коническая оболочка множества X; VertX —
множество вершин в convX. Под суммой и разностью множеств X и Y
векторов из Rd понимаем X + Y = {x + y | x ∈ X, y ∈ Y } и X − Y =
{x− y | x ∈ X, y ∈ Y } соответственно.

2. Описание минимального разрешающего множества

С каждой функцией f ∈ Π(n, k) связан конус C(f) разделяющих
функционалов [11], определяемый системой линейных неравенств отно-
сительно неизвестных a0, a1, . . . , an:

ax 6 a0 для всех x ∈ M0(f),
ax > a0 для всех x ∈ M1(f),

(3)

где a = (a1, a2, . . . , an). Пусть T ′ ⊆ M0(f), T ′′ ⊆ M1(f). Рассмотрим
следующую подсистему системы неравенств (3):

ax 6 a0 для всех x ∈ T ′,
ax > a0 для всех x ∈ T ′′.

(4)

В [8] доказана следующая характеризация минимального разрешаю-
щего множества пороговой функции.

Лемма 1 [8]. Пусть f ∈ Π(n, k), T ′ ⊆ M0(f), T
′′ ⊆ M1(f). Для то-

го чтобы T0(f) = T ′ и T1(f) = T ′′, необходимо и достаточно, чтобы (4)
являлась минимальной подсистемой системы (3), эквивалентной этой си-

стеме.
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Введём обозначения: K(f) = cone(M0(f) −M1(f)) (если f — тожде-
ственная константа, то K(f) = {o}), где o = (0, . . . , 0),

F0(f) = conv(M0(f)) +K(f), F1(f) = conv(M1(f))−K(f).

Пример 1. На рис. 1 изображены множества F0(f) и F1(f) для функ-
ции f ∈ Π(2, 4), заданной пороговым неравенством 2x1+x2 6 3. Обозна-
чим

x(1) = (0, 3), x(2) = (1, 1), y(1) = (1, 2), y(2) = (2, 0). (5)

Имеем K(f) = cone{r(1), r(2)},

F0(f) = conv{x(1), x(2)}+K(f), F1(f) = conv{y(1), y(2)} −K(f),

где r(1) = x(1) − y(2) = (−2, 3), r(2) = x(2) − y(1) = (0,−1).

x2

x1

x(1) F1(f)

F0(f)

y(1)

x(2)

y(2)

2x
1
+
x
2
=
3

Рис. 1

Ниже (см. теорему 1) дано описание минимального разрешающего
множества T (f) в терминах множеств Fν(f) (ν = 0, 1).

Лемма 2. Пусть X, Y — конечные множества точек из Rn, причём

convX ∩ conv Y = ∅. Для множеств X ′ = convX + cone(X − Y ) и Y ′ =
conv Y + cone(Y −X) имеют место следующие представления:

X ′ = convVertX ′ + cone(VertX ′ −VertY ′),

Y ′ = convVertY ′ + cone(VertY ′ −VertX ′).

Доказательство. Множество X ′ является полиэдром (многогран-
ным множеством) и представлено как сумма политопа convX и полиэд-
рального конуса cone(X−Y ) (см., например, [9]). Аналогично, Y ′ — поли-
эдр. Из условия convX ∩ conv Y = ∅ следует, что конус cone(X−Y ) ост-
рый, и, следовательно, полиэдры X ′ и Y ′ не содержат ненулевых подпро-
странств. Любой полиэдр, не содержащий ненулевых подпространств,
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можно представить в виде суммы выпуклой оболочки его вершин и ко-
нуса его рецессивных направлений. Конусы рецессивных направлений
полиэдров X ′ и Y ′ суть cone(X − Y ) и cone(Y −X) соответственно, по-
этому достаточно показать, что cone(X − Y ) = cone(VertX ′ −VertY ′).

Вначале докажем, что cone(VertX ′ − VertY ′) ⊆ cone(X − Y ). Для
произвольной точки x′ ∈ X ′ найдутся x ∈ convX и z ∈ cone(X − Y )
такие, что x′ = x + z. Точки x + 1

2z и x + 3
2z принадлежат X ′. Так как

x′ = 1
2

(
x + 1

2z
)
+ 1

2

(
x + 3

2z
)
, точка x′ не может быть вершиной множе-

ства X ′ при z 6= o. Таким образом, вершины X ′ являются вершинами
convX, следовательно, VertX ′ ⊆ X. Аналогично получаем VertY ′ ⊆ Y .
Из полученных включений вытекает соотношение

cone(VertX ′ −VertY ′) ⊆ cone(X − Y ).

Для доказательства включения cone(X−Y ) ⊆ cone(VertX ′−VertY ′)
достаточно показать, что произвольный экстремальный вектор r конуса
cone(X−Y ) принадлежит cone(VertX ′−VertY ′). Для вектора r найдётся
точка v ∈ VertX ′ такая, что луч v + cone r является одномерной гра-
нью X ′. Пусть a(x − v) = 0 — опорная гиперплоскость к одномерной
грани v + cone r полиэдра X ′, т. е. a ∈ Rn, a 6= o, ar = 0, a(x− v) < 0 для
всех x ∈ X ′ \ (v + cone r).

Предположим, что нашлась точка y ∈ Y ′ такая, что a(y − v) < 0.
Тогда точка z = 2v−y удовлетворяет неравенству a(z−v) = a(v−y) > 0
и z = v+ (v− y) ∈ X ′, так как v− y ∈ cone(X ′ − Y ′) ⊆ cone(X − Y ) и v ∈
VertX ′ ⊆ X, что противоречит определению опорной гиперплоскости.

Значение линейной функции ay ограничено снизу на полиэдре Y ′

(ay > av). Если значение линейной функции на полиэдре ограничено
снизу, то её минимум достигается на вершине полиэдра. Обозначим че-
рез y′ вершину полиэдра Y ′, на которой достигается минимум линейной
функции ay. Если a(y′ − v) > 0, то a(y − v) > 0 для всех y ∈ Y ′. Тогда
для любых x ∈ X ′ и y ∈ Y ′ выполняется a(x−y) = a(x−v)+a(v−y) < 0.
Так как r = x − y для некоторых x ∈ X ⊂ X ′, y ∈ Y ⊂ Y ′, то ar < 0,
что противоречит определению a. Таким образом, установлено равен-
ство a(y′ − v) = 0. Поскольку y′ ∈ VertY ′ ⊆ Y и v ∈ VertX ′ ⊆ X, имеем
v − y′ ∈ cone(X − Y ), следовательно, гиперплоскость ax = av содержит
луч v+cone(v− y′) ⊂ X ′. На опорной гиперплоскости ax = av находится
единственный луч из X ′, поэтому r = β(v−y′) ∈ cone(X ′−Y ′), где β > 0.
Итак, cone(X − Y ) ⊆ cone(VertX ′ −VertY ′). Лемма 2 доказана.

Теорема 1. Если f ∈ Π(n, k), то Tν(f) = VertFν(f) (ν = 0, 1).
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Доказательство. Если f — тождественная константа, то доказы-
ваемое равенство очевидно. Пусть f не является константой.

Вначале докажем, что Tν(f) ⊆ VertFν(f) (ν = 0, 1), т. е. VertF0(f) ∪
VertF1(f) — разрешающее множество функции f . Рассмотрим произ-
вольную пороговую функцию g ∈ Π(n, k), для которой VertFν(f) ⊆
Mν(g) (ν = 0, 1). Пусть гиперплоскость ax = β разделяет множества
M0(g) и M1(g), а именно, пусть ax 6 β при x ∈ M0(g) и ax > β при
x ∈ M1(g). Так как VertFν(f) ⊆ Mν(g) (ν = 0, 1), имеем az 6 0, где
z ∈ VertF0(f) − VertF1(f). Отсюда получаем неравенство az 6 β при
z ∈ convVertF0(f) + cone(VertF0(f) − VertF1(f)) и неравенство az > β
при z ∈ convVertF1(f) + cone(VertF1(f) − VertF0(f)). Учитывая вклю-
чения

M0(f) ⊂ F0(f) = convVertF0(f) + cone(VertF0(f)−VertF1(f))

(последнее равенство доказано в лемме 2) и

M1(f) ⊂ F1(f) = convVertF1(f)− cone(VertF0(f)−VertF1(f)),

получаем, что az 6 β при z ∈ M0(f) и az > β при z ∈ M0(f). Тем
самым установлены включения Mν(f) ⊆ Mν(g) (ν = 0, 1). Поскольку
M0(f) ∪M1(f) = En

k = M0(g) ∪M1(g), то Mν(f) = Mν(g) (ν = 0, 1), т. е.
f = g. Следовательно, VertF0(f)∪VertF1(f) — разрешающее множество
функции f .

Теперь покажем, что VertFν(f) ⊆ Tν(f) (ν = 0, 1), т. е. множество
VertF0(f)∪VertF1(f) минимальное разрешающее. Достаточно показать,
что для произвольной точки v ∈ VertF0(f)∪VertF1(f) найдётся функция
g ∈ Π(n, k), значения которой отличаются от значений функции f только
в точке v. Для определённости будем считать, что v ∈ VertF0(f). Тогда
a(x − v) = 0 — опорная гиперплоскость к F0(f) в точке v, т. е. a ∈ Rn,
a(x− v) < 0 при x ∈ F0(f) \ {v}. Поскольку

v + cone(VertF0(f)−VertF1(f)) ⊂ F0(f),

для вектора r ∈ cone(VertF0(f) − VertF1(f)) выполняется неравенство
ar < 0. Так как v−VertF1(f) ⊂ VertF0(f)−VertF1(f), при y ∈ VertF1(f)
справедливо a(v − y) < 0. Из полученных неравенств вытекает, что если
y ∈ convVertF1(f) + cone(VertF1(f) − VertF0(f)) = F1(f), то av < ay.
Определим пороговую функцию g следующим образом: g(x) = 0 при
ax < av и g(x) = 1 при ax > av. Из доказанных ранее неравенств следу-
ет, что M0(g) = M0(f) \ {v} и M1(g) = M1(f) ∪ {v}, т. е. значения функ-
ции g отличаются от значений f только в точке v. Случай v ∈ VertF1(f)
рассматривается аналогично. Теорема 1 доказана.
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Проиллюстрируем теорему на примерах.

Пример 1 (продолжение). Для пороговой функции f ∈ Π(2, 4), за-
данной пороговым неравенством 2x1 + x2 6 3 (см. рис. 1), вершины мно-
жества F0(f) суть x(1), x(2), а вершины множества F1(f) суть y(1), y(2),
поэтому T0(f) = {x(1), x(2)}, T1(f) = {y(1), y(2)}, где x(1), x(2), y(1), y(2)

определены в (5).

Пример 2. Рассмотрим функцию f ∈ Π(3, 10) с пороговым нера-
венством 20x1 + 28x2 + 35x3 6 140. Экстремальные лучи конуса K(f)
определяются векторами

(5, 0,−3), (4,−3, 0), (−2, 5,−3), (−4, 4,−1), (−4,−1, 3), (−3,−3, 4).

Далее,
F0(f) = conv{x(1), x(2), x(3)}+K(f),

F1(f) = conv{y(1), y(2), y(3)} −K(f),

где
x(1) = (7, 0, 0), x(2) = (0, 5, 0), x(3) = (0, 0, 4),

y(1) = (4, 1, 1), y(2) = (3, 3, 0), y(3) = (2, 0, 3).

Таким образом, T0(f) = {x(1), x(2), x(3)}, T1(f) = {y(1), y(2), y(3)}. Вы-
числения выполнены с использованием программы Skeleton [6]. В [5] на
этом примере проиллюстрирован другой метод нахождения T (f).

Следствие 1. Пусть f ∈ Π(n, k), x, y ∈ Tν(f) (ν = 0, 1), x 6= y. Тогда

2x− y 6∈ F0(f) ∪ F1(f).

Доказательство. Пусть x, y ∈ T0(f). Обозначим z = 2x− y.
Если z ∈ F0(f), то x = (y + z)/2, поэтому x /∈ VertF0(f) = T0(f).
Если z ∈ F1(f), то рассмотрим y′ = y + (x − z). Так как y ∈ M0(f),

а x−z ∈ K(f), то y′ ∈ F0(f). Имеем y = (x+y′)/2, откуда y /∈ VertF0(f) =
T0(f).

Случай x, y ∈ T1(f) рассматривается аналогично. Следствие 1 дока-
зано.

3. Верхняя оценка мощности минимального разрешающего
множества

К сожалению, в общем случае авторам не известно удобного описания
множеств Fν(f) (ν = 0, 1), которое позволило бы достаточно точно оце-
нить |VertFν(f)|. Рассмотрим однако множество Π′(n, k) таких порого-
вых функций f , для каждой из которых найдётся пороговое неравенство



42 Н. Ю. Золотых, А. Ю. Чирков42 Н. Ю. Золотых, А. Ю. Чирков42 Н. Ю. Золотых, А. Ю. Чирков

ax 6 a0, где a = (a1, a2, . . . , an) и

a0 ∈ Z, aj ∈ Z, 0 < a0 < aj(k − 1) (j = 1, 2, . . . , n). (6)

Например, функция f из примера 1 не принадлежит множеству Π′(2, 4),
а функция из примера 2 принадлежит Π′(3, 10).

Легко видеть, что разделяющая гиперплоскость функции f ∈ Π′(n, k)
пересекает только те рёбра гиперкуба En

k , которые инцидентны вершине
o = (0, . . . , 0). Кроме того, для любой точки x = (x1, . . . , xn) ∈ M0(f)
имеем xj 6 k − 2 (j = 1, 2, . . . , n), так как ajxj 6 ax 6 a0 < aj(k − 1).

Класс Π′(n, k) является достаточно «естественным». В частности, для
любой f ∈ Π′(n, k) множество M0(f) представляет собой множество до-
пустимых точек некоторой задачи о рюкзаке (без ограничений на количе-
ство предметов данного типа), и, наоборот, для любой задачи о рюкзаке
(с aj > 0) найдутся k и функция f ∈ Π′(n, k) такие, что M0(f) — множе-
ство её допустимых точек. При этом convM0(f) — многогранник задачи
о рюкзаке, представляющий большой интерес в целочисленном линейном
программировании (см., например, [7, 9]). Кроме того, авторы надеются,
что предлагаемый здесь подход для получения оценок мощности |T (f)|,
где f ∈ Π′(n, k), удастся в дальнейшем применить к произвольным по-
роговым функциям.

Обозначим через Zn
+ множество векторов из Zn с неотрицательными

компонентами. Говорят, что множество G ⊂ Zn
+ обладает свойством раз-

делённости, если из условий x, y ∈ G, x 6= y следует 2x − y /∈ Zn
+ [10].

Покажем, что если f ∈ Π′(n, k), то множества T0(f) и T1(f) обладают
свойством разделённости. Ниже для оценок их мощностей воспользуемся
подходом из [10, 12].

Лемма 3. Если f ∈ Π′(n, k), то каждое из множеств T0(f) и T1(f)
обладает свойством разделённости.

Доказательство. Покажем, что если f ∈ Π′(n, k), то Zn
+ ⊆ F0(f) ∪

F1(f).
Пусть ax 6 a0 — пороговое неравенство, коэффициенты которого

удовлетворяют (6). Рассмотрим точки x(i) =
(
x
(i)
1 , x

(i)
2 , . . . , x

(i)
n

)
, y(i) =(

y
(i)
1 , y

(i)
2 , . . . , y

(i)
n

)
, где

x
(j)
j =

⌊
a0
aj

⌋
, y

(j)
j =

⌊
a0
aj

⌋
+ 1, x

(i)
j = y

(i)
j = 0 (i, j = 1, . . . , n; i 6= j).

Легко видеть, что x(j) ∈ M0(f), и ввиду (6) y(j) ∈ M1(f) (j = 1, 2, . . . , n).
Пусть

K ′ = cone{x(1) − y(1), x(2) − y(2), . . . , x(n) − y(n)}.
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Тогда −Zn
+ = K ′ ⊆ K(f).

Пусть x ∈ Zn
+. Если ax 6 a0, то x ∈ M0(f) ⊆ F0(f). Если ax > a0, то

x ∈ M1(f) + Zn
+ = M1(f)−K ′ ⊆ M1(f)−K(f) = F1(f).

Итак, Zn
+ ⊆ F0(f) ∪ F1(f), поэтому согласно следствию 1 множе-

ства T0(f) и T1(f) обладают свойством разделённости. Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть f ∈ Π′(n, k) и ax 6 a0 — пороговое неравенство

для f , для которого справедливо условие (6). Тогда для любого x =
(x1, x2, . . . , xn) ∈ T0(f) существует j такое, что

a0
naj

−
1

n
< xj 6

a0
aj

,

и для любого x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ T1(f) существует j такое, что

a0
naj

< xj 6
a0
aj

+ 1.

Доказательство. Пусть x ∈ T0(f). Выберем j так, чтобы

ajxj > aixi (i = 1, 2, . . . , n). (7)

Рассмотрим точку y, полученную из x увеличением её j-й компоненты
на 1. В силу (6) имеем y ∈ En

k . Если y ∈ M0(f), то легко видеть, что
x /∈ VertF0(f), что противоречит условию x ∈ T0(f). Следовательно,
y ∈ M1(f), откуда ax + aj = ay > a0, поэтому ax > a0 − aj . Ввиду (7)
имеем najxj > ax > a0 − aj , откуда xj > a0/(naj)− 1/n.

С другой стороны, ax 6 a0, поэтому ajxj 6 a0, значит, xj 6 a0/aj .
Пусть теперь x ∈ T1(f). Снова выберем j согласно (7). Заметим, что

xj > 1, так как в противном случае x = o, откуда M0(f) = ∅ в силу (6).
Рассмотрим точку y, полученную из x уменьшением её j-й компоненты
на 1. Если y ∈ M1(f), то x /∈ VertF1(f) = T1(f); противоречие. Тем
самым y ∈ M0(f). Следовательно, ax− aj = ay 6 a0, откуда ajxj 6 ax 6

a0 + aj , поэтому xj 6 1 + a0/aj .
С другой стороны, используя (7), получаем, что najxj > ax > a0,

значит, xj > a0/(naj). Лемма 4 доказана.

Лемма 5 [10, 12]. Пусть множество G ⊂ Zn
+ обладает свойством раз-

делённости и для каждого x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ G выполнено αi 6 xi 6
βi (i = 1, . . . , n− 1), где α1, α2, . . . , αn−1, β1, β2, . . . , βn−1 — неотрицатель-

ные числа. Тогда

|G| 6
n−1∏

i=1

⌊
1 + log2

βi + 2

αi + 1

⌋
.
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Теорема 2. Для любой f ∈ Π′(n, k) при n > 2

|Tν(f)| 6 n(1 + log2 n)(1 + log2(k + 1))n−2 (ν = 0, 1). (8)

Доказательство. Известно [4, 13], что |Tν(f)| 6 2 при f ∈ Π(2, k).
Таким образом, при n = 2 неравенство (8) выполнено. Далее считаем,
что n > 3.

Пусть ax 6 a0 — пороговое неравенство функции f , для которого вы-
полнено (6). Обозначим через Tνj (ν = 0, 1; j = 1, 2, . . . , n) множество то-
чек из Tν(f), j-я компонента которых удовлетворяет неравенствам лем-
мы 4. По лемме 3 множество Tν(f) обладает свойством разделённости,
поэтому тем же свойством обладают и его подмножества Tνj .

Используя лемму 5, оценим |T0j |. При этом применим первое нера-
венство из леммы 4 и n− 2 неравенств 0 6 xi 6 k − 2 (i 6= j). Учитывая,
что n > 3, получаем

|T0j | 6

(
1 + log2

a0
aj

+ 2

a0
naj

− 1
n + 1

)
(1 + log2 k)

n−2

=

(
1 + log2

n(a0 + 2aj)

a0 + (n− 1)aj

)
(1 + log2 k)

n−2

6 (1 + log2 n)(1 + log2 k)
n−2.

Теперь, используя лемму 5, оценим |T1j |. При этом применим второе
неравенство из леммы 4 и n − 2 неравенств 0 6 xi 6 k − 1 (i 6= j).
Учитывая, что n > 3, получаем

|T1j | 6

(
1 + log2

a0
aj

+ 3

a0
naj

+ 1

)
(1 + log2(k + 1))n−2

=

(
1 + log2

n(a0 + 3aj)

a0 + naj

)
(1 + log2(k + 1))n−2

6 (1 + log2 n)(1 + log2(k + 1))n−2.

Суммируя по j, получаем оценки (8). Теорема 2 доказана.

Авторы благодарны В. Н. Шевченко и С. И. Веселову за полезные об-
суждения и искренне признательны рецензенту, указавшему на огрехи
в первом варианте работы.
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