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Аннотация. Для предложенного автором ранее метода быстрого
вычисления сложности по Арнольду произвольных двоичных слов
длины 2n получено точное значение функции Шеннона для почти
всех n.

Ключевые слова: двоичное слово, сложность слова, сложность по
Арнольду, функция Шеннона.

Пусть w = x1x2 . . . x2n — произвольное двоичное слово длины 2n,
n > 1. Для иллюстрации определения сложности по Арнольду сло-

ва w, которую обозначим через A(w), воспользуемся, как это делает
Арнольд [1], 2n-ярусным двоичным деревом. В корневой вершине, со-
ответствующей нулевому ярусу, находится слово 00 . . . 0, которое имеет
нулевую сложность. Любым двум вершинам, соединённым ребром дере-
ва, соответствуют слова w = x1x2 . . . x2n и u = y1y2 . . . y2n (w — на i-м
ярусе, u — на (i − 1)-м ярусе, 1 < i 6 2n), для которых справедливо
преобразование слова w в слово u с помощью оператора

F (w) : (w) 7→ (u) : yj = xj ⊕ xj+1, (1)

где 1 6 j 6 2n, (w) и (u) — круговые (циклические) слова, ⊕ означает
сложение по модулю два. Число операторов

F (w) = w1, F (w1) = w2, . . . , F (ws) = 00 . . . 0,

преобразующих слово w в 00 . . . 0, определяет величину A(w). Следова-
тельно, сложность A(w) равна номеру яруса двоичного дерева, на кото-
ром находится слово w.

В [3] для преобразования слова w = x1x2 . . . x2n в u = y1y2 . . . y2n ,
когда A(w) − A(u) = h, 1 6 h = 2r, 0 6 r 6 n, введено обобщение
оператора (1):

F (w, h) : (w) 7→ (u) : yj = xj ⊕ xj+h, (2)
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где 1 6 j 6 2n, (w) и (u) — круговые слова. В операторе (2) используется
параметр h, который назовём рангом оператора F (w, h).

В [4] все слова v длины 2n, n > 1, сложность A(v) которых равна
одному из чисел

2k − 21 + 1, 2k − 22 + 1, . . . , 2k − 2k−1 + 1, 2k − 2k−1 + 0, 1 6 k 6 n, (3)

названы итоговыми словами и объединены в класс V . Показано, что
сложность A(v) любого итогового слова v находится очень просто.

В [4] описан метод вычисления сложности A(w), состоящий в преоб-
разовании слова w длины 2n с помощью операторов (2) в слова из V .
Если при этом используются операторы рангов h1, h2, . . . , ht, то

A(w) = h1 + h2 + . . .+ ht +A(v). (4)

Пример 1. Пусть n = 5 и w = x1x2 . . . x32 = 00 . . . 010001. Тогда

F (w, h1 = 1) = w1 = y1y2 . . . y32 = 00 . . . 0110011,

F (w1, h2 = 2) = v = z1z2 . . . z32 = 00 . . . 011111111.

В слове v каждый из фрагментов zizi+23zi+2·23zi+3·23 , 1 6 i 6 23, содер-
жит ровно одну единицу. В этом случае согласно теореме 1 из [4] слово v
итоговое и A(v) = 25−23+1. Тогда A(w) = h1+h2+A(v) = 28 в силу (4).
Таким образом, для вычисления сложности A(w) достаточно применить
оператор два раза.

Для любого слова w, отличного от итогового, существует хотя бы
одно итоговое слово v, для которого в процессе преобразования w 7→ v
участвует минимальное число операторов (2). Это число обозначим через
M(w 7→ V ) и назовём сложностью преобразования слова w в итоговое

слово. Нашей целью является нахождение функции Шеннона Sh(n) =
maxM(w 7→ V ), где максимум берётся по всем круговым словам w дли-
ны 2n.

Множество всех слов w длины 2n, n > 5, разобьём на два класса:
классу S1(n) принадлежат слова w с нечётной сложностью A(w), а клас-
су S2(n) — с чётной сложностью A(w).

Для S1(n) определим функцию Шеннона Sh1(n) = maxM(w 7→ V ),
где максимум берётся по всем круговым словам w класса S1(n). Для
класса S2(n) аналогично имеем Sh2(n) = maxM(w 7→ V ). Тогда

Sh(n) = max{Sh1(n), Sh2(n)}.
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В [2] доказано, что Sh(n) = 1, n 6 4, а в [5] получены верхние оценки

Sh1(n) 6 ⌊n− 2
√
n+ 1⌋, Sh2(n) 6 ⌊n− 2

√
n+ 2⌋.

Ниже покажем, что для почти всех n верхняя оценка совпадает с ниж-
ней. Для этого достаточно для почти всех n найти круговые слова дли-
ны 2n, для которых сложность M(w 7→ V ) совпадает с верхней оценкой.

Лемма 1. Для любого n > 4 справедливо равенство

⌊n− 2
√
n+ 1⌋ = n+ 1− ⌊

√
n⌋ − ⌈n/⌊

√
n⌋⌉.

Доказательство. Для удобства доказательства рассмотрим три слу-
чая:

⌊n− 2
√
n+ 1⌋ = n+ 1− ⌊

√
n⌋ − ⌈n/⌊

√
n⌋⌉

=





n− 2m+ 1 при n = m2,
n− 2m при n = m2 + i,
n− 2m− 1 при n = m2 +m+ i,

(5)

где 1 6 i 6 m = ⌊√n⌋.
Для доказательства первого из трёх случаев (5) достаточно заме-

нить
√
n на m. Докажем справедливость двух других.

1) Пусть n = m2 + i, 1 6 i 6 m. Тогда

n+ 1− ⌊
√
n⌋ − ⌈n/⌊

√
n⌋⌉ = n+ 1−m− (⌈(m2 + i)/m⌉)

= n+ 1−m− (m+ ⌈i/m⌉) = n+ 1−m− (m+ 1) = n− 2m. (6)

2) Пусть n = m2 +m+ i, 1 6 i 6 m. Тогда

n+ 1− ⌊
√
n⌋ − ⌈n/⌊

√
n⌋⌉

= n+ 1−m− (⌈(m2 +m+ i)/m⌉) = n+ 1−m− (m+ 1 + ⌈i/m⌉)
= n+ 1−m− (m+ 2) = n− 2m− 1. (7)

3) Пусть n = m2 + i, 1 6 i 6 2m, n > 4. Тогда

⌊n− 2
√
n+ 1⌋ = (n+ 1) + ⌊−2

√
n⌋ = (n+ 1)− ⌈2

√
n⌉

= (n+ 1)− ⌈2(m+ {
√
n})⌉ = (n+ 1)− 2m− ⌈2{

√
n}⌉, (8)

где {√n} — дробная часть числа
√
n. Для завершения преобразований (8)

необходимо найти границу, где {√n } < 0, 5.
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Представим все числа натурального ряда в виде n = (
√
n)2 = (⌊√n⌋+

{√n})2 = (m + {√n})2 и рассмотрим произвольную конечную последо-
вательность чисел

(m+ {
√
m2 + 1})2, . . . , (m+ {

√
m2 +m})2, (m+ {

√
m2 +m+ 0, 25})2,

(m+ {
√
m2 +m+ 1})2, . . . , (m+ {

√
m2 + 2m})2,

в которой при любом фиксированном m > 1 все числа натуральные,
кроме (m+ {

√
m2 +m+ 0, 25})2 = (m+0, 5)2. Для дробных частей этой

последовательности имеем неравенства

0 < {
√
m2 + 1} < . . . < {

√
m2 +m} < 0, 5 < {

√
m2 +m+ 1}

. . . < {
√
m2 + 2m} < 1,

которые задают искомую границу {√n } < 0, 5. Продолжив преобразо-
вание (8), получаем

⌊n− 2
√
n+ 1⌋ =

{
n− 2m при n = m2 + i, 1 6 i 6 m,
n− 2m− 1 при n = m2 +m+ i, 1 6 i 6 m.

(9)

Следовательно, для всех n > 4 справедливы равенства (5). Лемма 1
доказана.

Из равенств (6) и (7) следует

Лемма 2. Для любого n > 5 справедливы равенства

⌈n/⌊
√
n⌋⌉ =

{
m+ 1 при n = m2 + i,
m+ 2 при n = m2 +m+ i,

где 1 6 i 6 m = ⌊√n⌋.
Лемма 3. Пусть n 6= m2, n 6= m2 +m, n 6= m2 + 2m, где m = ⌊√n⌋.

Тогда для любого n > 5 справедливо неравенство

⌈n/⌊
√
n⌋⌉(⌊

√
n⌋ − 1)− (⌊

√
n⌋ − 2) > ⌊n− 2

√
n+ 2⌋.

Доказательство.

Случай 1. Пусть n = m2 + i, 1 6 i < m. Используя лемму 2 для
левой части неравенства, получаем

⌈n/⌊
√
n⌋⌉(⌊

√
n⌋ − 1)− (⌊

√
n⌋ − 2)

= (m+ 1)(m− 1)− (m− 2) = m2 −m+ 1, (10)
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Используя (9) для левой части неравенства, имеем

⌊n− 2
√
n+ 2⌋ = n− 2m+ 1 = m2 + i− 2m+ 1. (11)

Сравнивая (10) и (11), получаем утверждение леммы для n = m2 + i,
1 6 i < m.

Случай 2. Пусть n = m2 +m + i, 1 6 i < m. Аналогично предыду-
щему случаю получаем равенства

⌈n/⌊
√
n⌋⌉(⌊

√
n⌋ − 1)− (⌊

√
n⌋ − 2) = (m+ 2)(m− 1)− (m− 2) = m2,

⌊n− 2
√
n+ 2⌋ = n− 2m+ 2 = m2 +m+ i− 2m = m2 + i−m,

которые подтверждают справедливость утверждения леммы для n =
m2 +m+ i, 1 6 i < m. Лемма 3 доказана.

Теорема 1. Для любого n > 5 справедливо равенство

Sh1(n) = ⌊n− 2
√
n+ 1⌋.

Доказательство. Пусть сложность A(w) задаётся нечётным дво-
ичным числом

A(w) = 11 . . . 10︸ ︷︷ ︸
l1

11 . . . 10︸ ︷︷ ︸
l2

. . . 11 . . . 10︸ ︷︷ ︸
l⌊√n⌋−1

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
l⌊√n⌋

, (12)

где длины начальных ⌊√n⌋−1 интервалов одинаковы и равны ⌈n/⌊√n⌋⌉,
а длина последнего интервала равна l⌊√n⌋, 2 6 l⌊√n⌋ 6 ⌈n/⌊√n⌋⌉, n > 5.

В числе (12) все единицы интервалов 2, 3, . . . , ⌊√n⌋ − 1 и начальные
l⌊√n⌋−1 единиц последнего интервала ⌊√n⌋ заменим нулями с помощью
операторов F (·, h), ранги которых отличны от единицы. В результате
получим

A(v) = 11 . . . 100 . . . 01, (13)

т. е. число из (3), которое содержит ⌈n/⌊√n⌋⌉ единичных разрядов.
Число операторов F (·, h), которые участвуют в процессе преобразо-

вания слова w в итоговое слово v, равно

n− (⌊
√
n⌋ − 1)− ⌈n/⌊

√
n⌋⌉ = n+ 1− ⌊

√
n⌋ − ⌈n/⌊

√
n⌋⌉,

где ⌊√n⌋ − 1 — число нулевых разрядов в (12), а ⌈n/⌊√n⌋⌉ — число
единичных разрядов в (13).

Согласно равенству леммы 1 имеем

n+ 1− ⌊
√
n⌋ − ⌈n/⌊

√
n⌋⌉ = ⌊n− 2

√
n+ 1⌋.

Теорема 1 доказана.
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Теорема 2. Пусть n 6= m2, n 6= m2+m, n 6= m2+2m, где m = ⌊√n⌋.
Тогда для любого n > 5 справедливо равенство

Sh2(n) = ⌊n− 2
√
n+ 2⌋.

Доказательство. Пусть A(w1) чётно и

A(w1) = 11 . . . 10︸ ︷︷ ︸
l1

11 . . . 10︸ ︷︷ ︸
l2

. . . 11 . . . 10︸ ︷︷ ︸
l⌊√n⌋−2

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
l⌊√n⌋−1

00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
l⌊√n⌋

. (14)

В этом представлении длины начальных (⌊√n⌋−1) интервалов, содержа-
щих единицы, одинаковы и равны ⌈n/⌊√n⌋⌉, а длина последнего интер-
вала, содержащего только нули, равна l⌊√n⌋, 2 6 l⌊√n⌋ 6 ⌈n/⌊√n⌋⌉ − 1,
n > 5. Число единичных разрядов, содержащихся в (14), равно

⌈n/⌊
√
n⌋⌉(⌊

√
n⌋ − 1)− (⌊

√
n⌋ − 2). (15)

Согласно лемме 3 число (15) превосходит величину ⌊n− 2
√
n+ 2⌋.

Рассмотрим два случая преобразования w1 7→ v.

Случай 1. Пусть для преобразования w1 7→ v не применяется опе-
ратор F (·, h = 1). Тогда из (14) необходимо удалить все, кроме одного,
единичные разряды и получить A(v) = 100 . . . 0. Такой вариант можно
использовать в единственном случае, когда

⌈n/⌊
√
n⌋⌉(⌊

√
n⌋ − 1)− (⌊

√
n⌋ − 2) = ⌊n− 2

√
n+ 2⌋+ 1.

Случай 2. Пусть для преобразования w1 7→ v применяется оператор
F (·, h = 1). Тогда F (w1, h = 1) : (w1) 7→ (w) преобразует чётное значе-
ние (14) в нечётное (12), для которого M(w 7→ V ) = ⌊n−2

√
n+1⌋. Тогда

M(w1 7→ V ) =M(w 7→ V ) + 1 = ⌊n− 2
√
n+ 2⌋. Теорема 2 доказана.
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