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Аннотация. Свитчинговым методом получена классификация си-
стем троек Штейнера STS(n) порядка n = 2r − 1, r > 3, малого ран-
га rn (на 2 отличного от ранга кода Хэмминга длины n), вложимых
в совершенные двоичные коды длины n такого же ранга. Приведены
верхняя и нижняя оценки числа различных таких STS. Дано опи-
сание класса систем STS(n) ранга rn, не вложимых в совершенные
двоичные коды длины n такого же ранга, и приведена нижняя оцен-
ка числа этих систем. Доказана вложимость любой системы STS(n)
ранга rn−1 в совершенный код Васильева длины n такого же ранга.
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Введение

Существует множество открытых вопросов, касающихся систем тро-
ек Штейнера (STS). Классификация STS(n) является одной из основ-
ных задач теории блок-схем. Известна классификация STS порядка не
больше 19 [11, 13]. Открытым является вопрос о вложимости произволь-
ной STS(n), n = 2r − 1, r > 4, в некоторый совершенный двоичный код
длины n. В [16] доказано, что только 33 из 80 неизоморфных STS(15)
вложимы в двоичные совершенные коды (см. также [17]). В [21, 22] до-
казано, что все системы троек Штейнера STS(n), n > 7, ранга не более
rn = n− log(n+ 1) + 2 (здесь и далее log обозначает логарифм по осно-
ванию 2) вложимы в некоторые совершенные коды длины n, но неясно,
каким будет ранг таких кодов. Интересен вопрос соответствия различ-
ных конструкций для STS и для совершенных двоичных кодов, напри-
мер, взаимосвязь свитчинговых и каскадных конструкций для данных
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объектов.
Пусть F

n — n-мерное метрическое пространство над полем Галуа
GF (2) с метрикой Хэмминга. Непустое множество C из F

n называется
двоичным кодом, векторное подпространство в F

n — двоичным линейным

кодом. Элементы C называются кодовыми словами. Хэммингово рассто-

яние d(x, y) между векторами x, y из F
n определяется числом координат,

в которых x и y отличаются, вес Хэмминга w(x) вектора x ∈ F
n — чис-

лом ненулевых координат x. Множество ненулевых координат x ∈ F
n

называется носителем x и обозначается через supp(x). Кодовым рассто-

янием dC кода C является наименьшее из расстояний Хэмминга между
любой парой кодовых слов. Двоичный код C длины n называется совер-

шенным кодом, исправляющим одну ошибку (далее, кратко, совершен-

ным), если каждый вектор x из F
n находится на расстоянии 1 ровно от

одного кодового слова C. Известно, что совершенные коды имеют сле-
дующие параметры: длина n = 2r − 1, r > 1, число кодовых слов 2n−r,
кодовое расстояние 3. Линейный совершенный код длины n, называемый
кодом Хэмминга Hn, единствен с точностью до эквивалентности. Из-
вестно, что все автоморфизмы пространства F

n задаются отображения-
ми вида (π, v) : x → π(x) + v, где π ∈ Sn — перестановка координат,
v ∈ F

n. Два кода C и D из F
n называются эквивалентными, если суще-

ствует автоморфизм пространства F
n, переводящий код C в код D, т. е.

π(C) + v = D для некоторых π ∈ Sn и v ∈ F
n. Коды C и D из F

n назы-
ваются перестановочно эквивалентными, если существует подстановка
π ∈ Sn, переводящая код C в код D, т. е. π(C) = D.

Пусть R — подмножество совершенного двоичного кода C. Свит-

чингом множества R по i-й координате называется замена её значения
во всех векторах из R. Получившееся в результате такого свитчинга мно-
жество будем обозначать через R+ i (его часто обозначают через R+ ei,
где ei — вектор веса 1 c ненулевой i-й координатой [2], но в целях более
удобного изложения используем первое обозначение). Множество R на-
зывается i-компонентой совершенного кода C, если K(R) = K(R + i),
где K(R) — множество всех векторов из F

n, находящихся на расстоя-
нии не больше 1 от R. В результате получим новый совершенный код
C ′ = (C \ R) ∪ (R + i) с теми же параметрами, что и C, который за-
частую не эквивалентен исходному совершенному коду. В этом случае
говорят, что код C ′ получен из кода C свитчингом i-компоненты R.
Пусть α ⊆ {1, . . . , n}. Множество R называется α-компонентой совер-
шенного кода C, если R является i-компонентой для любого i ∈ α. Если
α = {i1, . . . , ik}, k > 2, то для множества, получившегося в результате



O системах троек Штейнера малого ранга 5O системах троек Штейнера малого ранга 5O системах троек Штейнера малого ранга 5

свитчинга множества R по координатам из α, будем для удобства исполь-
зовать обозначение R+ (i1, . . . , ik) вместо R+ i1 + . . .+ ik. Известно [19],
что любой совершенный код длины n ранга rn − 1 является кодом Васи-
льева [3], построенным свитчингами i-компонент (по одной координате)

из кода Хэмминга с помощью некоторой функции λ : H
n−1
2 → {0, 1}. Код

Васильева V n
λ может быть представлен с точностью до эквивалентности

в виде
V n
λ = {(|x|+ λ(y), x+ y, x) | x ∈ F

n−1
2 , y ∈ Hn−1

2 } (1)

для некоторой функции λ : Hn−1
2 → {0, 1}. В общем случае [2] говорят,

что код C ′ = (C\M) ∪M ′ получен свитчингом множества M на мно-
жество M ′ в двоичном коде C, если код C ′ имеет те же параметры, что
и C. Такое множество M называется компонентой кода C.

Семейство 3-элементных подмножеств (называемых также тройка-

ми или блоками) базового множества N = {1, 2, . . . , n} такое, что лю-
бое 2-элементное подмножество из N содержится ровно в одной тройке
(3-элементном подмножестве) из N , называется системой троек Штей-

нера порядка n и обозначается через STS(n) или кратко STS, если не
будет интересовать порядок системы. Известно, что STS(n) существует
тогда и только тогда, когда n ≡ 1, 3 (mod 6). Каждому блоку (i, j, k)
из STS(n) сопоставим вектор из F

n с единицами только в координа-
тах с номерами i, j и k. Далее из контекста всегда будет ясно, рас-
сматриваются блоки, носители или отвечающие им векторы. Понятие
свитчинга для STS определяется аналогично понятию свитчинга для
совершенного двоичного кода. Два множества R и R′ из 3-элементных
подмножеств множества N называются равновесными, если каждая па-
ра элементов, которая может быть найдена в тройках одного множе-
ства, встречается также и в тройках другого множества [9]. Говорят, что
STS′(n) = (STS(n)\R) ∪ R′ получена свитчингом множества блоков R
на множество блоков R′ в STS(n), если R и R′ — равновесные множе-
ства [6, 9]. В [6] такое множество R (равно как и множество R′) названо
компонентой. Две STS называются изоморфными, если существует вза-
имно однозначное отображение их базовых множеств, переводящее все
блоки одной системы в блоки другой. Нижняя и верхняя оценки чис-
ла N(n) всех неизоморфных STS(n) [4, 15] имеют вид

(e−23−3/2n)n
2/6 6 N(n) 6 ((1 + o(1))e−1/2n)n

2/6.

Известно, что совокупность носителей кодовых слов веса 3 в любом
двоичном совершенном коде C длины n, содержащем нулевой вектор 0n,
определяет систему троек Штейнера порядка n [8]. Будем обозначать её
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через STS(C, n). Хорошо известно, что система STS(H,n), отвечающая
коду Hn, называемая хэмминговой STS, имеет ранг rn − 2. Рангом r(C)
кода C (рангом STS) в векторном пространстве F

n размерности n над
двоичным полем F называется размерность подпространства из F

n, на-
тянутого на код C (на STS). Известно, что конструкция Ассмуса и Матт-
сона для STS(n), n = 2r − 1, соответствует конструкции Васильева [12].
В [20] приведено описание STS(n), n = 2r − 1, r > 3, ранга rn − 1 и най-
дено число таких различных STS. В [21, 22] рассмотрены STS(n), n > 7,
ранга rn и доказано, что они вложимы в совершенные коды длины n.

1. Конструкция систем троек Штейнера

Приведём свитчинговую конструкцию STS. Эти системы получены из
хэмминговой STS такого же порядка применением к последней серий по-
следовательных свитчингов. В качестве исходной конструкции рассмот-
рим следующий известный итеративный метод построения STS. Пусть
STS(m) — произвольная STS порядка m ≡ 1, 3 (mod 6), m > 1, на мно-
жестве M = {1, 2, 3, . . . ,m}. Пусть {i, j, k} — множество чисел такое, что
M ∩ {i, j, k} = ∅, и пусть N = {1, 2, 3, . . . , 4m + 3}, m ≡ 1, 3 (mod 6),
m > 1. В таблице

T =

1 2 . . . a . . . m

i i1 i2 . . . ia . . . im
j j1 j2 . . . ja . . . jm
k k1 k2 . . . ka . . . km

первая строка соответствует множеству M , первый столбец — множе-
ству {i, j, k}. Остальные элементы — числа N\(M ∪ {i, j, k}) — распо-
ложены в произвольном порядке. Для удобства изложения конструкции
STS(4m + 3) обозначим элементы второй строки T через i, i1, i2, . . . , im,
третьей и четвёртой строк — через j, j1, j2, . . . , jm и k, k1, k2, . . . , km со-
ответственно. Используя T и её элементы, построим множество троек
S(T, n), где n = 4m+ 3, и докажем, что оно является STS(n).

Возьмём произвольный элемент a изM , элементы столбца (a ia ja ka)
T

в таблице T и множества {i, j, k} и построим из них 6 троек

{(i, ja, ka), (i, a, ia), (j, a, ja), (j, ia, ka), (k, ia, ja), (k, a, ka)}, (2)

которые включим в систему троек S(T, n). Так как a — произвольный
элемент множества M и |M | = m, в S(T, n) включается 6m троек.
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Далее, для каждой тройки (a, b, c) ∈ STS(m) рассмотрим таблицу

Tabc =

a b c

ia ib ic
ja jb jc
ka kb kc

,

являющуюся подтаблицей T . С помощью таблицы Tabc построим следу-
ющие 16 троек, включаемые в множество S(T, n):

(a, b, c), (a, jb, jc), (ja, jb, c), (ja, b, jc),
(a, ib, ic), (a, kb, kc), (ja, kb, ic), (ja, ib, kc),
(ia, b, ic), (ia, jb, kc), (ka, jb, ic), (ka, b, kc),
(ia, ib, c), (ia, kb, jc), (ka, kb, c), (ka, ib, jc).

(3)

Поскольку |STS(m)| = m(m−1)/6, получим 16×m(m−1)/6 троек. Также
в S(T, n) включим тройку (i, j, k).

Из приведённого построения множества S(T, n) несложно посчитать,
что |S(T, n)| = n(n−1)/6. Все тройки в S(T, n) различны. Действительно,
любая пара элементов, встречающихся в одном столбце T , содержится
в одной из троек (2) либо в {i, j, k}, каждая пара элементов из одной
строки таблицы — в одной из троек (3). Любая пара элементов из раз-
ных строк и столбцов, содержащая один элемент из множества {i, j, k},
находится в одной из троек (2), а не содержащая ни одного из элемен-
тов {i, j, k} — в одной из троек (3). Из конструкции легко видно, что все
тройки различны и пересекаются друг с другом не более чем по одному
элементу.

Утверждение 1. Множество S(T, n) является STS(n), n = 4m+ 3.

Заметим, что приведённая конструкция является частным случаем
конструкции I из [22].

Следствие 1. Если STS(m) — хэммингова STS, то множество троек

S(T, n), n = 4m+ 3, является хэмминговой STS порядка n.

Приведём правила, позволяющие делать свитчинги в данной STS(n).

Правило A. Для произвольного элемента a ∈ M рассмотрим мно-
жество всех элементов из столбца (a ia ja ka)

T в T и множество {i, j, k}.

Правило A1. Очевидно, что множество (2) вместе с тройкой (i, j, k)
образует STS(7) — плоскость Фано. Известно, что множество (2) содер-
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жит три известные Паш-конфигурации

P1 = {(i, ja, ka), (i, a, ia), (j, a, ja), (j, ia, ka)},
P2 = {(i, ja, ka), (i, a, ia), (k, ia, ja), (k, a, ka)},
P3 = {(j, a, ja), (j, ia, ka), (k, ia, ja), (k, a, ka)},

где P1 допускает свитчинг i ↔ j, P2 — свитчинг i ↔ k, a P3 — свит-
чинг j ↔ k. Например, для P1 после свитчинга i↔ j получим равновес-
ное множество {(j, ja, ka), (j, a, ia), (i, a, ja), (i, ia, ka)}. Заметим, что она
кроме i ↔ j допускает свитчинги ia ↔ ja и a ↔ ka, но все они пре-
образуют исходную Паш-конфигурацию в одно и то же множество из
четырёх блоков. То же самое верно для P2 и свитчингов i ↔ k, a ↔ ja,
ia ↔ ka, а также для P3 и свитчингов j ↔ k, a ↔ ia, ja ↔ ka. Поэтому
в дальнейшем будем учитывать лишь свитчинг i↔ j в применении к P1,
а также свитчинги i↔ k и j ↔ k в применении к P2 и P3 соответственно.

В результате применения подходящего свитчинга к одной из при-
ведённых Паш-конфигураций получим множество, равновесное исходно-
му множеству. Стало быть, существует 4 возможности для выбора мно-
жества из 6 троек, равновесного множеству (2), а именно:

{(j, ja, ka), (j, a, ia), (i, a, ja), (i, ia, ka), (k, ia, ja), (k, a, ka)},
{(k, ja, ka), (k, a, ia), (j, a, ja), (j, ia, ka), (i, ia, ja), (i, a, ka)},
{(i, ja, ka), (i, a, ia), (k, a, ja), (k, ia, ka), (j, ia, ja), (j, a, ka)},

а также само множество (2). Заметим, что некоторый подходящий свит-
чинг, который переводит исходное множество (2) в равновесное ему, мож-
но применить к каждому элементу a из множества M .

Правило A2. Несложно заметить, что множество троек (2) вместе
с тройкой (i, j, k) содержит четыре Паш-конфигурации

Π1 = {(i, j, k), (i, ja, ka), (j, a, ja), (k, a, ka)},
Π2 = {(i, j, k), (i, ja, ka), (j, ia, ka), (k, ia, ja)},
Π3 = {(i, j, k), (i, a, ia), (j, a, ja), (k, ia, ja)},
Π4 = {(i, j, k), (i, a, ia), (k, a, ka), (j, ia, ka)},

где Π1 допускает свитчинг j ↔ ka, Π2 — свитчинг j ↔ ja, Π3 — свит-
чинг k ↔ a, a Π4 — свитчинг k ↔ ia. В результате применения подхо-
дящего свитчинга к одной из четырёх приведённых Паш-конфигураций
получим множество, равновесное исходному множеству. Очевидно, что
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существует 5 возможностей для выбора множества из 7 троек, равновес-
ного множеству (2), объединённому с тройкой (i, j, k), а именно:

{(i, ka, k), (i, ja, j), (i, a, ia), (ka, a, ja), (j, ia, ka), (k, ia, ja), (k, a, j)},
{(i, ja, k), (i, j, ka), (i, a, ia), (j, a, ja), (ja, ia, ka), (k, ia, j), (k, a, ka)},
{(i, j, a), (i, ja, ka), (i, k, ia), (j, k, ja), (j, ia, ka), (a, ia, ja), (k, a, ka)},
{(i, j, ia), (i, ja, ka), (i, a, k), (j, a, ja), (j, k, ka), (k, ia, ja), (ia, a, ka)},

а также само множество {(i, j, k), (i, ja, ka), (i, a, ia), (j, a, ja), (j, ia, ka),
(k, ia, ja), (k, a, ka)}.

Заметим, что тройка (i, j, k) содержится в каждой указанной Паш-
конфигурации. Тем самым после применения к этой Паш-конфигурации
некоторого подходящего свитчинга построение множества {(i, j, k), (i, jb,
kb), (i, b, ib), (j, b, jb), (j, ib, kb), (k, ib, jb), (k, b, kb)} для любого элемента
b 6= a, становится невозможным в силу того, что тройка (i, j, k) после
свитчинга преобразуется в другую тройку. Следовательно, приведённый
свитчинг применим только к какому-то одному элементу a из M .

Правило B. Рассмотрим следующие трансверсали из (3), представ-
ляемые в виде квадратной матрицы порядка 4:

{(a, b, c), (a, kb, kc), (ka, b, kc), (ka, kb, c)},
{(a, jb, jc), (a, ib, ic), (ka, jb, ic), (ka, ib, jc)},
{(ja, b, jc), (ja, kb, ic), (ia, b, ic), (ia, kb, jc)}, (4)

{(ja, jb, c), (ja, ib, kc), (ia, jb, kc), (ia, ib, c)}.

Каждому из элементов множества {i, j, k} сопоставим столбцы, стро-
ки и трансверсали из (3) по правилу: элементу i соответствуют столбцы,
элементу j — строки, элементу k — трансверсали (4).

Далее будем действовать по одному из следующих трёх вариантов.

Правило B1. Выберем элемент i, j или k и рассмотрим множе-
ство троек (3). Каждые строка и столбец приведённых шестнадцати тро-
ек являются Паш-конфигурациями и допускают свитчинги. Например,
к строкам можно применить свитчинги a↔ ja, a↔ ja, ia ↔ ka, ia ↔ ka,
к столбцам — a ↔ ia, a ↔ ia, ja ↔ ka, ja ↔ ka соответственно. Бо-
лее того, четыре приведённые трансверсали (4) также образуют Паш-
конфигурации, которые допускают свитчинги a ↔ ka, a ↔ ka, ja ↔ ia,
ja ↔ ia соответственно. Ясно, что все тройки, полученные под действи-
ем приведённых свитчингов, различны. Поэтому получим шестнадцать
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троек, разделяемых тремя различными способами на подмножества с че-
тырьмя тройками в каждом, образующие Паш-конфигурации и допуска-
ющие свитчинг. Так как свитчинг данных шестнадцати троек, оставля-
ющий их без изменения, учитывается три раза (по одному для каждого
выбора элемента из множества {i, j, k}), а для подсчёта общего количе-
ства различных свитчингов нужно учесть лишь один из трёх повторов,
получаем всего 3× 24 − 3 + 1 = 46 различных свитчингов.

Правило B2. Рассмотрим любой элемент из множества {i, j, k}, на-
пример j, и применим допустимые свитчинги (из B1) сначала одновре-
менно ко всем блокам, соответствующим этому элементу (т. е. к строкам),
а затем — к некоторым блокам, соответствующим одному из оставшихся
элементов множества {i, j, k} (т. е. к столбцам или диагоналям). В ре-
зультате получим множество, равновесное исходному множеству тро-
ек (3). Аналогично можно действовать с элементом i (k), т. е. со столбца-
ми (диагоналями) матрицы блоков (3), применяя допустимые свитчин-
ги сначала ко всем, а затем — к некоторым строкам или диагоналям
(строкам или столбцам). В результате получим множество, равновесное
исходному множеству (3). Таким образом, координата, по которой сдви-
гаются все 4 подмножества блоков из (3), может быть выбрана тремя
способами, а координата, по которой сдвигается часть блоков, может
быть выбрана двумя способами. Так как каждое из 4 подмножеств далее
может быть либо сдвинуто, либо нет, для каждой из 6 пар выбранных
направлений получаем 24 свитчингов. Следовательно, всего получаем
3 × 2 × 24 = 96 свитчингов. Существует шесть способов, по которым
можно применить свитчинги, учитываемые здесь каждый по два раза
и в то же время совпадающие со свитчингами из правила B1. Они либо
оставляют без повторного изменения полностью сдвинутые в результате
применения свитчингов из B1 тройки (3), либо полностью их повторно
сдвигают. В итоге получаем 96− 12 = 84 новых различных свитчинга.

Правило B3. Выберем элемент i, j или k и снова рассмотрим мно-
жество троек (3). Пусть для определённости выбран элемент j. Тогда
рассмотрим строки из (3), к которым применимы свитчинги a↔ ja в под-
множестве {(a, b, c), (a, jb, jc), (ja, jb, c), (ja, b, jc), (a, ib, ic), (a, kb, kc), (ja, kb,
ic), (ja, ib, kc)} и независимо ia ↔ ka для троек {(ia, b, ic), (ia, jb, kc), (ka, jb,
ic), (ka, b, kc), (ia, ib, c), (ia, kb, jc), (ka, kb, c), (ka, ib, jc)}. Будем выбирать
свитчинг какого-то одного из двух приведённых подмножеств. После это-
го в каждом из двух множеств Паш-конфигураций

{(a, b, c), (a, ib, ic), (ia, b, ic), (ia, ib, c)},
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{(a, jb, jc), (a, kb, kc), (ia, jb, kc), (ia, kb, jc)},
{(ja, jb, c), (ja, kb, ic), (ka, jb, ic), (ka, kb, c)},
{(ja, b, jc), (ja, ib, kc), (ka, b, kc), (ka, ib, jc)},

{(a, b, c), (a, kb, kc), (ka, b, kc), (ka, kb, c)},
{(a, jb, jc), (a, ib, ic), (ka, jb, ic), (ka, ib, jc)},
{(ja, b, jc), (ja, kb, ic), (ia, b, ic), (ia, kb, jc)},
{(ja, jb, c), (ja, ib, kc), (ia, jb, kc), (ia, ib, c)}

(или отвечающих им множеств троек, полученных в результате свитчин-
гов указанных подмножеств троек) можно повторно произвести незави-
симые свитчинги c ↔ ic, c ↔ ic, jc ↔ kc и jc ↔ kc, либо c ↔ kc, ic ↔ jc,
ic ↔ jc и c ↔ kc соответственно. То же самое можно проделать, вы-
брав в качестве исходного элемента для свитчинга элемент i (или k),
и производя повторные свитчинги в строках или диагоналях (строках
или столбцах) соответственно. В результате снова получим множество,
равновесное исходному множеству троек (3). Таким образом, первона-
чальное направление для сдвига может быть выбрано тремя способами.
Далее, двумя способами можно выбрать одно из двух подмножеств из
восьми блоков. Для повторного свитчинга можно выбрать одно из двух
существующих множеств из 16 блоков, которые разбиты на четыре под-
множества из четырёх блоков в каждом. Каждое из этих четырёх име-
ющихся подмножеств в выбранном множестве может быть либо сдвину-
то, либо оставлено без изменения. Поэтому для выбранного множества
из 16 блоков получаем 24 свитчингов. Следовательно, всего получаем
3 × 2 × 2 × 2 × 24 = 192 свитчинга. Существуют три способа свитчин-
гов, которые совпадают со свитчингами из правила B1. Они оставляют
без повторного изменения сдвинутые в результате первого применения
свитчинга 16 троек. Эти свитчинги отвечают каждому из элементов i,
j, k и учитываются каждый по четыре раза. С учётом этих повторов
получаем 192− 12 = 180 новых различных свитчингов.

Теорема 1. Множество, полученное свитчингами из S(T, n) по пра-

вилу A1 или A2 с одним из правил B1, B2 или B3, является STS(n).

Следствие 2. Число различных STS(n), n = 4m+3, полученных из

фиксированной таблицы, отвечающей STS(m) и множеству {i, j, k}, по

правилам A1 или A2 с одним из правил B1, B2 или B3, равно

((n+ 1) · 2(n−7)/2 + n− 3) · 310(n−3)(n−7)/3·25 .
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Доказательство. Подсчитаем число указанных различных STS,
вернувшись к конструкции STS(n), приведённой выше. По правилу A1
для каждого столбца T кроме первого можно независимо построить че-
тыре различных Паш-конфигурации на элементах {a, ia, ja, ka}. Следо-
вательно, имеем 4m различных возможностей выбрать тройки на столб-
цах T . По правилу A2 дополнительно существует 4m вариантов выбора
троек на столбцах T . С учётом комбинаций правил A1 и A2 получаем
всего 4m + 4m + 4m · 4m−1 = 4m(m + 1) + 4m = (n + 1) · 2(n−7)/2 + n − 3
возможностей выбрать тройки на столбцах T .

Далее, для каждой тройки (a, b, c) ∈ STS(m) с учётом приведённых
рассуждений получаем 46 + 84 + 180 = 310 различных свитчингов по
правилам B1, B2 и B3. Таким образом, существует по крайней мере
310|STS(m)| = 310(n−3)(n−7)/3·25 различных возможных свитчингов. C учё-
том того, что свитчинги можно применять независимо, получаем

((n+ 1) · 2(n−7)/2 + n− 3) · 310(n−3)(n−7)/3·25

различных STS, которые можно построить из фиксированной STS(m)
и множества {i, j, k}. Следствие 2 доказано.

Следствие 3. Число различных STS(n), n = 4m+3, полученных из

фиксированной таблицы, отвечающей STS(m) и множеству {i, j, k}, по

правилуA1 в сочетании с одним из правил B1 или B2, равно 2(n−3)/2 ·
130(n−3)(n−7)/3·25 .

Найдём нижнюю оценку числа систем STS(n), которые можно полу-
чить с помощью приведённой конструкции.

Теорема 2. Для числа R(n) различных систем STS(n), n = 4m+ 3,
m > 3, построенных с помощью приведённой конструкции, верна оценка

R(n) > (((n+ 1) · 2(n−5)/2 + 2n− 6)

× 310(n
2−10n+21)/3·25 − 3n+ 9) · n(n− 1)/12 ·R((n− 3)/4)

Доказательство. ЧислоR(n) различных систем STS(n), n = 4m+3,
удовлетворяет неравенству R(n) > P (n)·R(m), где P (n) — число различ-
ных STS(n), полученных из фиксированной таблицы T и фиксированной
базовой системы STS(m), R(m) — число различных STS(m) порядка m.
Найдём оценку снизу для P (n).

Заметим, что STS(n), получающиеся из различных STS(m) с помо-
щью различных свитчингов, различны. Действительно, предположим,
что S1(n) и S2(n) — одинаковые STS(n), полученные из различных STS
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S1(m) и S2(m) порядка m с помощью различных свитчингов по при-
ведённым правилам. Тогда существуют такие различные элементы a, b, c,
d из множества M , что (a, b, c) ∈ S1(m) и (a, b, d) ∈ S2(m). Для равенства
систем S1(n) и S2(n) необходимо, чтобы два набора из 16 троек, анало-
гичные (3) и построенные с помощью подтаблиц исходной таблицы раз-
мера 3×3, которые отвечают тройкам (a, b, c) и (a, b, d), могли быть полу-
чены один из другого свитчингами вида c↔ d, ic ↔ id, jc ↔ jd, kc ↔ kd.
Но правила A и B допускают свитчинги элементов вида c, ic, jc, kc лишь
из одного столбца исходной таблицы и не допускают свитчингов между
элементами вида c, ic, jc, kc и d, id, jd, kd из разных столбцов исходной таб-
лицы. Следовательно, из разных STS(m) с помощью разных свитчингов
по приведённым правилам не могут быть получены одинаковые системы
троек порядка n.

C учётом следствия 2 и того факта, что в качестве {i, j, k} можно
выбирать любую тройку из S(T, n), получаем

((n+ 1) · 2(n−7)/2 + n− 3) · 310(n2−10n+21)/3·25 · n(n− 1)/6 ·R((n− 3)/4)

систем порядка n. Среди них могут оказаться совпадающие. Изучим эти
ситуации.

Рассмотрим произвольную STS(n), отвечающую фиксированной таб-
лице и фиксированной STS(m). При различных разбиениях STS(n) на
компоненты и дальнейшем применении к ней свитчингов по правилам A1,
B1 или B2 могут образовываться одинаковые STS(n). Рассмотрим по-
дробнее процесс образования таких систем.

Зафиксируем некоторую тройку (i, j, k) ∈ STS(n), любой элемент из
этой тройки, например i, и произвольный элемент a ∈ M . В этом слу-
чае несложно заметить, что система, полученная из исходной STS(n) по
правилу A1 с помощью свитчинга j ↔ k, применённого ко всем тройкам,
содержащим элементы j или k, в сочетании с правилом B1 с помощью
свитчинга a ↔ ia, применённого ко всем оставшимся тройкам, содержа-
щим элементы a или ia, совпадает с системой, полученной из исходной
STS(n) по правилу A1 с помощью свитчинга a ↔ ia, применённого ко
всем тройкам, содержащим элементы a или ia.

Заметим также, что система, полученная из исходной STS(n) с помо-
щью свитчинга j ↔ k, применённого ко всем тройкам, содержащим эле-
менты j или k, по правилу A1, в сочетании со свитчингом ja ↔ ka, при-
менённым ко всем оставшимся тройкам, содержащим элементы ja или ka,
по правилу B1, совпадает с STS(n), полученной из исходной с помощью
свитчинга ja ↔ ka, применённого ко всем тройкам, содержащим элемен-
ты ja или ka, по правилу A1. Таким образом, для выбранного элемента i
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некоторой фиксированной тройки получаем 2 повторения. Аналогичные
рассуждения верны для оставшихся элементов j и k тройки (i, j, k) и для
всех оставшихся m− 1 элементов из M .

Следовательно, в случае разбиения STS(n) на ijk-компоненты су-
ществует 3 · 2 · m = 6m повторов. Так как в качестве тройки (i, j, k)
для разбиения STS(n) на ijk-компоненты может быть выбрана любая из
n(n−1)/6 троек системы STS(n), всего получаем n(n−1)

6 ·6m = mn(n−1) =
n(n−1)(n−3)

4 повторений. Учитывая подсчитанное выше число STS(n),
включающее одинаковые, нижняя оценка числа P (n) различных STS(n),
построенных из фиксированных таблицы T и базовой системы STS(m)
с помощью приведённой конструкции, принимает вид

P (n) > (((n+1)·2(n−5)/2+2n−6)·310(n2−10n+21)/3·25−3n+9)·n(n−1)/12.

Отсюда с учётом того, что n = 4m + 3, получаем требуемую оценку.
Теорема 2 доказана.

Следует заметить, что ранг таких STS(n) зависит от ранга STS
(
n−3
4

)

и потому может превышать rn.

Следствие 4. Для ранга r(STS(n)) системы STS(n), построенной по

конструкции теоремы 2 из некоторой STS
(
n−3
4

)
, справедлива оценка

r

(
STS

(
n− 3

4

))
+

3(n− 3)

4
+ 1 6 r(STS(n))

6 r

(
STS

(
n− 3

4

))
+

3(n− 3)

4
+ 3.

2. Вложимость S(T, n) в совершенный код

Свитчинговые методы (метод α-компонент и метод i-компонент) поз-
воляют строить широкие классы совершенных кодов с различными свой-
ствами [18]. Мы используем метод ijk-компонент, который является част-
ным случаем метода α-компонент [2]. Для полноты изложения напомним
краткое описание этого метода. Пусть Hn — код Хэмминга длины n, x —
вектор из Hn веса 3, supp(x) = {i, j, k}. Подпространство, порождённое
совокупностью векторов веса 3 кода Hn с единичной i-й координатой,
обозначим через Ri. Через Rij и Rijk обозначим подпространства, натя-
нутые на Ri, Rj и на Ri, Rj , Rk соответственно.

Утверждение 2. Пусть (i, j, k) ∈ STS(H,n). Тогда Rij = Rik =
Rjk = Rijk.
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Пусть N1 = 2
n−3
4 , N2 = 2

n+5
4

−log(n+1).

Утверждение 3. Множество Rijk является ijk-компонентой и пред-

ставимо в виде Rijk =
N1⋃
l=1

Rl
i, где Rl

i — различные непересекающиеся

i-компоненты, R1
i = Ri. То же верно для j и k.

Утверждение 4. Код Hn представим в виде Hn =
N2⋃
t=1

Rt
ijk, где

Rt
ijk — различные непересекающиеся ijk-компоненты, R1

ijk = Rijk.

Рассмотрим произвольную функцию ν : {1, 2, . . . , N2} → {i, j, k}. Че-
рез Rν(t) обозначим ν(t)-компоненту для t ∈ {1, 2, . . . , N2}.

Утверждение 5. Код Hn представим в виде Hn =
N2⋃
t=1

N1⋃
l=1

Rl
ν(t), где

Rl
ν(t) — различные непересекающиеся ν(t)-компоненты, R1

ν(t) = Rν(t).

Рассмотрим функцию λ : {1, 2, . . . , N2} × {1, 2, . . . , N1} → {0, 1}. На-
помним, что множеством Rν(t)+ ν(t), полученным свитчингом из мно-
жества Rν(t) по ν(t)-й координате, t ∈ {1, 2, . . . , N2}, называется множе-
ство, полученное заменой значений ν(t)-й координаты всех векторовRν(t)

противоположными.

Утверждение 6. Множество Cλ,ν =
N2⋃
t=1

N1⋃
l=1

(
Rl

ν(t) + ν(t)λ(t, l)
)

явля-

ется совершенным кодом.

Пусть π — циклическая перестановка чисел i, j и k, µ — произвольная
функция из множества {1, 2, . . . , N2} в множество {0, 1}, P t

λ,ν — множе-

ство векторов вида
N1⋃
l=1

(
Rl

ν(t) + ν(t)λ(t, l)
)
.

Теорема 3 [2]. Множество Cλ,ν,µ =
N2⋃
t=1

P t
λ,ν + µ(t)π(ν(t)) является

совершенным кодом.

Из утверждения 3 (см. также [2]) следует, что код Hn представим
в виде Hn =

⋃
α∈H′

Rα
ijk, где Rα

ijk = Rijk + α, H ′ — подкод Хэмминга раз-

мерности n−3
4 −log(n+1

4 ) кодаHn размерности n−log(n+1), Rijk содержит
нулевой вектор. Опишем векторы веса 3 в Rijk.
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Из определения Ri, Rj и Rk имеем

Ri = {(i, j, k), (i, ap, iap), p = 1, . . . , (n− 3)/2},
Rj = {(i, j, k), (j, ap, jap), p = 1, . . . , (n− 3)/2},
Rk = {(i, j, k), (k, ap, kap), p = 1, . . . , (n− 3)/2}

для некоторого ap. Для векторов веса 3 кода Хэмминга справедливо

Утверждение 7 [1]. Пусть (i, j, k) ∈ STS(Hn). Множество троек из

STS(Hn)\(i, j, k), содержащих элемент i, разбивается на (n − 3)/4 пар

троек (i, a, b), (i, c, d) таких, что (j, a, c), (j, b, d) и (k, a, d), (k, b, c) принад-

лежат STS(Hn).

Докажем, что свитчинги i- (j- или k-)компонент из компоненты Rijk

(Rα
ijk) в коде Hn соответствуют свитчингам по правилу A1 (по прави-

лу B1 или B2), применённому к STS(H,n).
Далее для определённости разбиваем Rijk на i-компоненты, те же

рассуждения можно провести для j- и k-компонент. Таким образом, мно-
жествоRi (из утверждения 2) содержит (n−1)/2 троек {(i, j, k), (i, ap, iap),
(i, jap , kap), ap ∈ {1, . . . ,m}}. Представляя оставшиеся компоненты Rl

i,
l = 2, . . . , N1, в виде Rl

i = Ri+(j, al, jal), получим, что каждая компонен-
та Rl

i содержит четыре тройки (j, al, jal), (j, kal , ial), (k, jal , ial), (k, al, kal)
(т. е. последнюю Паш-конфигурацию из (3)), где ial , jal , kal определены
из условий (i, al, ial) ∈ Ri, (j, al, jal) ∈ Rj , (k, al, kal) ∈ Rk.

Векторы веса 3 совершенного двоичного кода длины n образуют си-
стему STS(n) только в случае, если нулевой вектор 0n принадлежит коду.
Поэтому нельзя сдвигать компоненту Rijk ни по одной из i, j, k коорди-
нат. По этой же причине компоненту Ri нельзя сдвигать по i-й координа-
те. Остальные компоненты Rl

i, l > 1, можно сдвигать по i-й координате
согласно функции λ. При сдвиге Rl

i, l > 1, при переходе от компонен-
ты Rl

i к Rl
i + i = Ri + (i, j, al, jal) получаются следующие тройки:

{(j, al, jal), (j, kal , ial), (k, jal , ial), (k, al, kal)} ⊂ Rl
i

→ {(k, al, jal), (k, kal , ial), (j, jal , ial), (j, al, kal)} ⊂ Rl
i + i,

что соответствует свитчингу j ↔ k, применённому к последней Паш-
конфигурации из (3). Нетрудно понять, что множества Rj и Rk содержат
по (n− 1)/2 троек:

{(i, j, k), (j, ap, jap), (j, iap , kap), ap ∈ {1, . . . ,m}} ⊂ Rj ,

{(i, j, k), (k, ap, kap), (k, iap , jap), ap ∈ {1, . . . ,m}} ⊂ Rk.
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Пусть Rl
j = Rj + (i, al, ial), R

l
k = Rk + (i, al, ial), l > 1. Тогда Rl

j

содержит четыре тройки (i, al, ial), (i, jal , kal), (k, jal , ial), (k, al, kal), R
l
k —

четыре тройки (i, al, ial), (i, jal , kal), (j, ial , kal), (j, al, jal), где ial , jal , kal
определены из условий (i, al, ial) ∈ Ri, (j, al, jal) ∈ Rj , (k, al, kal) ∈ Rk.
Тогда тройки, полученные при сдвигах Rl

j и Rl
k, l > 1, когда Rl

j переходит
в Rl

j + j = Rj +(i, j, al, ial), а Rl
k — в Rl

k + k = Rk +(i, k, al, ial), выглядят
следующим образом:

{(i, al, ial), (i, jal , kal), (k, jal , ial), (k, al, kal)} ⊂ Rl
j

→ {(k, al, ial), (k, jal , kal), (i, jal , ial), (i, al, kal)} ⊂ Rl
j + j,

{(i, al, ial), (i, jal , kal), (j, ial , kal), (j, al, jal)} ⊂ Rl
k

→ {(j, al, ial), (j, jal , kal), (i, ial , kal), (i, al, jal)} ⊂ Rl
k + k,

что соответствует свитчингам i ↔ k и i ↔ j, применённым ко второй
и первой Паш-конфигурациям из (3) соответственно. Таким образом,
убеждаемся, что свитчинги i- (j- или k-)компоненты из Rijk отвечают
правилу A1 приведённой в разд. 2 конструкции, если исходная система
троек хэммингова.

Рассмотрим тройки из Rα
ijk, α 6= 0. Компоненту Rα

ijk можно предста-
вить в виде Rα

ijk = Rijk + (a, b, c) для некоторой (a, b, c) ∈ H ′. Каждая
такая компонента содержит 16 троек, разбитых на подмножества. В каж-
дом подмножестве содержится по 4 тройки из разных i-компонент (для
определённости разбиваем Rα

ijk на i-компоненты, которые обозначим че-
рез Rα1

i , . . . , Rα4
i ; то же для j и k). Тройки выглядят следующим образом:

{(a, b, c), (a, ib, ic), (ia, b, ic), (ia, ib, c)} ⊂ Rα1
i ,

{(a, jb, jc), (ia, kb, jc), (a, kb, kc), (ia, jb, kc)} ⊂ Rα4
i ,

{(ja, jb, c), (ka, kb, c), (ja, kb, ic), (ka, jb, ic)} ⊂ Rα2
i ,

{(ja, b, jc), (ka, ib, jc), (ja, ib, kc), (ka, b, kc)} ⊂ Rα3
i ,

где is, js, ks, s ∈ {a, b, c} определяются из условий (i, s, is) ∈ Ri, (j, s, js) ∈
Rj , (k, s, ks) ∈ Rk, т. е. получили в точности систему блоков (3), столбцы
которой совпадают с i-компонентами, строки и диагонали системы (3)
отвечают j- и k-компонентам соответственно. Каждый из полученных
столбцов (строк, диагоналей) можно сдвигать по соответствующей ко-
ординате или оставлять на месте в соответствии с функцией λ. Опишем
тройки, полученные при сдвиге, например, Rα1

i , когда Rα1
i преобразуется
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в Rα1
i + i:

{(a, b, c), (a, ib, ic), (ia, b, ic), (ia, ib, c)} ⊂ Rα1
i

→ {(ia, b, c), (ia, ib, ic), (a, b, ic), (a, ib, c)} ⊂ Rα1
i + i,

т. е. векторы веса 3 из Ri + i могут быть получены из компоненты Ri

при помощи свитчинга a ↔ ia. Проводя аналогичные рассуждения для
оставшихся столбцов, в общем случае получим, что векторы веса 3 ком-
понент Rl

i+ i, R
l
i+(i, j) и Rl

i+(i, k), l = 1, . . . , 4, могут быть получены из
векторов веса 3 компоненты Rl

i при помощи свитчингов a ↔ ia, ja ↔ ka
и a ↔ ka, ia ↔ ja, а также a ↔ ja, ia ↔ ka соответственно. Аналогичные
рассуждения можно провести для j- и k-компонент. Заметим, что при-
ведённые свитчинги соответствуют правилу B1 конструкции из разд. 1.
Каждую из компонент Rα

ijk, α 6= 0n, можно сдвигать в соответствии
с функцией µ по координате с номером π(ν): Rα

ijk → Rα
ijk+π(ν). Опишем

векторы веса 3, которые получаются при сдвиге Rα
ijk, когда π(ν) = j:

{(a, b, c), (a, ib, ic), (ia, b, ic), (ia, ib, c)} ⊂ Rα1
i

→ {(ja, b, c), (ja, ib, ic), (ka, b, ic), (ka, ib, c)} ⊂ R1
i + π(ν),

{(ja, jb, c), (ka, kb, c), (ja, kb, ic), (ka, jb, ic)} ⊂ Rα2
i

→ {(a, jb, c), (a, kb, ic), (ia, kb, c), (ia, jb, ic)} ⊂ R2
i + π(ν),

{(ja, b, jc), (ka, ib, jc), (ja, ib, kc), (ka, b, kc)} ⊂ Rα3
i

→ {(ja, jb, jc), (ja, kb, kc), (ka, jb, kc), (ka, kb, jc)} ⊂ R3
i + π(ν),

{(a, jb, jc), (ia, kb, jc), (a, kb, kc), (ia, jb, kc)} ⊂ Rα4
i

→ {(a, b, jc), (a, ib, kc), (ia, b, kc), (ia, ib, jc)} ⊂ R4
i + π(ν),

т. е. получили систему троек (3), к которым применены свитчинги a↔ ja,
ia ↔ ka.

Полученные строки (столбцы, диагонали) сдвинутой ijk-компоненты
можно, в свою очередь, сдвигать по другой координате (ν или π2(ν)) или
оставлять на месте в соответствии с функцией λ. Например,

{(a, b, c), (a, ib, ic), (ia, b, ic), (ia, ib, c)} ⊂ Rα1
i

→ {(ka, b, c), (ka, ib, ic), (ja, b, ic), (ja, ib, c)} ⊂ Rα1
i + (i, j),

т. е. векторы веса 3 из Rα1
i + (i, j) могут быть получены из компонен-

ты Rα1
i свитчингами a ↔ ka, ia ↔ ja (что соответствует правилу B2

приведённой в разд. 2 конструкции STS). Таким образом, справедлива
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Лемма 1. Класс STS(n), n = 4m + 3, полученный свитчингами по

правилам A1, B1 и B2, применённым к STS(H,n), описанной в след-

ствии 1, совпадает с классом троек STS(n), вложимых в совершенные

двоичные коды, построенные методом ijk-компонент из кода Хэммин-

га Hn.

Из леммы 1 непосредственно вытекает

Следствие 5. Системы STS(n), n = 4m+3, полученные свитчингами

по правилам A2 и (или) B3 (в сочетании с правилами B1, B2 или A1
соответственно), применёнными к STS(H,n), не вложимы в совершенные

коды, построенные свитчингами ijk-компонент из кода Хэмминга Hn.

3. Число различных STS(n) рангов rn − 1 и rn, вложимых

в совершенные двоичные коды

Используя приведённую выше конструкцию, найдём оценки числа
различных STS(n), вложимых в совершенные двоичные коды длины n,
построенные методом свитчингов ijk-компонент из кода Хэмминга.

Порядок группы автоморфизмов произвольной STS(n), n = 2r − 1,
r > 3, меньше порядка группы автоморфизмов STS кода Hn [10]. По
этой причине ограничимся нахождением нижней границы числа различ-
ных STS(n), так как нижняя оценка числа таких неизоморфных систем
может быть легко получена из первой.

Известно (см., например, [8, гл. 13]), что порядок группы симметрий
кода Hn равен

|Sym(H,n)| = n(n− 1)(n+ 1− 22)(n+ 1− 23) · . . . · (n+ 1)/2.

Через R(H,n) обозначим число различных STS(H,n) порядка n. Тогда

R(H, n) = n!/|Sym(Hn)|.

Известно, что ранг любого кода Васильева V n
λ (следовательно, и ранг

его STS(n), полученной свитчингами i-компонент из STS(H,n)), не пре-
восходит rn−1. Согласно [19] любой совершенный код C длины n ранга не
больше rn−1 является кодом Васильева, полученным из некоторого дво-
ичного кодаHn свитчингами i-компонент. На основе этого факта, извест-
ной конструкции Ассмуса — Маттсона [12] для STS, вложимых в коды
Васильева, а также сопоставляя с полученным в [20] числом различных
STS(n) ранга не больше rn − 1, можно сделать вывод, что справедлива
следующая теорема (заметим, что она является аналогом соответству-
ющего результата для систем четвёрок Штейнера из [5], использующей
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каскадные методы доказательства в отличие от свитчинговых методов
данной статьи).

Теорема 4. Любая STS(n), n > 15, ранга rn − 1 вложима в совер-

шенный код длины n такого же ранга, а именно, в код Васильева V n
λ .

Число R1(n) таких различных STS(n) равно

R1(n) =

(
2|STS(n−1

2
)| − n−1

2 − 2

n+ 1

)
· n!/

∣∣Sym
(
Hn−1

2
)∣∣.

Доказательство. Пусть A — матрица инцидентности некоторой
STS(H,n), n = 2r−1. Тогда согласно [20] матрица G, состоящая из строк
матрицы A и вектора (1, 0, 0, . . . , 0), является порождающей матрицей

кода C, содержащего 2
(n−1)(n−3)

24 2|STS(n−1
2

)| различных STS(n) ранга не
более rn − 1, и существует всего

n!

2
n−1
2 · (n−1

2 ) · (n+1
2 − 2) · . . . · (n+1

4 )
=

n!

2
n−1
2 · |Sym(Hn−1

2 )|

таких различных кодов.
Докажем, что каждая STS из кода C вложима в некоторый код Ва-

сильева V n
λ длины n такого же ранга. Поскольку согласно [19] любой

совершенный код длины n ранга не более rn − 1 является кодом Васи-
льева, построенным из кода H(n−1)/2 с помощью нелинейной функции λ,
получим вложимость всякой STS из кода C в некоторый совершенный
код. Код Хэмминга Hn с порождающей матрицей A можно с точностью
до эквивалентности представить в виде

Hn = {(|x|, x+ y, x) | x ∈ F
n−1
2 , y ∈ Hn−1

2 }.

Код V n
λ представляется в виде (1) с точностью до эквивалентности.

Произвольный вектор веса 3 в коде C является либо строкой матри-
цы A, либо получен добавлением вектора (1, 0, 0, . . . , 0) к вектору веса 4
из Hn с первой ненулевой координатой. Если через B′ обозначить мат-
рицу, строками которой являются векторы веса 3 второго типа, через
A′ — матрицу, полученную из A удалением строк с первой ненулевой ко-
ординатой, различные STS получаются заменой некоторых k строк мат-
рицы A′ подходящими k строками матрицы B′ [20]. Отвечающие этим
строкам тройки будут равновесными множествами. Совокупность таких
строк будем также называть равновесными. По k строкам из B′ можно
однозначно восстановить k векторов веса 4 из кода Hn.
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Определим функцию λ : Hn−1
2 → {0, 1}, соответствующую коду Ва-

сильева V n
λ , в который будет вложима получающаяся в результате такой

замены STS, следующим образом:
(i) λ = 1 на векторах веса 3 из кода Hn−1

2 , которые соответствуют k
заменяемым строкам матрицы A′ и k векторам веса 4, которые отвеча-
ют k заменяющим строкам матрицы B′;

(ii) λ = 0 на оставшихся векторах.

Пусть y ∈ Hn−1
2 — некоторый вектор с носителем {a1, a2, a3}, на ко-

тором λ = 1. Тогда в пространстве F
n−1
2 существуют три вектора веса 2,

которые пересекаются с y по двум координатам, образуя векторы веса 3
в Hn вида

(
a1,

n+1
2 +a2,

n+1
2 +a3

)
,
(
a2,

n+1
2 +a1,

n+1
2 +a3

)
,
(
a3,

n+1
2 +a1,

n+1
2 +

a2
)
. Также в пространстве F

n−1
2 найдутся ровно три вектора веса 1, ко-

торые пересекаются с y в единственной координате, образуя векторы ве-
са 4 в Hn вида

(
1, a1, a2,

n+1
2 +a3

)
,
(
1, a1, a3,

n+1
2 +a2

)
,
(
1, a2, a3,

n+1
2 +a1

)
.

Вместе с векторами (a1, a2, a3) и (1, n+1
2 + a1,

n+1
2 + a2,

n+1
2 + a3) получим

два набора векторов вида
{(
a1, a2, a3),

(
a1,

n+1
2 + a2,

n+1
2 + a3

)
,
(
a2,

n+1
2 +

a1,
n+1
2 +a3

)
,
(
a3,

n+1
2 +a1,

n+1
2 +a2

)}
и
{(

n+1
2 +a1,

n+1
2 +a2,

n+1
2 +a3

)
,
(
a1, a2,

n+1
2 + a3

)
,
(
a1, a3,

n+1
2 + a2

)
,
(
a2, a3,

n+1
2 + a1

)}
, которые являются равно-

весными подмножествами троек из Hn и V n
λ соответственно и отвечают

свитчингам Паш-конфигураций, указанным в теореме 2.1 из [20]. Отме-
тим, что приведённые свитчинги в точности соответствуют конструкции
Ассмуса — Маттсона [12] для хэмминговых STS.

Несложно заметить, что STS, получившаяся в результате такой за-
мены некоторых k строк матрицы A′ равновесными k строками матри-
цы B′, вложима в код V n

λ с вышеуказанной функцией λ. Так как все

коды Васильева, построенные из кода Hn−1
2 , имеют ранг не более rn−1,

любая STS(n) ранга не больше rn−1 вложима в некоторый совершенный
код длины n такого же ранга и существует всего

S(n) = 2|STS(n−1
2

)| · n!/2n−1
2 · |Sym(Hn−1

2 )|

таких различных STS. С учётом того, что согласно [20] существует ровно

2 · n!/((n+ 1) · |Sym(Hn−1
2 )|)

STS(n) ранга n−log(n+1), получим указанную в формулировке оценку.
Теорема 4 доказана.

Согласно [2] ранг любого совершенного кода длины n, полученного из
двоичного кода Хэмминга длины n методом свитчингов ijk-компонент,
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не превосходит rn. Следовательно, и ранг его системы STS(n), получен-
ной методом свитчингов ijk-компонент из STS(H,n), также не превос-
ходит rn.

Теорема 5 [7]. Любой совершенный код C длины n ранга не боль-

ше rn может быть получен из некоторого кода Хэмминга конечным чис-

лом последовательных свитчингов i-компонент. Более того, для получе-

ния кода C из кода Хэмминга достаточно использовать свитчинги i-ком-

понент не более чем по двум координатам i.

Обозначим

Q(n) = (2(n−1)/2 · 130(n2−10n+21)/96 − 3n+ + 9) · n(n− 1)/12.

Из теорем 2, 5 и леммы 1 следует

Теорема 6. Любая система STS(n), n = 4m + 3, m > 63, ран-

га rn, полученная применением свитчингов по правилам A1, B1 или B2
к STS(H,n), вложима в некоторый совершенный двоичный код длины n
такого же ранга. Число R2(n) таких различных STS(n) удовлетворяет

неравенствам

Q(n) ·R(H, (n− 3)/4)− S(n) 6 R2(n) 6 Q(n) ·R(H, n)− S(n).

Доказательство. Аналогично рассуждениям доказательствa cлед-
ствия 2 для каждой тройки {i, j, k} из любой STS(H,n) по правилуA1
можно получить 4m = 4(n−3)/4 различных свитчингов, а также (46 +

84)|STS(n−3
4

)| = 130(n−3)(n−7)/3·25 различных свитчингов — по правилам
B1 и B2. Учитывая число кодов Хэмминга предыдущей длины и рассуж-
дения о дублируемых STS(n), из теоремы 2 получаем по крайней мере

(2(n−1)/2 · 130(n2−10n+21)/96 − 3n+ 9) · n(n− 1)/12 ·R(H, (n− 3)/4)

различных совершенных кодов длины n, которые можно построить из
кода Hn свитчингами ijk-компонент и которым соответствуют различ-
ные STS(n) ранга не более rn.

Так как свитчинги по указанным выше правилам можно применить
не более чем к R(H, n) кодам Хэмминга Hn, получаем не более

(2(n−1)/2 · 130(n2−10n+21)/96 − 3n+ 9) · n(n− 1)/12 ·R(H, n)

совершенных кодов длины n, которые можно построить из кода Hn свит-
чингами ijk-компонент и которым соответствуют все различные STS(n)
ранга не более rn.
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Используя теоремы 4 и 5, получаем указанную оценку. Теорема 6
доказана.

Из теорем 2, 4 и 6 с учётом того, что все S(n) систем STS(n) ранга не
больше rn−1 уже подсчитаны в Q(n) ·R(H, n) системах STS(n) ранга не
больше rn, легко найти нижнюю оценку для числа STS(n), не вложимых
в совершенные коды длины n ранга не больше rn.

Утверждение 7. Число различных систем STS(n), n > 511, ран-

га rn, не вложимых в совершенные коды длины n ранга rn, можно оце-

нить снизу как P (n) ·R(H, (n− 3)/4)−Q(n) ·R(H, n).
Заметим, что число различных STS(n) ранга не больше rn, вложи-

мых в совершенные двоичные коды такого же ранга (см. теоремы 4 и 6),
намного меньше числа различных STS(n) ранга не больше rn. Послед-
няя оценка существенно отличается от нижней оценки для числа STS(n).
Таким образом, число всех STS(n) ранга не больше rn невелико по срав-
нению с числом STS(n) рангов, больших, чем упомянутые.

Замечание. В [22] доказано, что любая STS(n) ранга rn вложима в
некоторый совершенный код длины n. Но при этом в отличие от данной
работы в [22] не известен точный ранг этого совершенного кода. Кроме
того, нами используются свитчинговые методы, а в [22] — каскадные.

Из замечания следует, что все STS из утверждения 7 вложимы в
совершенные коды рангов, больших чем rn. Результаты [22] и настоящей
работы анонсированы на конференции ACCT’12 в [14, 21].

В заключение авторы выражают благодарность рецензенту за полез-
ные замечания.
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16. Österg̊ardP. R. J., Pottonen O. The perfect binary one-error-correcting
codes of length 15. Part 1. — Classification // IEEE Trans. Inform. Theory.
— 2009. — Vol. 55. — P. 4657–4660.
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