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Аннотация. Получена формула радиуса устойчивости эффектив-
ного решения векторного варианта задачи о максимальном разрезе
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Введение

При формализации целенаправленного поведения человека в различ-
ных сферах его деятельности (например, проектирование технических
систем, планирование и управление в экономике) нередко возникает необ-
ходимость отыскания решений, оптимальных не по одному, а по несколь-
ким критериям одновременно. В задачах оптимизации многокритериаль-
ность появляется из-за того, что построение однокритериальной моде-
ли требует конструирования обобщённой функции полезности, что при
наличии противоречивых критериев представляет собой весьма слож-
ную, а в ряде случаев и неразрешимую проблему. Однако даже в хо-
рошо формализованной задаче может возникнуть вопрос о правдопо-
добности результатов, полученных при её решении, поскольку, как пра-
вило, не исключена погрешность исходных данных задачи. Эта погреш-
ность может быть связана с ошибками измерений или округлений, неточ-
ностью численных методов, неадекватностью используемых математи-
ческих моделей и иными факторами. В этих условиях представляет-
ся актуальным нахождение предельного уровня величины погрешности,
при котором оптимальное решение задачи ещё остаётся таковым. Про-
должая исследования, посвящённые указанной проблеме и отражённые
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в [1, 3–5, 7, 16], проведём анализ устойчивости в метрике Гёльдера эффек-
тивного решения многокритериального варианта известной комбинатор-
ной экстремальной задачи о максимальном разрезе графа (MAX-CUT
problem) [2, 14], являющейся классической проблемой дискретной опти-
мизации с многочисленными приложениями [13, 15, 18]. Эту задачу легко
свести к задаче булева квадратичного программирования (см., например,
[12, 14, 17]). Нами получена формула радиуса устойчивости эффективно-
го решения рассматриваемой задачи. Частично результаты анонсирова-
ны в [6, 8].

1. Основные определения и обозначения

Рассмотрим связный ориентированный граф G = (V,E) [9, 10] с мно-
жествами вершин V = Nn и дуг E ⊆ {(i, j) | 1 6 i < j 6 n}, где
Nn = {1, 2, . . . , n}, |E| = m, причём множество E упорядочено лексико-
графически. Пусть все вершины графа G разбиты на два непересекаю-
щихся непустых подмножества S и S. Множество всех дуг графа, конце-
вые вершины которых находятся в разных подмножествах, называется
разрезом графа и обозначается через (S, S). Очевидно, что любой разрез
(S, S) графа G порождает булев вектор x ∈ En = {0, 1}n с компонентами

xi =

{
1 при i ∈ S,

0 при i ∈ S.

Тем самым множеству всех разрезов графа порядка n ставится в соот-
ветствие множество булевых векторов X ⊆ En \ {0(n), 1(n)}, где 0(n) =
(0, 0, . . . , 0) и 1(n) = (1, 1, . . . , 1). Поэтому вектор x ∈ X естественно
называть разрезом графа G. Очевидно, что если x ∈ X — разрез, то
и x = 1(n) − x ∈ X — разрез, поскольку (S, S) — разрез графа. Тем
самым |X| — чётное число.

Каждой дуге (i, j) ∈ E сопоставим вектор-столбец
(
w1
ij , w

2
ij , . . . , w

s
ij

)T
,

где wk
ij ∈ R — вес дуги (i, j), соответствующий критерию k ∈ Ns. Из

этих m столбцов, упорядоченных в соответствии с порядком дуг мно-
жества E, образуем матрицу W =

[
wk
ij

]
∈ Rs×m со строками Wk ∈ Rm,

k ∈ Ns. Очевидно, что квадратичная функция

fk(x,Wk) =
∑

(i,j)∈E

wk
ij(xi − xj)

2,

заданная на множестве векторов X, представляет собой суммарный вес
разреза (S, S) по критерию k, где S = {i ∈ V | xi = 1} и S = {i ∈ V |
xi = 0}.
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В результате возникает векторный (s-критериальный) вариант зада-
чи о максимальном разрезе графа

Zs(W ) : f(x,W ) = (f1(x,W1), f2(x,W2), . . . , fs(x,Ws)) → max
x∈X

,

состоящей в поиске множества Парето, т. е. множества эффективных раз-
резов

P s(W ) = {x ∈ X | X(x,W ) = ∅},
где X(x,W ) = {x′ ∈ X | f(x,W ) 6 f(x′,W ) & f(x,W ) 6= f(x′,W )}.

Для всякого натурального числа d в пространстве Rd зададим норму
Гёльдера lp, p ∈ [1,∞]: будем считать число

‖y‖p =





p

√ ∑
i∈Nd

|yi|p, если 1 6 p <∞,

max
i∈Nd

|yi|, если p = ∞,

нормой вектора y = (y1, y2, . . . , yd) ∈ Rd. Под нормой матрицы будем
понимать норму вектора, составленного из всех её элементов.

Через 〈u, v〉 обозначим скалярное произведение векторов u, v ∈ Rm.
Для любых векторов u, v ∈ Rm выполняется неравенство Гёльдера

|〈u, v〉| 6 ‖u‖p · ‖v‖q, (1)

причём при 1 < p <∞ равенство в (1) достигается тогда и только тогда,
когда

|ur|p‖v‖qq = |vr|q‖u‖pp, r ∈ Nm, (2)

urvr > 0, r ∈ Nm, или urvr 6 0, r ∈ Nm, (3)

где u = (u1, u2, . . . , um), v = (v1, v2, . . . , vm) (см. [11]). Здесь и далее ве-
личины p и q связаны соотношением 1/p+ 1/q = 1, при этом q = 1, если
p = ∞, и q = ∞, если p = 1.

По аналогии с [4, 5, 7, 16] радиусом устойчивости эффективного раз-
реза x0 ∈ P s(W ), s ∈ N, в метрике Гёльдера lp, p ∈ [1,∞], назовём число

ρs(x0, p) =

{
supΞp, если Ξp 6= ∅,
0, если Ξp = ∅,

где Ξp = {ε > 0 | ∀U ∈ Ωp(ε) (x
0 ∈ P s(W + U))}, Ωp(ε) = {U ∈ Rs×m |

‖U‖p < ε}, ‖U‖p — норма Гёльдера lp матрицы U .
Множество Ωp(ε) называют множеством возмущающих матриц.
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Легко видеть, что при X = {x, x} для всякой матрицы W ∈ Rs×m

справедливо равенство f(x,W ) = f(x,W ), т. е. оба разреза являют-
ся эффективными при любых возмущениях матрицы W , т. е. ρs(x, p) =
ρs(x, p) = ∞. Поэтому в дальнейшем будем считать, что |X| > 4.

Каждому разрезу x ∈ En поставим в соответствие вектор-строку
γ(x) ∈ Em с компонентами γr(x) = |xi − xj |, (i, j) ∈ E, упорядоченными
так, как упорядочены дуги множества E (r ∈ Nm). Тогда

fk(x,Wk) = 〈Wk, γ(x)〉, k ∈ Ns. (4)

Для любых разрезов x0 ∈ X и x ∈ X \ {x0, x0} положим

σr(x
0, x) = γr(x

0)− γr(x), r ∈ Nm,

σ(x0, x) = (σ1(x
0, x), σ2(x

0, x), . . . , σm(x0, x)).

Рассмотрим оператор проектирования вектора f ∈ Rs на неотрица-
тельный ортант:

f+ = [f ]+ =
(
f+1 , f

+
2 , . . . , f

+
s

)
,

где f+k = [fk]
+ = max{0, fk}, k ∈ Ns. Тем самым знак + над вектором

означает положительную срезку этого вектора.

2. Леммы

Лемма 1. Пусть p ∈ [1,∞], и пусть разрезы x0 ∈ X, x∗ ∈ X \{x0, x0}
и вектор a = (a1, a2, . . . , as) ∈ Rs с положительными компонентами свя-

заны неравенствами

[
fk(x

0,Wk)− fk(x
∗,Wk)

]+
< ak‖σ(x0, x∗)‖q, k ∈ Ns. (5)

Тогда при любом числе ε > ‖a‖p существует такая возмущающая мат-

рица U0 ∈ Ωp(ε), что x∗ ∈ X(x0,W + U0).

Доказательство. Пусть ε > ‖a‖p. Благодаря (4) и неравенству
Гёльдера (1) для любой матрицы U ∈ Rs×m со строками Uk, k ∈ Ns,
верны соотношения

fk(x
0, Uk)− fk(x

∗, Uk) = 〈Uk, σ(x
0, x∗)〉
6 ‖Uk‖p · ‖σ(x0, x∗)‖q, k ∈ Ns. (6)

Далее подберём возмущающую матрицу U0 ∈ Rs×m со строками U0
k =(

u0k1, u
0
k2, . . . , u

0
km

)
, k ∈ Ns, такую, что для каждого индекса k ∈ Ns

∥∥U0
k

∥∥
p
= ak (7)
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и при замене Uk на U0
k неравенство в (6) превращается в равенство:

〈
U0
k , σ(x

0, x∗)
〉
= −ak‖σ(x0, x∗)‖q. (8)

Зафиксировав произвольный индекс k ∈ Ns, рассмотрим три возмож-
ных случая.

Случай 1: 1 < p <∞. Зададим компоненты вектора U0
k =

(
u0k1, u

0
k2,

. . . , u0km
)

по формуле

u0kr = −ak
σr(x

0, x∗)

‖σ(x0, x∗)‖p
, r ∈ Nm.

Тогда
∥∥U0

k

∥∥
p
= ak, т. е. верно (7). Кроме того, учитывая очевидное ра-

венство ‖σ(x0, x∗)‖pp = ‖σ(x0, x∗)‖qq, для любого индекса r ∈ Nm имеем

∣∣u0kr
∣∣p ‖σ(x0, x∗)‖qq = apk |σr(x0, x∗)|q, u0krσr(x

0, x∗) 6 0.

Поэтому согласно (2) и (3) выполняется равенство (8) при 1 < p <∞.

Случай 2: p = 1 (q = ∞). Задав компоненты u0kr, r ∈ Nm, вектора U0
k

по формуле

u0kr =

{
−akσr(x0, x∗), если r = rmax,
0, если r ∈ Nm \ {rmax},

где rmax ∈ Argmax{|σr(x0, x∗)| | r ∈ Nm}, легко убеждаемся в справед-
ливости равенств (7) и (8) при p = 1.

Случай 3: p = ∞ (q = 1). Полагая u0kr = −akσr(x0, x∗), r ∈ Nm,
убеждаемся в справедливости (7) и (8) для p = ∞.

Очевидно, что во всех случаях ‖U0‖p = ‖a‖p. Поэтому U0 ∈ Ωp(ε)
при любом p ∈ [1,∞].

Наконец, учитывая (5) и (8), для любой нормы lp, p ∈ [1,∞], выводим

fk
(
x0,Wk + U0

k

)
− fk

(
x∗,Wk + U0

k

)

= fk(x
0,Wk)− fk(x

∗,Wk) + fk
(
x0, U0

k

)
− fk

(
x∗, U0

k

)

6
[
fk(x

0,Wk)− fk(x
∗,Wk)

]+ − ak‖σ(x0, x∗)‖q < 0, k ∈ Ns.

Следовательно, x∗ ∈ X(x0,W + U0), U0 ∈ Ωp(ε). Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Если число ψ и разрезы x0 и x таковы, что выполняются

неравенства

0 < ψ‖σ(x0, x)‖q 6 ‖[f(x0,W )− f(x,W )]+‖p,

то для любой возмущающей матрицы U ∈ Ωp(ψ) справедливо соотноше-

ние x 6∈ X(x0,W + U).

Доказательство. Допустим, что, напротив, существует матрица
U0 ∈ Ωp(ψ) со строками U0

k ∈ Rm, k ∈ Ns, такая, что x ∈ X(x0,W + U0).
Тогда для всякого индекса k ∈ Ns верно неравенство

fk
(
x0,Wk + U0

k

)
6 fk

(
x,Wk + U0

k

)
,

равносильное ввиду (4) неравенству

fk(x
0,Wk)− fk(x,Wk) 6 fk

(
x, U0

k

)
− fk

(
x0, U0

k

)
.

Отсюда легко приходим к соотношению

[fk(x
0,Wk)− fk(x,Wk)]

+
6
∣∣fk
(
x, U0

k

)
− fk

(
x0, U0

k

)∣∣,

из которого с учётом (1) находим

[fk(x
0,Wk)− fk(x,Wk)]

+
6
∥∥U0

k

∥∥
p
· ‖σ(x0, x)‖q.

Поэтому получаем

‖[f(x0,W )− f(x,W )]+‖p 6 ‖U0‖p · ‖σ(x0, x)‖q < ψ‖σ(x0, x)‖q,

что противоречит условию леммы. Лемма 2 доказана.

3. Формула радиуса устойчивости

Теорема 1. При любых s ∈ N и p ∈ [1,∞] для радиуса устойчивости

эффективного разреза x0 ∈ P s(W ) в метрике Гёльдера lp справедлива

формула

ρs(x0, p) = min
x∈X\{x0,x0}

‖[f(x0,W )− f(x,W )]+‖p
‖σ(x0, x)‖q

. (9)

Доказательство. Для краткости обозначим правую часть форму-
лы (9) через ϕ. Сначала докажем неравенство ρs(x0, p) 6 ϕ. Для этого
рассмотрим два возможных случая.
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Случай 1: ϕ = 0. Тогда найдётся разрез x∗ ∈ X \ {x0, x0} такой, что
[f(x0,W ) − f(x∗,W )]+ = 0(s). Пусть ε > 0, а вектор a = (a1, a2, . . . , as)
с положительными компонентами удовлетворяет условию ‖a‖p < ε. Тем
самым выполняются неравенства (5). Воспользовавшись леммой 1, убеж-
даемся в существовании возмущающей матрицы U0 ∈ Ωp(ε) с условием
x∗ ∈ X(x0,W + U0). Следовательно, x0 — не эффективный разрез за-
дачи Zs(W + U0). Таким образом, для любого числа ε > 0 справедливо
неравенство ρs(x0, p) < ε. Значит, учитывая, что радиус устойчивости не
может быть отрицательным, заключаем, что ρs(x0, p) = 0.

Случай 2: ϕ > 0. Пусть ε > ϕ и разрез x∗ ∈ X \ {x0, x0} таков, что

ϕ‖σ(x0, x∗)‖q = ‖[f(x0,W )− f(x∗,W )]+‖p,

а число δ > 1 удовлетворяет неравенству ε > δϕ. Зададим вектор a по
формуле

a = δ
[f(x0,W )− f(x∗,W )]+

‖σ(x0, x∗)‖q
.

Тогда ‖a‖p = δϕ < ε, а компоненты ak, k ∈ Ns, вектора a удовлетворя-
ют неравенствам (5). Поэтому по лемме 1 найдётся такая возмущающая
матрица U0 ∈ Ωp(ε), что x∗ ∈ X(x0,W + U0). Отсюда ρs(x0, p) 6 ϕ.

Остаётся показать, что ρs(x0, p) > ϕ. Если ϕ = 0, то это неравен-
ство очевидно. Пусть ϕ > 0. Тогда в соответствии с определением ϕ для
любого разреза x ∈ X \ {x0, x0} имеют место неравенства

0 < ϕ‖σ(x0, x)‖q 6 ‖[f(x0,W )− f(x,W )]+‖p.

Поэтому согласно лемме 2 x 6∈ X(x0,W + U) при любой возмущаю-
щей матрице U ∈ Ωp(ϕ). Поскольку x0 6∈ X(x0,W + U), множество
X(x0,W + U) пусто. Это означает, что x0 ∈ P s(W + U) при U ∈ Ωp(ϕ).
Следовательно, справедливо неравенство ρs(x0, p) > ϕ. Теорема 1 дока-
зана.

Замечание. Ясно, что ρs(x0, p) = ρs(x0, p) при любом x0 ∈ P s(W ).

4. Следствия

Следствие 1. Пусть x0 ∈ P s(W ), s ∈ N, — эффективный разрез.

Тогда радиус устойчивости разреза x0 в чебышёвской метрике l∞ равен

ρs(x0,∞) = min
x∈X\{x0,x0}

max
k∈Ns

fk(x
0,W )− fk(x,W )∑

(i,j)∈E

∣∣∣∣x0i − x0j
∣∣− |xi − xj |

∣∣ .
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Следствие 2. Пусть x0 ∈ P s(W ), s ∈ N, — эффективный разрез.

Тогда радиус устойчивости разреза x0 в октаэдрической метрике l1 равен

ρs(x0, 1) = min
x∈X\{x0,x0}

∑

k∈Ns

[
fk(x

0,W )− fk(x,W )
]+
.

Если при некотором p ∈ [1,∞] радиус устойчивости ρs(x0, p) эффек-
тивного разреза x0 задачи Zs(W ) положителен, то согласно теореме он
положителен и для любого p ∈ [1,∞]. Такой разрез естественно называть
устойчивым.

Следствие 3. Эффективный разрез x0 ∈ P s(W ), s ∈ N, устойчив

тогда и только тогда, когда среди элементов множества X \ {x0, x0} нет

ни одного разреза x, удовлетворяющего равенству f(x0,W ) = f(x,W ).

Следствие 4. Для радиуса устойчивости максимального разреза

x0 ∈ P 1(W ), W ∈ R1×m, скалярной задачи Z1(W ) в метрике Гёльдера lp,
p ∈ [1,∞], справедлива формула

ρ1(x0, p) = min
x∈X\{x0,x0}

f1(x
0,W )− f1(x,W )

‖σ(x0, x)‖q
.
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