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Аннотация. Исследована сложность построения оптимальных цик-
лических расписаний в случае, когда число деталей, одновременно
находящихся в обработке, не превосходит заданной величины H. До-
казана NP-трудность задачи при фиксированном H > 4. При H = 2
предложен алгоритм полиномиальной трудоёмкости.
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Введение

На производственной линии, состоящей из m машин, требуется об-
работать N однотипных деталей. Обработка каждой детали заключает-
ся в последовательном выполнении n операций O1 → O2 → . . . → On.
Операция Oi выполняется в течение pi единиц времени на машине mi

(i = 1, 2, . . . , n). Машины в технологическом порядке могут повторяться.
Одновременное выполнение двух и более операций на одной машине не
допускается. Прерывания операций запрещены.

Расписание называется циклическим, если выполнение соответству-
ющих операций любых двух последовательно обрабатываемых деталей
происходит через промежуток времени, равный C и называемый длиной

цикла. Расписание полностью определено, если заданы моменты начала
выполнения каждой операций первой детали si и C. Тогда выполнение
операции i детали j начинается в момент si + (j − 1)C.

Циклические расписания играют важную роль в организации произ-
водства [4, 7, 8, 10–14, 16]. Они обеспечивают ритмичность загрузки обо-
рудования и исполнителей, позволяют эффективно планировать как по-
ставки ресурсов, так и сбыт продукции. На основе циклических распи-
саний в [5] описаны асимптотически точные алгоритмы минимизации
общего времени обработки однотипных деталей.
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Задача минимизации циклического времени полиномиально разре-
шима [6], и длина цикла равна сумме длительностей операций на самой
загруженной машине. Однако такое расписание имеет ряд недостатков.
Прежде всего это связано с простоями между операциями, что требует
дополнительной транспортировки и промежуточного хранения деталей.
Часто число деталей, одновременно находящихся в обработке, ограниче-
но технологически. Например, количество площадок H при сборке са-
молётов фиксировано, и пока площадка не освободится, невозможно на-
чать сборку очередного самолёта. При химической обработке на деталь
наносится многослойное покрытие, для чего она крепится на оснастке
и последовательно опускается в соответствующие резервуары. Количе-
ство одновременно обрабатываемых деталей ограничено числом осна-
сток H. Аналогичные постановки возникают и в других отраслях про-
мышленности.

Такую задачу обозначим через J |id,H|C, где J — тип технологиче-
ского маршрута обработки деталей, в котором машины могут повторять-
ся, id — идентичность деталей, H — верхняя граница максимального
числа деталей, одновременно находящихся в обработке, а C — крите-
рий (в данном случае необходимо минимизировать циклическое время).
Задача J |id,H|C NP-трудна в сильном смысле [8]. Отметим, что в этой
работе H является частью входа. При фиксированном H в [2] предложен
псевдополиномиальный алгоритм трудоёмкости O((2e)HH5/2P 2H−1),
где P — суммарная длительность всех операций одной детали. Однако
вопрос о существовании полиномиального алгоритма оставался откры-
тым. Ниже показано, что при фиксированном H > 4 задача NP-трудна.

В случае H = 2 алгоритм из [2] имеет трудоёмкость O(P 3). В [1]
трудоёмкость алгоритма понижена до O(Pn2 log2 n) операций. Но оба
алгоритма псевдополиномиальны. В настоящей работе построен алго-
ритм полиномиальной трудоёмкости для задачи J |id,H = 2|C. Вопрос
о сложности задачи J |id,H = 3|C остаётся открытым.

1. NP-трудность задачи при фиксированном H > 4

Теорема 1. Задача J |id,H|C минимизации времени цикла при огра-

ничении величиной H числа одновременно обрабатываемых деталей

NP-трудна при фиксированном H > 4.

Доказательство. Рассмотрим NP-трудную задачу J3|3 детали|Cmax

из [15] с тремя различными деталями J1, J2, J3 и тремя машинами с но-
мерами 1, 2, 3. Полиномиально сведем её к задаче J |id,H = 4|C.

Добавим машину с номером 0 и зададим технологический маршрут
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однотипных деталей: сначала деталь обрабатывается на машине с номе-
ром 0, потом с номером 1, затем в соответствии с маршрутом детали J1
и далее, как изображено на рис. 1.

0 2 0 0 21 3J1 J2 J3

Рис. 1. Технологический маршрут детали

Зададим число A и длительности операций следующим образом:

mi 0 1 1–3 2 0 1–3 0 2 1–3 3
pi A 2A J1 A A J2 A A J3 2A

.

Покажем, что в разномаршрутной задаче J3|3 детали|Cmax существу-
ет допустимое расписание длины не более A тогда и только тогда, когда
в сформированной задаче J |id,H = 4|C существует расписание с време-
нем цикла не более 3A.

В одну сторону очевидно. Если в задаче J3|3 детали|Cmax существу-
ет допустимое расписание длины не более A, то циклическое расписание,
изображённое на рис. 2, удовлетворяет всем ограничениям и имеет дли-
ну цикла 3A. На рисунке строки соответствуют деталям, цикл выделен
тёмным цветом.
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Рис. 2. Оптимальное циклическое расписание при H = 4

В другую сторону. Пусть найдено циклическое расписание с време-
нем цикла не более 3A. Без ограничения общности будем считать, что
начало цикла совпадает с временем начала первой операции детали k.
Заметим, что суммарная длительность выполнения операций одной де-
тали на машине 0 равна 3A. Поэтому длина цикла равна в точности 3A,
а начинается он в момент 3A(k− 1). Более того, расположение операций
на машине 0 фиксировано: сначала выполняется первая операция дета-
ли k, затем операция, следующая за фрагментом J2 детали k−2, и, нако-
нец, операция, предшествующая фрагменту J2 детали k−1. В противном
случае обработка детали растянется более чем на 4 цикла.

Рассмотрим расписание деталей k − 3, k − 2, k − 1, k в промежут-
ке времени [3A(k − 1), 3Ak]. В силу заданной структуры операций на
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этом временно́м интервале фрагмент J1 принадлежит детали k−1, фраг-
мент J2 — детали k − 2, фрагмент J3 — детали k − 3, и каждый из этих
фрагментов встречается в точности один раз.

Прежде всего отметим, что выполнение операций фрагмента J2 на
машинах 1–3 возможно только в промежутке [3A(k − 1), 3A(k − 1) + A],
так как они обязаны выполниться между операциями машины 0.

Далее, суммарная длительность первых двух операций детали k−1
равна 3A. Следовательно, фрагмент J1 начинается не ранее момента
3A(k − 1). С другой стороны, он должен закончиться не позже момен-
та 3A(k − 1) + A, так как следующая операция длительности A должна
успеть выполниться до фиксированной операции на машине 0. Таким
образом, операции фрагмента J1 на машинах 1–3 должны выполниться
в промежутке времени [3A(k − 1), 3A(k − 1) +A].

Наконец, последняя операция детали k − 3 длительностью 2A долж-
на закончиться в рассматриваемом промежутке не позже времени 3Ak,
иначе выполнение детали растянется более чем на 4 цикла. Значит, опе-
рации фрагмента J3 должны закончиться не позже времени 3A(k−1)+A.
С другой стороны, раньше времени 3A(k−1) они начаться не могут, ина-
че предшествующая операция на машине 2 не успеет выполниться после
фиксированной операции на машине 0.

Таким образом, если время цикла равно 3A, то выполнение фрагмен-
тов J1, J2, J3 возможно только в промежутке [3A(k−1), 3A(k−1)+A] для
всех k, поэтому длина соответствующего расписания не превышает A.

Полиномиальность сводимости очевидна. Теорема 1 доказана.

2. Графическое представление задачи J |id,H = 2|C
Рассмотрим случай H = 2, когда одновременно может обрабатывать-

ся не более двух деталей. На рис. 3 приведён пример циклического рас-
писания при H = 2 для задачи со следующими данными:

mi 1 2 1 2 1 2
pi 12 9 5 17 14 9

.

В течение одного цикла должны быть выполнены все операции (воз-
можно, разных деталей), причём ровно по одному разу. Если в цикле
выполняются операции i и j одной детали, то обязательно выполняются
и операции i+ 1, i+ 2, . . . , j − 1 этой детали. Тем самым цепочка опера-
ций разрезается на две части, содержащие последовательные операции
только одной детали. Некоторая операция может быть разделена на две
части. В силу непрерывности выполнения операций её части должны
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примыкать к границам цикла. Внутри цикла требуется уложить опера-
ции как можно плотнее. Таким образом, для фиксированного разреза
получаем задачу Job-Shop с цепочками операций O1 → O2 → . . . → O′

k

и O′′
k → Ok+1 → . . .→ On и дополнительными ограничениями.

2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

p′′4

p′4

цикл

Рис. 3. Циклическое расписание при H = 2

Для решения задачи Job-Shop удобно использовать графическое пред-
ставление задачи из [9]. В системе координат на осях откладываем дли-
тельности операций цепей O1 → O2 → . . .→ O′

k иO′′
k → Ok+1 → . . .→ On

соответственно. Каждому допустимому расписанию отвечает путь от
точки (0, 0) до точки (t, P − t), где t — длина первой цепи.
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(b)

Рис. 4. Недопустимые области

На рис. 4 изображены недопустимые области, через которые путь не
должен проходить (p′k и p′′k — длительности частей операции Ok). Обла-
сти первого типа на рис. 4(a) соответствуют одновременному выполне-
нию двух операций на одной машине, а области второго типа на рис. 4(b)
возникают из-за требования непрерывности операции, по которой сделан
разрез на цепи.
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В [3] при наличии недопустимых областей только первого типа стро-
ится граф допустимых путей, на котором путь минимальной длины ищет-
ся за O(K log2K) операций, где K — число недопустимых областей. Та-
кой подход позволяет легко учитывать области второго типа: для каж-
дой вершины выполняется проверка, принадлежит ли она недопустимой
области второго типа, и если принадлежит, то вершина исключается из
рассмотрения при данном разрезе.

В нашем случае число недопустимых областей первого типа не пре-
восходит n2. Поэтому для фиксированного разреза минимальная длина
цикла может быть найдена не более чем за O(n2 log2 n) операций. На
рис. 5 приведён пример построения путей для одной из задач и вид соот-
ветствующего графа. Вершинами графа являются вершины запрещён-
ных областей, которые огибает путь. Рёбра соединяют вершины, меж-
ду которыми не лежат запрещённые области. Каждому ребру приписы-
вается вес, равный расстоянию между инцидентными ему вершинами.
Расстояние определяется следующим образом: пусть первая точка имеет
координаты (x1, y1), а вторая — координаты (x2, y2), тогда расстояние
между ними равно max(|x1−x2|, |y1− y2|). Расписание наименьшей дли-
ны соответствует кратчайшему пути между вершинами, отвечающему
началу координат и точке (t, P − t).

p1 p2 p3 p4 p5 p′6 S1

p′′6

p7

p8

p9

p10

S2

1

3

5

2

7

4

6

9

8

11

10

13

15

12

17

14

16

18

1 3 7 4 5

6 11

2 9 10 18

8 13 17 16

12 15 14

Рис. 5. Граф допустимых путей

3. Подход к решению задачи

Как показано выше, можно найти длину расписания, если известно,
в каком месте последовательность операций делится на две части, одна
из которых соответствует в цикле завершению обработки предыдущей
детали, а другая — началу обработки новой. Теперь необходимо решить
вопрос, в каком месте разрезать цепь, чтобы получить минимальную
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длину цикла. Введём функцию L : [0, P ] → R, где L(t) — длина опти-
мального расписания при разрезе последовательности операций на части
длины t и P − t соответственно. Необходимо найти такое t, при котором
функция L(t) принимает наименьшее значение.

Обозначим через Tk =
k∑

i=1
pi суммарную длину первых k операций

детали. В [1] доказаны следующие свойства функции L(t):
(i) на интервалах (Tk−1, Tk) она непрерывна;
(ii) в точках Tk она может быть разрывной, причём

L(Tk) 6 lim
t→Tk−0

L(t), L(Tk) 6 lim
t→Tk+0

L(t)

и оба неравенства могут быть строгими;
(iii) функция L(t) кусочно-линейна и угловой коэффициент любой

линейной части графика равен либо 0, либо 1, либо −1.
На рис. 6 приведён график функции L(t) для примера с 10 операци-

ями:

mi 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2
pi 46 34 50 30 88 62 15 93 103 79

.

100 200 300 400 500 6000 t

L(t)

400
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550

600

Рис. 6. Пример функции L(t)

По свойству (ii) L(Tk) мо-
жет не совпадать с левым
и правым пределами. Поэто-
му при поиске минимума функ-
ции необходимо вычислить зна-
чения L(Tk) для всех k =
1, 2, . . . , n− 1. Кроме этого тре-
буется найти минимум функ-
ции L(t) внутри каждого ин-
тервала (Tk−1, Tk).

Расширим графическое представление. По каждой из осей отложим
все операции по обработке детали и построим граф допустимых путей
для выделенных вершин в квадрате {(x, y) | 0 6 x 6 P, 0 6 y 6 P}.
Считаем выделенными вершинами левый верхний и правый нижний уг-
лы запрещённых областей. Веса дуг у построенного графа не зависят от
параметра t. Для того чтобы из этого представления получить граф для
конкретного значения t, нужно отбросить вершины, соответствующие
координаты которых больше t по оси абсцисс и меньше t по оси ординат.
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Если разрез лежит внутри интервала t ∈ (Tk−1, Tk), то отбрасываем так-
же точки, лежащие внутри запрещённых областей второго типа. Кроме
того, нужно добавить в граф вершины, соответствующие точкам (0, t)
и (t, P ), и инцидентные с ними дуги. Веса добавленных дуг зависят от
конкретного значения t.

Заметим, что при изменении t вид графа меняется дискретно. Как
отмечено выше, отдельно надо рассмотреть его конфигурации в точках
t = Tk. Внутри интервала (Tk−1, Tk) структура графа путей не меняется,
пока луч, выходящий из точки (0, t) под углом 45◦ к оси Ox, первой пере-
секает одну и ту же область. Меняться будут только длины добавляемых
дуг. Значит, на некотором интервале можно рассматривать параметри-
ческий граф, причём зависят от параметра t только длины дуг, инци-
дентных (0, t) и (t, P ). Множество вершин графа и длины остальных дуг
неизменны. Кратчайшее расстояние на таком параметрическом сетевом
графе может быть найдено методом динамического программирования
за полиномиальное время. Число точек, в которых может происходить
изменение конфигурации графа, не превосходит n2. Такой подход позво-
ляет решить задачу за полиномиальное время.

4. Алгоритм решения задачи J |id,H = 2|C

На основе графического представления задачи с учётом особенностей
поиска кратчайшего расстояния на параметрическом графе предлагается
следующий алгоритм поиска минимума функции L(t).

Шаг 1. Строим общее графическое представление: по обеим осям
откладываем операции, соответствующие обработке одной детали. Опре-
деляем множество запрещённых областей. Для каждой запрещённой об-
ласти проецируем верхние левые и нижние правые углы на ось ординат
под углом 45◦, упорядочиваем полученные проекции точек по невозрас-
танию. Получаем последовательность проекций t1, t2, . . . , tl.

Шаг 2. Строим граф возможных путей на множестве точек, содер-
жащем левые верхние и правые нижние точки недопустимых областей
первого типа. Процедура трудоёмкости K logK, где K — число недопу-
стимых областей, подробно описана в [3].

Шаг 3. Для k = 1, 2, . . . , n − 1 находим L(Tk) и выбираем наи-
меньшее значение: Lmin = min{L(Tk)}, tmin = argmin{L(Tk) = Lmin},
k = 1, 2, . . . , n − 1. Для вычисления L(Tk) исключаем вершины графа,
соответствующие координаты которых больше Tk по оси абсцисс и мень-
ше Tk по оси ординат, и добавляем начальную и конечную вершины,
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отвечающие точкам (0, Tk) и (Tk, P ). Вводим соответствующие дуги и вы-
числяем их веса. В построенном графе находим L(Tk).

Заметим, что далее поиск минимума достаточно вести на интервале
(P − Lmin, Lmin).

Шаг 4. На каждом из непустых отрезков [tm, tm+1] ∩ (Tk−1, Tk), k =
1, 2, . . . , n, m = 1, 2, . . . , l − 1, вычисляем минимальное значение функ-
ции L(t). Соответствующая процедура описана ниже. На данном шаге
при исключении вершин исходного графа важно учитывать области вто-
рого типа. При tm = Tk−1 или tm+1 = Tk минимума на открытом интер-
вале может не существовать. Тогда достаточно рассмотреть замыкание
интервала, а для граничных точек значения L(t) вычислены на преды-
дущем шаге, причём по свойству (ii) значение функции L(t) в крайней
точке не превосходит величины соответствующего одностороннего пре-
дела.

Если получено значение, меньшее Lmin, то обновляем рекорд и мо-
мент времени tmin, на котором он достигается.

Шаг 5. Lmin = L(tmin) — наименьшее значение функции L(t) на
[T0, Tn].

Процедура вычисления минимума на интервале. Ищется минимум
функции L(t) на отрезке t ∈ [tm, tm+1] ∩ (Tk−1, Tk). Важно, что граф
на этом отрезке не меняется, так как для этих значений t не меняется
область, которую первой пересекает луч, выходящий из точки (0, t) под
углом 45◦ к осям. Расстояние от точки (0, t) до левого верхнего угла этой
области (x1, y1) будет равно y1−t. До её правого нижнего угла (x2, y2) при
условии t < y2 расстояние равно x2. Если t > y2, то точка (x2, y2) будет
удалена, так как лежит в недопустимой области второго типа. Случай
равенства t = y2 рассматривался на шаге 3 алгоритма. Таким образом,
из вершины графа, отвечающей точке (0, t), выходит либо одна, либо две
дуги, причём вес только одной зависит от параметра t.

Теперь из каждой конечной вершины оставшегося графа необходимо
провести дуги до вершины, отвечающей точке (t, P ). Пусть точка с коор-
динатами (x, y) отвечает некоторой конечной вершине графа. Вес дуги,
проведённой из (x, y) в (t, P ), равен max{t − x, P − y}, кроме случая,
когда при обходе недопустимой области второго типа приходится обхо-
дить и области первого типа. Пусть j — наибольший номер операции,
которая выполняется на одной машине с операцией Ok, т. е. mj = mk,
и выполнены условия y < x+P − t, Tj > P − t+Tk−1. Тогда область, со-
ответствующую одновременному выполнению операций j и k, требуется
обойти, а длина пути от (x, y) до (t, P ) равна Tj − y + t− Tk−1.
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Аналогично строится путь, если луч, выходящий из точки (0, t), не пе-
ресекает область первого типа. Тогда между вершинами, отвечающими
точкам (0, t) и (t, P ), проходит только одна дуга весом max{t, P − t} или
Tj−Tk−1, если mj = mk, и выполнены условия t < P/2, Tj > P−t+Tk−1.

Граф построен. В нём от параметра t зависят вес только одной на-
чальной дуги, причём линейно, и веса нескольких дуг, входящих в ко-
нечную вершину. Вид графа изображён на рис. 7. Функция весов cxy(t)
на дугах, входящих в конечную вершину, имеет вид

cxy(t) =

{
Tj − y + t− Tk−1, если y < x+ P − t, Tj > P − t+ Tk−1,
max{t− x, P − y} в противном случае.

y1 − t

x2

Часть графа
с фиксированными

весами дуг
.
.
.

cxy(t)

...

...

Рис. 7. Вид графа при разрезе внутри операции

Используем классический алгоритм поиска кратчайшего пути в сете-
вом графе. Длина пути до всех вершин за исключением последней равна
либо константе α, либо функции вида β − t, либо min{α, β − t}. Для
последней вершины получаем несложную кусочно-линейную функцию,
минимум которой на отрезке [tm, tm+1] ∩ (Tk−1, Tk) ищется тривиально.

Оценим трудоёмкость алгоритма. Пусть r — число недопустимых об-
ластей в общем графическом представлении. Граф путей на нём стро-
ится за O(r log2 r) операций. Формирование графов в точках t = Tk
и параметрических графов на интервалах t ∈ [tm, tm+1] ∩ (Tk−1, Tk),
k = 1, 2, . . . , n − 1, а также поиск кратчайших путей реализуется за ли-
нейное от числа вершин время. Общее число точек и интервалов не пре-
вышает 2r+2n 6 4r, значит, число операций при реализации алгоритма
не превзойдёт O(r log2 r + r2) или O(r2) операций. Если оценивать че-
рез общие данные задачи, то, учитывая, что количество недопустимых
областей r ограничено величиной n2, верхняя оценка трудоёмкости ал-
горитма составит O(n4) операций. Таким образом доказана

Теорема 2. Задача минимизации времени цикла при ограничении

величиной H = 2 числа одновременно обрабатываемых деталей полино-

миально разрешима с трудоёмкостью, не превышающей O(n4) операций.

Алгоритм реализован на языке С++.
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