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Аннотация. Рассматривается 8-индексная аксиальная задача о на-
значениях на одноциклических подстановках. Для этой комбинатор-
ной задачи долгое время оставался открытым вопрос о совместности
её системы ограничений для одноциклических подстановок длины n.
Доказано, что эта система совместна при нечётных n > 87.
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Введение

Одной из наиболее известных задач линейного программирования
и комбинаторной оптимизации является двухиндексная задача о назна-
чениях. Её постановка может звучать следующим образом: из элементов
заданной (n × n)-матрицы требуется выбрать n элементов по одному
в каждой строке и каждом столбце таких, что сумма выбранных эле-
ментов минимальна (или максимальна).

Задача хорошо изучена: построены эффективные алгоритмы для на-
хождения её точного решения, а также известны многие свойства, ко-
торые касаются существования целочисленного оптимального решения
релаксации задачи, математического ожидания оптимального значения
целевой функции на случайных входах и других аспектов [8].

Естественным обобщением этой задачи является многоиндексная за-
дача о назначениях (МЗН), имеющая практические приложения к свя-
зи, логистике, производству, экономике. Рассматривают варианты МЗН
при различных дополнительных ограничениях: аксиальность, планар-
ность, вид перестановок и т. п. С обзором по МЗН можно познакомиться
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в [8, 11]. В последнее время получены интересные результаты для моди-
фикации трёхиндексной планарной задачи о назначениях на одноцикли-
ческих подстановках [1, 3–5].

Рассмотрим случай аксиальной m-индексной задачи о назначениях
(m-АЗН). Пусть даны n-элементные множества A1, A2, . . . , Am. Для каж-
дого кортежа, элемента декартова произведения A1×A2× . . .×Am, изве-
стен его вес — некоторое вещественное число ci1i2...im . Задача заключает-
ся в выборе n кортежей минимального суммарного веса таких, что любой
элемент из A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Am содержится ровно в одном кортеже. Дру-

гими словами, дана прямоугольная вещественная
( m︷ ︸︸ ︷
n× · · · × n

)
-матрица

C = (ci1i2...im). Введём переменные xi1i2··· im , принимающие значения 0
или 1, ik = 1, n, k = 1,m. Требуется минимизировать линейную форму
(сумму элементов матрицы с единичными значениями переменных)

n∑

i1=1

n∑

i2=1

· · ·
n∑

im=1

ci1i2 ··· imxi1i2··· im (1)

при условиях

n∑

i1=1

. . .

n∑

ik−1=1

n∑

ik+1=1

. . .

n∑

im=1

xi1i2··· im = 1, ik = 1, n, k = 1,m. (2)

Это классическая формулировка задачи m-АЗН [8]. Решение задачи мо-
жет быть представлено выбором в матрице C ровно n элементов (как
и в двухиндексном случае), сумма весов которых и составляет целевую
функцию. Этим и только этим выбранным элементам соответствуют еди-
ничные значения переменных задачи.

Поскольку в (2) для каждого индекса ik выбирается только один эле-
мент матрицы, этот элемент можно представить как результат действия
некоторой подстановки ϕk. Таким образом, получим другую, более удоб-
ную форму записи m-АЗН с помощью подстановок из симметрической
группы Sn порядка n [8]:

n∑

i=1

ci,ϕ1(i),ϕ2(i),...,ϕm−1(i) → min
ϕk∈Sn, 16k<m

.

Всюду под подстановкой σ ∈ Sn понимается биекция σ : {1, . . . , n} →
{1, . . . , n}. Будем обозначать через σ(i) результат действия функции σ
на элемент i.

Эта задача NP-трудна при m > 3 [9, 10].
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Задачу m-АЗН на одноциклических подстановках можно ставить по-
разному. Поясним эту специфику на примере трёхиндексной аксиальной
задачи о назначениях:

n∑

i=1

ci,ϕ1(i),ϕ2(i) → min
ϕ1,ϕ2∈Sn

.

Переобозначим π1 = ϕ1, а подстановку ϕ2 ∈ Sn представим в ви-
де произведения ϕ2 = π2π1, где π2 ∈ Sn. Здесь и далее произведение
подстановок понимается таким, что (π2π1)(i) = π1(π2(i)). В терминах
подстановок π2, π1 ∈ Sn задача имеет вид

n∑

i=1

ci,π1(i),π2π1(i) → min
π2,π1

. (3)

Через Pn обозначим подмножество одноциклических подстановок
в Sn. Задача (3) с дополнительным требованием одноцикличности под-
становок ϕ1 = π1 и ϕ2 = π2π1 называется 3-индексной аксиальной зада-

чей о назначениях с двумя одноциклическими подстановками [7]. Требо-
вание одноцикличности трёх подстановок π1, π2, π2π1 даёт 3-индексную
аксиальную задачу о назначениях на одноциклических подстановках.
Впервые эта задача поставлена А. И. Сердюковым в [6].

В настоящей статье рассмотрена многоиндексная аксиальная задача
о назначениях на одноциклических подстановках по Сердюкову (обозна-
чение m-АЗНО). Сформулируем эту задачу для произвольного числа
индексов m: минимизировать функцию

n∑

i=1

ci,σ21(i),σ31(i), ..., σm1(i) (4)

на множестве подстановок {πk | 1 6 k < m} таких, что

σjj′ = πj−1πj−2 . . . πj′+1πj′ ∈ Pn при 1 6 j′ < j 6 m. (5)

В частности, здесь σ21 = π1, σ31 = π2π1, σ41 = π3π2π1, и т. д. Под-
черкнём, что в формулировке этой задачи требуется одноцикличность
не только всех подстановок πk и σj1, входящих в целевую функцию, но
и промежуточных произведений σjj′ , 1 6 j′ < j 6 m, т. е. одноцикли-
ческими, например, должны также быть подстановки σ42 = π3π2 или
σ73 = π6π5π4π3, и т. д.
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Задача (4) с ограничениями (5) MAX SNP-трудна (т. е. из существо-
вания для неё PTAS следует P=NP), поскольку её частный случай при
m = 1 — известная задача коммивояжёра.

Сложная система ограничений (5) на одноцикличность искомых под-
становок задачи не всегда может быть совместна. В частности, в [6] по-
казано, что при любых m > 1 для чётных значений n эта система не
имеет решений. В связи с этим ставится вопрос о существовании реше-
ния задачи m-АЗНО при нечётных значениях n.

Систему подстановок {πk | 1 6 k 6 m} будем называть допусти-

мой (допустимым решением), если для неё выполняется условие (5),
а m-АЗНО — разрешимой, если для неё существует хотя бы одна допу-
стимая система подстановок.

В 2000 г. в [2] исследован вопрос о разрешимости данной задачи при
числе индексов, равном 7, и получена ключевая

Теорема. Для любого 2 < m 6 7 найдётся номер nm такой, что
m-АЗНО разрешима при n > nm тогда и только тогда, когда n нечётно.

В данной статье рассматривается 8-АЗНО и исследуется вопрос раз-
решимости её для нечётных значений размерности задачи n.

1. Предварительные замечания

Приведём ряд полезных утверждений о свойствах подстановок из Sn.

Рис. 1. Пример действия транспозиции (i, j) слева и справа на подстановку σ

Замечание 1. При умножении произвольной подстановки σ из Sn

на транспозицию (i, j) (как справа, так и слева, рис. 1) чётность числа
циклов в подстановке меняется. При этом число циклов уменьшается
на 1, если индексы i и j принадлежат разным циклам, и увеличивается
на 1, если индексы i и j находятся в одном цикле.

Замечание 2. Для любых двух подстановок α и σ из Sn имеет место
свойство: подстановки σ и ασα−1 имеют одинаковое количество циклов.
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Замечание 3. Пара транспозиций вида (1, b)(c, b), действуя слева
на цикл вида (1, . . . , c, . . . , b, . . .), даёт в результате

(1, b)(c, b)(1, . . . , c, e,. . . ,b , . . .) = (1, e,. . . ,b , . . . , c, . . .).

В этом случае будем говорить, что пара транспозиций (1, b)(c, b) переме-

щает список {e, . . . , b} на место после 1.

Замечание 4. Пусть α = (1, b)(c, b), σ = (1, . . . , c, . . . , b, . . .) и γ =
(1, . . .)(c, . . .)(b, . . .) — произведение трёх непересекающихся циклов. Тог-
да результатом умножения ασα−1 и αγα−1 будут

ασα−1 = (1, b)(c, b)(1, a . . . , cl, c, cr, . . . , bl, b, br, . . .)(c, b)(1, b)

= (b, a . . . , cl, 1, cr, . . . , bl, c, br, . . .),

αγα−1 = (1, b)(c, b)(1, a . . .)(cl, c, cr, . . .)(bl, b, br, . . .)(c, b)(1, b)

= (b, a . . .)(cl, 1, cr, . . .)(bl, c, br, . . .).

Далее всюду π = (1, 2, 3, . . . , n). Отметим некоторые очевидные свой-
ства подстановки πk — цикла π, возведённого в степень k ∈ N.

Утверждение 1. Для цикла π = (1, 2, 3, . . . , n) и k ∈ N справедливы
свойства:

(i) πk(i) =

{
i+ k (mod n), если i+ k 6= 0(mod n),
n в противном случае.

(ii) Пусть d = НОД(k, n). Тогда πk раскладывается в произведение d
непересекающихся циклов, состоящих из чисел с одинаковым остатком
от деления на d. В частности, если НОД(k, n) = 1, то подстановка πk

одноциклическая.

(iii) Будем называть i-блоком список элементов вида {i, i + k, i +
2k, . . . , i + sik}, где i, k, si ∈ N. Подстановка πk состоит из i-блоков,
i = 1, . . . , k,

[1, 1 + k, . . . , 1 + s1k][2, 2 + k, . . . , 2 + s2k] . . . [k, k + k, . . . , k + skk],

где si ∈ N — максимальное число такое, что i+ sik 6 n. При различных
n блоки могут менять порядок относительно друг друга внутри содер-
жащего их цикла.

Утверждение 2. Пусть α = (1, b)(c, b), 1 < c, b 6 n, и пусть k такое,
что подстановка πk одноциклическая. Тогда απk одноциклическая, если
выполнены условия (i) 1 < c < b и (ii) c = b (mod k), либо c = 1 (mod k).
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Доказательство. Как сказано выше, одноциклическая подстанов-
ка πk состоит из i-блоков, i = 1, . . . , k,

[1, 1 + k, . . . , 1 + s1k][2, 2 + k, . . . , 2 + s2k] . . . [k, k + k, . . . , k + skk].

(a) πk =
(
1, 1 + k, . . . , 1 + s1k, . . . , r, r + k, . . . , c, . . . , b, . . . , r + srk, . . .

)

(b) πk =
(
1, 1 + k, . . . , c, . . . , 1 + s1k, . . . , r, r + k, . . . , . . . , b, . . . , r + srk, . . .

)

Рис. 2. Пример взаимного расположения элементов 1, c, b.

Пусть c = b (mod k) (рис. 2(а)). Тогда элементы {c} и {b} лежат в одном
блоке. Так как 1 < c < b и числа в блоках упорядочены по возрастанию,
одноциклическая подстановка πk имеет вид πk = (1, . . . , c, . . . , b, . . .). От-
сюда в силу замечания 3 следует, что απk одноциклическая.

Пусть c = 1 (mod k) (рис. 2(b)). Тогда {c} лежит в 1-блоке. Так как
1 < c < b, одноциклическая подстановка πk имеет вид πk = (1, . . . , c,
. . . , b, . . .). Отсюда в силу замечания 3 следует, что απk одноцикличес-
кая. Утверждение 2 доказано.

Утверждение 3. Пусть подстановка πk одноциклическая, 1 < b, c, x,
y 6 n, числа b, c, x, y попарно не равны, и пусть α = (1, b)(c, b) и β =
(1, y)(x, y) такие, что c = b (mod k), c < b, и x = y (mod k), c < x < y
соответственно. Тогда βαπk одноциклическая.

(a) πk = (. . . c,. . . ,b, . . . x,. . . ,y . . .)

(b) πk = (. . . c,. . . ,x,. . . ,y,. . . ,b . . .)

Рис. 3. Пример взаимного расположения элементов c, b, x, y

Доказательство. Пусть c 6= x(mod k), т. е. в πk элементы {c} и {b}
лежат в разных блоках с элементами {x} и {y} (рис. 3(a)). Блок, содер-
жавший в πk элементы {x} и {y}, не участвовал в предыдущих преобра-
зованиях, поэтому одноциклическая подстановка απk имеет вид (1, . . .,
x, . . . , y, . . .), а значит, по замечанию 3 βαπk одноциклическая.

Пусть c = x(modk), т. е. в πk элементы {c} и {b} лежат в том же
блоке, что и элементы {x} и {y} (рис. 3(b)). По условию c < x. Возможны
варианты: c < b < x < y и c < x < b.

В случае, когда c < b < x < y, доказательство аналогично преды-
дущему пункту. Когда c < x < b, элемент {x} принадлежит списку
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{c+ k, . . . , b}, который пара транспозиций (1, b)(c, b), действуя на πk, пе-
реместила на место после 1. Поскольку x < y, подстановка απk имеет вид
απk = (1, . . . x . . . , y, . . .). Тогда по замечанию 3 βαπk одноциклическая.
Утверждение 3 доказано.

Другими словами, умножив πk на α, согласно утверждению 2 по-
лучили одноциклическую подстановку απk, но «испортили» её блочную
структуру. В утверждении 3 показано, как выбрать подстановку β, что-
бы подстановка βαπk всё-таки оказалась одноциклической. Это утвер-
ждение легко обобщить и на большее количество пар транспозиций вида
(1, x1)(x2, x1), где x2 < x1, x1 = x2(mod k).

2. О разрешимости 8-AЗНО

Разобьём множество нечётных натуральных чисел на следующие под-
множества:

N1 = {n ∈ N | n не делится на 2, 3, 5, 7};
N2 = {n ∈ N | n не делится на 2, 3, 5 и делится на 7};
N3 = {n ∈ N | n не делится на 2, 3, 7 и делится на 5};
N4 = {n ∈ N | n не делится на 2, 5, 7 и делится на 3};
N5 = {n ∈ N | n не делится на 2, 3 и делится на 5, 7};
N6 = {n ∈ N | n не делится на 2, 5 и делится на 3, 7};
N7 = {n ∈ N | n не делится на 2, 7 и делится на 3, 5};
N8 = {n ∈ N | n не делится на 2 и делится на 3, 5, 7}.

Легко понять, что 8-индексная задача не имеет смысла при n < 8 [2].
Далее для каждого из этих подмножеств найдём свой конкретный

набор подстановок, удовлетворяющих условию разрешимости (5).

Лемма 1. Если n ∈ N1 и n > 8, то 8-АЗНО разрешима.

Доказательство. Если n ∈ N1 и n > 8, то подстановки

π1 = π2 = π3 = π4 = π5 = π6 = π7 = π

являются допустимым решением задачи. Действительно, в этом слу-
чае подстановки σjj′ , входящие в (5), имеют вид: π, π2, π3, π4, π5, π6, π7

и являются одноциклическими, поскольку n взаимно просто со всеми
степенями подстановок πk, 1 6 k 6 7. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Если n ∈ N2 и n > 49, то 8-АЗНО разрешима.

Доказательство. Если n ∈ N2 и n > 49, то допустимое решение
задачи дают подстановки

π1 = π2 = π3 = π4 = π5 = π6 = π, π7 = απ,
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где α = (1, 67)(7, 67)(1, 66)(6, 66)(1, 65)(5, 65). Тогда подстановки σjj′ , вхо-
дящие в условие (5), имеют вид:

(i) π, π2, π3, π4, π5, π6;

(ii) απ, απ2, απ3, απ4, απ5, απ6, απ7.
Подстановки типа (i) одноциклические, поскольку n взаимно просто

со степенями 1 6 k 6 6. Покажем одноцикличность подстановок ти-
па (ii).

Поскольку n ∈ N2, подстановка π7 — произведение семи непересека-
ющихся циклов (рис. 4). Каждый цикл — числа с одинаковым остатком
от деления на 7.

Рис. 4. Последовательное умножение π7 на транспозиции из α

Нетрудно убедиться, что все числа, входящие в транспозиции из α, при-
надлежат различным циклам из π7. Поэтому в силу замечания 1 απ7

будет одноциклической.
Подстановки πk, 1 6 k 6 6, одноциклические. Рассмотрим первую

пару транспозиций из α — (1, 65)(5, 65). Заметим, что 5 = 65 ( mod k) для
всех k = 1, 6. Поэтому в силу утверждения 2 подстановки (1, 65)(5, 65)πk

будут одноциклическими, k = 1, 6.
Рассуждая аналогично для оставшихся пар транспозиций и применяя

для них утверждение 3, получим, что απk одноциклические для k = 1, 6.
Максимальное значение n, при котором данные построения невоз-

можны, равно max{n ∈ N2 | n < 67} = 49. Таким образом, при n ∈ N2

и n > 49 8-АЗНО разрешима. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Если n ∈ N3 и n > 85, то 8-АЗНО разрешима.
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Доказательство. Если n ∈ N3 = {n ∈ N | n не делится на 2, 3, 7
и делится на 5} и n > 85, то допустимое решение задачи дают под-
становки π1 = π2 = π3 = π4 = π, π5 = απ, π6 = π7 = απα−1, где
α = (1, 89)(5, 89)(1, 87)(3, 87). Тогда подстановки σjj′ , входящие в усло-
вие (5), имеют вид:

(i) π, π2, π3, π4;

(ii) απ, απ2, απ3, απ4, απ5, απ6, απ7;
(iii) απα−1, απ2α−1.
Подстановки типа (i) и (ii) одноциклические по утверждению 1 и за-

мечанию 2 соответственно. Подстановка π5 является произведением 5
непересекающихся циклов, и все числа, входящие в транспозиции из α,
принадлежат разным циклам из π5. Согласно замечанию 1 απ5 одноцик-
лическая.

Для k = 1, . . . , 4, 6 верно: 5 = 89(mod k) и 3 = 87(mod k). Тогда по
утверждению 3 подстановки απk одноциклические.

Максимальное значение n, при котором данные построения невоз-
можны, равно max{n ∈ N3 | n < 89} = 85. Таким образом, при n ∈ N3

и n > 85 8-АЗНО разрешима. Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Если n ∈ N4 и n > 39, то 8-АЗНО разрешима.

Доказательство. Если n ∈ N4 = {n ∈ N | n не делится на 2, 5, 7
и делится на 3} и n > 39, то допустимое решение задачи дают подста-
новки

π1 = π2 = π, π3 = απ, π4 = π5 = απα−1, π6 = βαπα−1, π7 = βαπα−1β−1,

где α = (1, 35)(15, 35) и β = (1, 49)(29, 49). Тогда подстановки σjj′ , вхо-
дящие в условие (5), имеют вид:

(i) π, π2;
(ii) απ, απ2, απ3, απ4, απ5 ;
(iii) απα−1, απ2α−1;
(iv) βαπα−1, βαπ2α−1, βαπ3α−1, βαπ4α−1;
(v) βαπα−1β−1; (vi) βαπ5, βαπ6, βαπ7.
Подстановки типа (i), (iii) и (v) одноциклические согласно утвержде-

нию 1 и замечанию 2.
Покажем одноцикличность подстановок типа (ii). Подстановка π3 яв-

ляется произведением трёх непересекающихся циклов:

π3 = (1, 4, . . . , n− 2)(2, 5, . . . , n− 1)(3, 6, . . . , n).
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Все числа, входящие в транспозиции из α, принадлежат различным цик-
лам из π3. Следовательно, по замечанию 1 подстановка απ3 одноцик-
лическая. Для степеней k = 1, 2, 4, 5 верно 15 = 35(mod k). Значит, по
утверждению 2 (1, 35)(15, 35)πk одноциклические для k = 1, 2, 4, 5.

Покажем одноцикличность подстановок типа (vi). Рассмотрим дей-
ствие α на π6:

π6 = ([1, 7, . . . , ][4, 10, . . .])([2, 8, . . .][5, 11, . . .])([3, 9, . . .][6, 12, . . .]),

απ6 = (1, [x(mod 3) = 0], [x(mod 3) = 2], [7, 13, . . .][4, 10, . . .]).

Заметим, что 49 = 1(mod 3), а 29 = 2(mod 3). Значит, элемент {29} ле-
жит в блоке c элементом {2}, а элемент {49} — в блоке с элементом {7}.

Рассмотрим действие α на π7:

π7 = (1, 8, 15, 22, 29,. . . 35 . . .), απ7 = (1, 22, 29, . . . 35 , 8, 15, . . .).

С учётом того, что 29 = 49 (mod 5), для k = 5, 6, 7 имеем απk = (1, . . . , 29,
. . . , 49, . . .). По замечанию 3 подстановки (1, 49)(29, 49)απk одноцикличе-
ские.

Осталось показать одноцикличность подстановок типа (iv). Подста-
новка απ3α−1 состоит из трёх непересекающихся циклов:

απ3α−1 = (1, 18, 21, . . .)(2, 5, 8, . . . , 29 . . .)(35, 4, 7, . . . , 49, . . .).

Элементы {1}, {15} и {35} поменялись местами согласно замечанию 4.
Элементы {1}, {29} и {49} принадлежат разным циклам в απ3α−1. Зна-
чит, по замечанию 3 подстановка βαπ3α−1 одноциклическая.

Подстановки απα−1, απ2α−1, απ4α−1 по замечанию 2 одноцикличе-
ские. Для k = 1, 2, 4 верно соотношение 29 = 49(mod k). Элемент {1}
в подстановке απkα−1 занимает место элемента {15} в подстановке πk.
Так как 15 < 29 < 49, элемент {15} не может принадлежать списку
{29, 29+k, . . . , 49} в подстановке πk при k = 1, 2, 4. Значит, πk имеют вид
(15, . . . , 29 . . . , 49, . . .), а απkα−1 = (1, . . . , 29 . . . , 49, . . .), k = 1, 2, 4. Отсю-
да по замечанию 3 подстановки βαπkα−1 одноциклические, k = 1, 2, 4.

Максимальное значение n, при котором данные построения невоз-
можны, равно max{n ∈ N4 | n < 49} = 39. Таким образом, при n ∈ N4

и n > 39 8-АЗНО разрешима. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Если n ∈ N5, то 8-АЗНО разрешима.
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Доказательство. Если n ∈ N5 = {n ∈ N | n не делится на 2, 3
и делится на 5, 7}, то допустимое решение задачи дают подстановки

π1 = π2 = π3 = π4 = π, π5 = απ, π7 = π6 = απα−1,

где α = (1, 31)(19, 31)(1, 25)(13, 25)(1, 14)(2, 14). Тогда подстановки, вхо-
дящие в условие (5), имеют вид: (i) π, π2, π3, π4; (ii) απ, απ2, απ3, απ4,
απ5, απ6, απ7; (iii) απα−1, απ2α−1.

Подстановки типа (i) и (iii) одноциклические согласно утверждению 1
и замечанию 2 соответственно. Покажем одноцикличность подстановок
типа (ii).

Подстановка π7 является произведением семи непересекающихся цик-
лов. Все числа, входящие в α, принадлежат разным циклам π7. По за-
мечанию 1 подстановка απ7 одноциклическая.

Положим τ = (1, 25)(13, 25)(1, 14)(2, 14). Подстановка π5 — произве-
дение пяти непересекающихся циклов. Все числа, входящие в τ , принад-
лежат разным циклам π5. Согласно замечанию 3 τπ5 одноциклическая.
Подстановки τπk, k = 1, 2, 3, 4, 6, одноциклические по утверждению 3,
так как 2 = 14(mod k) и 13 = 25(mod k).

Рассмотрим действие последней пары подстановок (1, 31)(19, 31) из α
на τπk, k = 1, 6. Подстановка τπ5 имеет вид

(1, [x(mod 5) = 3][x(mod 5) = 0][x(mod 5) = 2][x(mod 5) = 4][7, 12, . . .]).

Здесь элемент {19} принадлежит 4-блоку, а элемент {31} — блоку c {7}.
Значит, подстановка τπ5 имеет вид τπ5 = (1, . . . , 29 . . . , 31 . . .).

Для k = 1, 2, 3, 6 верно 19 = 13(mod k). Значит, под действием вто-
рой пары транспозиций из τ — (1,25)(13,25) — список {13+k, . . . 19 . . . 25},
не содержащий элемента {31}, перенесён на место после 1. Поэтому τπk =
(1, . . . , 29 . . . , 31 . . .).

Для подстановки τπ4 элементы {19} и {31} лежат в 4-блоке, элементы
которого не участвовали в предыдущих преобразованиях.

Таким образом, при k = 1, 6 подстановки τπk имеют вид τπk =
(1, . . . , 29 . . . , 31 . . .). По замечанию 3 подстановки απk = (1, 31)(19, 31)τπk

одноциклические.
Максимальное значение n, при котором данные построения невоз-

можны, равно max{n ∈ N5 | n < 31}. Таким образом, при n ∈ N5

8-АЗНО разрешима. Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Если n ∈ N6 и n > 63, то 8-АЗНО разрешима.
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Доказательство. Если n ∈ N6 = {n ∈ N | n не делится на 2, 5 и де-
лится на 3, 7} и n > 63, то допустимое решение задачи дают подстановки

π1 = π2 = π, π3 = απ, π4 = π5 = απα−1, π6 = βαπα−1, π7 = βαπα−1β−1,

где α = (1, 67)(7, 67)(1, 65)(5, 65)(1, 83)(3, 83) и β = (1, 45)(17, 45). Тогда
подстановки σjj′ , входящие в условие (5), имеют вид: (i) π, π2; (ii) απ,
απ2, απ3, απ4, απ5 ; (iii) απα−1, απ2α−1; (iv) βαπα−1, βαπ2α−1, βαπ3α−1,
βαπ4α−1; (v) βαπα−1β−1; (vi) βαπ5, βαπ6, βαπ7.

Подстановки типа (i), (iii) и (v) одноциклические согласно утвержде-
нию 1 и замечанию 2.

Покажем одноцикличность подстановок типа (ii). Поскольку n ∈ N6,
π3 и π6 являются произведениями трёх непересекающихся циклов. Эле-
менты {1}, {3}, {83} принадлежат разным циклам в подстановках π3

и π6, следовательно, подстановки (1, 83)(3, 83)π3 и (1, 83)(3, 83)π6 одно-
циклические по замечанию 1.

Подстановка π7 представима в виде произведения семи непересекаю-
щихся циклов. Элементы {1}, {3}, {83} принадлежат разным циклам π7,
поэтому для трёх циклов π7, содержащих эти элементы, выполняется за-
мечание 1. Значит, подстановка (1, 83)(3, 83)π7 является произведением
пяти непересекающихся циклов. Для k = 1, 2, 4, 5 верно 3 = 83(mod k),
отсюда по утверждению 2 подстановки (1, 83)(3, 83)πk одноциклические.

Для оставшихся пар транспозиций (1,67)(7,67)(1,65)(5,65) из α, поль-
зуясь утверждением 2, легко показать одноцикличность απk, k = 1, 7.

Покажем одноцикличность подстановок типа (vi). Поскольку 17 = 7
(mod 5), под действием последней пары транспозиций (1, 67)(7, 67) на
одноциклическую подстановку (1, 65)(5, 65)(1, 83)(3, 83)π5 список {12, 17,
. . . , 67}, не участвовавший в предыдущих преобразованиях, перенесён на
место после 1 согласно замечанию 3. Поэтому απ5 = (1, . . . , 17 . . . , 45 . . .).

Результат действия первой пары транспозиций из α на π6 выглядит
следующим образом:

(1, 83)(3, 83)π6 = (1, [x(mod 3) = 0][x(mod 3) = 2][7, 11, . . .][4, 10, . . .]).

Поскольку 17 = 5 (mod 6), подстановка (1, 65)(5, 65)(1, 83)(3, 83)π6 со-
гласно замечанию 3 имеет вид

(1, 11, 17, . . . , 65, [mod = 0][mod = 2][7, 11, . . .][4, 10, . . .]).

Последняя пара транспозиций (1, 67)(7, 67) действует на блок [7, 11,
. . .], в котором не содержится элемента {45}. Поэтому απ6 = (1, . . . , 17,
. . . , 45, . . .).
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В результате последовательного соединения циклов из π7 подстанов-
ка απ7 имеет вид

(1, [mod = 0][mod = 4][mod = 5][mod = 2][mod = 3][mod = 6]

[8, 15, . . . , ]).

Верны соотношения 17 = 4(mod 7) и 45 = 3(mod 7).
Таким образом, одноциклические απk, k = 5, 6, 7, имеют вид (1, . . .,

17, . . . , 45). Поэтому в силу замечания 3 соответствующие подстановки
βαπk будут одноциклическими.

Покажем одноцикличность подстановок типа (iv). Подстановка

απ3α−1 = (1, 10, 13, . . .)(2, . . . , 17, . . .)(6, . . . , 45, . . .)

состоит из трёх непересекающихся циклов. Элементы {1, 7, 67, 5, 65, 3, 83}
поменялись местами согласно замечанию 4. В частности, элемент {1}
в подстановке απ3α−1 занимает место элемента {7} в подстановке π3.
Верны соотношения 7 = 1(mod 3), 17 = 2(mod3), 45 = 0(mod3), т. е.
элементы {7}, {17} и {45} лежат в разных циклах подстановки π3. Зна-
чит, элементы из β лежат в разных циклах απ3α−1. Следовательно,
βαπ3α−1 одноциклическая.

Подстановки απα−1, απ2α−1, απ4α−1 по замечанию 3 одноцикличе-
ские. Для k = 1, 2, 4 верно 17 = 45(mod k). Элемент {1} в απkα−1 за-
нимает место элемента {7} в подстановке πk. Так как 7 < 17 < 45,
то πk = (7, . . . , 17, . . . , 45, . . .). А значит, απkα−1 = (1, . . . , 17, . . . , 45, . . .).
Стало быть, подстановки βαπkα−1 одноциклические.

Максимальное значение n, при котором данные построения невоз-
можны, равно max{n ∈ N6 | n < 83} = 63. Таким образом, при n ∈ N6

и n > 63 8-АЗНО разрешима. Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Если n ∈ N7 и n > 75, то 8-АЗНО разрешима.

Доказательство. Если n ∈ N7 = {n ∈ N | n не делится на 2, 7 и де-
лится на 3, 5} и n > 75, то допустимое решение задачи дают подстановки

π1 = π2 = π, π3 = απ, π4 = π5 = απα−1, π6 = βαπα−1, π7 = βαπα−1β−1,

где α = (1, 88)(4, 88)(1, 30)(2, 30) и β = (1, 36)(32, 36). Тогда подстановки
σjj′ , входящие в условие (5), имеют вид: (i) π, π2; (ii) απ, απ2απ3, απ4, απ5;
(iii) απα−1, απ2α−1; (iv) βαπα−1, βαπ2α−1, βαπ3α−1, βαπ4α−1;
(v) βαπα−1β−1; (vi) βαπ5, βαπ6, βαπ7.
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Подстановки типа (i), (iii) и (v) одноциклические согласно утвержде-
нию 1 и замечанию 2.

Покажем одноцикличность подстановок типа (ii). Поскольку n ∈ N7,
π3 и π6 являются произведениями трёх непересекающихся циклов. Эле-
менты {1}, {2}, {30} принадлежат различным циклам в подстановках π3

и π6, а значит, по замечанию 1 (1, 30)(2, 30)π3 и (1, 30)(2, 30)π6 одноцик-
лические.

Подстановка π5 является произведением пяти непересекающихся цик-
лов. Элементы подстановки α принадлежат разным циклам π5, поэтому
в силу замечания 1 подстановка απ5 одноциклическая.

Для k = 1, 2, 4, 7 подстановки πk одноциклические и 2 = 30(mod k).
По утверждению 2 подстановки (1, 30)(2, 30)πk одноциклические.

Для k = 1, 2, 3, 4, 6, 7 верно 4 = 88(mod k) и 2 < 4. Тогда по утвер-
ждению 3 подстановки απk одноциклические.

Покажем одноцикличность подстановок типа (vi). В результате по-
следовательного соединения циклов из π5 подстановка απ5 имеет вид

απ5 = (1, [mod = 4][mod = 3][mod = 2][mod = 5][6, . . . ,mod = 1]).

Заметим, что 32 = 2(mod 5), а 36 = 6(mod 5), т. е. απ5 = (1, . . . , 32, . . .,
36, . . .).

В подстановках (1, 30)(2, 30)π6 и (1, 30)(2, 30)π7 элемент {32} лежит
в одном блоке с {4} и {88}, так как 32 = 4(mod k) = 88(modk) для
k = 6, 7. Поэтому согласно замечанию 3

(1, 88)(4, 88)(1, 30)(2, 30)πk = (1, 10, 16, . . . , 32, . . .) = (1, . . . , 32, . . . 36, . . .).

Таким образом, одноциклические απk, k = 5, 6, 7, имеют вид (1, . . . , 32,
. . . 36, . . .), и в силу замечания 3 подстановки βαπk одноциклические.

Покажем, наконец, одноцикличность подстановок типа (iv). Подста-
новка απ3α−1 состоит из трёх непересекающихся циклов. Согласно заме-
чанию 4 элемент {1} в подстановке απ3α−1 занимает место элемента {4}
в подстановке π3. Числа 4, 32, 36 имеют различные остатки при делении
на 3, а значит, эти элементы лежат в разных циклах подстановки π3.
Поэтому 1, 32, 36 лежат в разных циклах απ3α−1 и по замечанию 1 под-
становка βαπ3α−1 одноциклическая.

Подстановки απα−1, απ2α−1, απ4α−1 по замечанию 3 одноцикличе-
ские. Для k = 1, 2, 4 верно 32 = 36(mod k). Элемент {1} в απkα−1 зани-
мает место элемента {4} в подстановке πk. Так как 4 < 32 < 36, име-
ем πk = (4, . . . , 32, . . . , 36, . . .). А значит, απkα−1 = (1, . . . , 32, . . . , 36, . . .).
Следовательно, подстановки βαπkα−1 одноциклические.
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Максимальное значение n, при котором данные построения невоз-
можны, равно max{n ∈ N7 | n < 88} = 75. Таким образом, при n ∈ N7

и n > 75 8-АЗНО разрешима. Лемма 7 доказана.

Лемма 8. Если n ∈ N8, то 8-АЗНО разрешима.

Доказательство. Если n ∈ N8 = {n ∈ N | n не делится на 2
и делится на 3, 5, 7}, то допустимое решение задачи дают подстановки

π1 = π2 = π, π3 = απ, π4 = π5 = απα−1, π6 = βαπα−1, π7 = βαπα−1β−1,

где α = (1, 77)(17, 77)(1, 25)(13, 25)(1, 54)(2, 54) и β = (1, 46)(21, 46). Тогда
подстановки σjj′ , входящие в условие (5), имеют вид: (i) π, π2; (ii) απ,
απ2, απ3, απ4, απ5 ; (iii) απα−1, απ2α−1; (iv) βαπα−1, βαπ2α−1, βαπ3α−1,
βαπ4α−1; (v) βαπα−1β−1; (vi) βαπ5, βαπ6, βαπ7.

Подстановки типа (i), (iii) и (v) одноциклические согласно утвержде-
нию 1 и замечанию 2.

Покажем одноцикличность подстановок типа (ii). Поскольку n ∈ N8,
подстановки π3 и π6 являются произведениями трёх непересекающихся
циклов. Элементы {1}, {54}, {2} принадлежат различным циклам в под-
становках π3 и π6, а значит, (1, 54)(2, 54)π3 и (1, 54)(2, 54)π6 одноцикли-
ческие по замечанию 1.

Подстановка π5 — произведение пяти непересекающихся циклов. Эле-
менты подстановки (1, 25)(13, 25)(1, 54)(2, 54) принадлежат разным цик-
лам π5, поэтому в силу замечания 1 подстановка (1, 25)(13, 25)(1, 54)
(2, 54)π5 одноциклическая.

Подстановка π7 — произведение семи непересекающихся циклов. Эле-
менты подстановки α принадлежат разным циклам π7, поэтому в силу
замечания 1 подстановка απ7 одноциклическая.

При k = 1, 2, 4 верно 2 = 54(mod k). По утверждению 2 подстановки
(1, 54)(2, 54)πk одноциклические. Для k = 1, 2, 3, 4, 6 справедливо равен-
ство 13 = 25(modk). Значит, подстановки (1, 25)(13, 25)(1, 54)(2, 54)πk

одноциклические по утверждению 3.
Для k = 1, 6 имеем 17 = 77(mod k) и 13 < 17. Таким образом, ис-

пользуя утверждение 3, получим одноцикличность подстановок απk.
Покажем одноцикличность подстановок типа (vi). В результате по-

следовательного соединения циклов из π5 подстановка (1, 25)(13, 25)
(1, 54)(2, 54)π5 имеет вид (1, [mod = 3][mod = 5][mod = 2][mod = 4]
[6, 11, . . . , ]). Заметим, что 21 = 46(mod 5), значит, в подстановке π5 эле-
менты {21} и {46} принадлежали 6-блоку, элементы которого не участ-
вовали в предыдущих преобразованиях.
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Подстановка (1, 54)(2, 54)π6 имеет вид

(1, [x(mod 3) = 2][x(mod 3) = 0][7, 13, . . . , ][4, 10, . . .]).

Справедливы равенства 21 = 3(mod6) = 0(mod3) и 46 = 4(mod6).
Действие остальных транспозиций из α не затрагивало 3- и 4-блоки.

Подстановка απ7 имеет вид

(1, [mod = 3][mod = 7][mod = 6][mod = 4][mod = 2][mod = 5]

[8, 15, . . . , ]).

Верны соотношения 21 = 7(mod 7) и 46 = 4(mod 7).
Таким образом, одноциклические подстановки απk, k = 5, 6, 7, имеют

вид (1, . . . , 21, . . . , 46). Поэтому подстановки βαπk, k = 5, 6, 7, одноцик-
лические в силу замечания 3.

Покажем одноцикличность подстановок типа (iv). Из трёх непересе-
кающихся циклов состоит подстановка απ3α−1. Согласно замечанию 4
элемент {1} в απ3α−1 занимает место элемента {17} в подстановке π3.
Числа 17, 21, 46 имеют различные остатки при делении на 3, а значит,
они лежат в различных циклах подстановки π3. Поэтому 1, 21, 46 лежат
в различных циклах απ3α−1, и по замечанию 1 подстановка βαπ3α−1

одноциклическая.
Подстановки απα−1, απ2α−1, απ4α−1 по замечанию 3 одноцикличе-

ские. Для k = 1, 2, 4 верно 21 = 17(mod k). Элемент {1} в απkα−1 зани-
мает место элемента {17} в подстановке πk. Так как 17 < 21 < 46, имеем
πk = (17, . . . , 21, . . . , 46, . . .). А значит, απkα−1 = (1, . . . , 21, . . . , 46, . . .).
Следовательно, подстановки βαπkα−1 одноциклические.

Максимальное значение n, при котором данные построения невоз-
можны, равно max{n ∈ N8 | n < 77}. Таким образом, при n ∈ N8

8-АЗНО разрешима. Лемма 8 доказана.

Теорема 1. 8-АЗНО разрешима при нечётных n > 85.

Утверждение теоремы следует из лемм 1–8 при n > 85.

Следствие. Для всякого 2 < m 6 8 найдётся номер nm такой, что
m-АЗНО разрешима при нечётных n > nm.

Заключение

Рассмотрен вопрос о разрешимости многоиндексной аксиальной за-
дачи о назначениях на одноциклических подстановках длины n по Сер-
дюкову. Доказано, что 8-индексная задача при n > 85 разрешима для
нечётных n.
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Для дальнейших исследований представляют интерес следующие про-
блемы.

1. Гипотеза. Для любого m > 2 найдётся номер nm такой, что при
нечётных n > nm m-АЗНО разрешима.

2. Для заданного числа индексов m > 2 указать минимальный но-
мер nm, начиная с которого нечётность n является необходимым
и достаточным условием разрешимости m-АЗНО.
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