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Аннотация. Рассматривается задача классификации бент-функций
от малого числа переменных. Построена графовая классификация
квадратичных бент-функций от 6 переменных. Проведён анализ по-
лученных графов, выявлены новые итеративные конструкции бент-
функций.
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Введение

Исследование свойств нелинейных булевых функций полезно из-за их
широкого приложения в комбинаторике, алгебре, криптографии, теории
кодирования и т. д. (см. подробнее [3]). Особенный интерес представля-
ют функции, нелинейные свойства которых экстремальны (при чётном
числе переменных — бент-функции), поскольку они крайне плохо при-
ближаются аффинными функциями.

Бент-функции введены в [8], где установлены базовые свойства таких
функций и предложены их простейшие конструкции. В настоящее время
известны серии конструкций бент-функций, однако задача описания всех
бент-функций от n переменных решена лишь при малых значениях n.
При n > 10 класс бент-функций не описан, для его мощности не найдена
асимптотика и не установлены приемлемые нижние и верхние оценки.

Задача классификации бент-функций от малого числа переменных
интересна для выявления общих свойств бент-функций, поиска новых
конструкций и общих итеративных способов построения бент-функций.

В нашей работе рассматривается задача классификации бент-функ-
ций от малого числа переменных, а именно, введено понятие графовой
эквивалентности квадратичных булевых функций и построена графовая
классификация квадратичных бент-функций от 6 переменных. Установ-
лено, что существует 37 типов графов, которым соответствует 47 гра-
фово неэквивалентных квадратичных бент-функций от 6 переменных.
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Проведён анализ полученных графов. Предложены две новые итератив-
ные конструкции бент-функций. Результаты статьи анонсированы в [1].

1. Базовые определения

Пусть Zn
2 — множество двоичных векторов длины n и x, y ∈ Zn

2 . Пусть
символ ⊕ обозначает сложение по модулю два. Скалярным произведени-

ем двоичных векторов x, y называется число 〈x, y〉 = x1y1 ⊕ . . . ⊕ xnyn.
Булевой функцией от n переменных называется функция, действующая
из Zn

2 в Z2. Преобразованием Уолша — Адамара булевой функции f от n
переменных называется целочисленная функция Wf , заданная на Zn

2 ра-
венством

Wf (y) =
∑

x∈Zn
2

(−1)〈x,y〉⊕f(x).

Бент-функцией называется булева функция от n переменных (n чёт-
но) такая, что модуль каждого коэффициента Уолша — Адамара этой
функции равен 2n/2.

Каждая булева функция однозначно задаётся своей алгебраической

нормальной формой (АНФ), т. е. представляется в виде

f(x) =

(
n⊕

k=1

⊕

i1,...,ik

ai1,...,ikxi1 · . . . · xik

)
⊕ a0,

где {i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n} и ai1,...,ik , a0 ∈ Z2. Степенью degf буле-
вой функции f называется число переменных в самом длинном слагае-
мом её алгебраической нормальной формы. Булева функция называет-
ся квадратичной, если её степень равна 2. Булевы функции f и g от n
переменных аффинно эквивалентны, если существуют невырожденная
(n× n)-матрица A, векторы b, c длины n и константа λ ∈ Z2 такие, что

g(y) = f(Ay ⊕ b)⊕ 〈c, y〉 ⊕ λ.

2. Графовое описание квадратичных булевых функций

Рассмотрим подробнее классы аффинной эквивалентности квадра-
тичных бент-функций.

Утверждение 1 [8]. Все квадратичные бент-функции от n перемен-
ных аффинно эквивалентны.

Введём более сильную эквивалентность, которая позволит разбить
множество квадратичных бент-функций на разные классы.
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Каждой функции от n переменных сопоставим простой неориенти-
рованный граф на n вершинах. Графом квадратичной булевой функ-

ции G = 〈VG, EG〉 назовём граф, вершины которого VG отождествлены
с переменными функции, рёбрами EG соединены те вершины, которые
образуют слагаемое в квадратичной части АНФ функции. Тип графа —
упорядоченный по убыванию набор степеней его вершин.

Напомним, что графы G = 〈VG, EG〉 и H = 〈VH , EH〉 изоморфны, если
существует биекция между множествами вершин графов f : VG → VH

такая, что любые две вершины u и v графа G смежны, если и только
если вершины f(u) и f(v) смежны в графе H. Две квадратичные функ-
ции назовём графово эквивалентными, если соответствующие им графы
изоморфны. Заметим, что это более сильная эквивалентность, чем аф-
финная.

Пример 1. Функции f(x) = x1x2 ⊕ x3x4 и g(x) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x3x4

аффинно эквивалентны, так как g(x) = f(Ax), где A =




1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


,

но не эквивалентны графово:
f

и
g

.

3. Графовая классификация АНФ квадратичных

бент-функций

Рассмотрим графовую классификацию квадратичных бент-функций
от малого числа переменных.

3.1. Графовая классификация бент-функций от 4 перемен-

ных. Графовая классификация функций от 4 переменных получена
и описана в [8].

Т а б л и ц а 1

Классификация функций от 4 переменных

N Тип Граф N Тип Граф

1 1 1 1 1 3 3 2 2 1

2 2 2 1 1 4 3 3 3 3

3.2. Графовая классификация бент-функций от 6 перемен-

ных. Рассмотрим задачу графовой классификации квадратичных бент-
функций от 6 переменных. Согласно утверждению 1 все они аффинно
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эквивалентны функции x1x2⊕x3x4⊕x5x6. Поэтому для нахождения гра-
фов использовались аффинные преобразования этой функции, заданные
невырожденными двоичными матрицами размера 6× 6. Была написана
программа на C++, которая, перебирая все возможные матрицы данного
вида, определяет типы графов.

Теорема 1. Существует 37 различных типов графов квадратичных
бент-функций от 6 переменных и 47 графово неэквивалентных квадра-
тичных бент-функций от 6 переменных.

В табл. 2 представлены все 37 типов графов. В третьем столбце ука-
заны все неизоморфные графы, соответствующие данному типу. Номера
конструкций, с помощью которых они могут быть построены, указаны
в скобках во втором столбце (номер 2 соответствует конструкции, опи-
санной в теореме 2, номер 3 — конструкции, описанной в теореме 3 из
разд. 4). Для 9 графов не удалось найти итеративных способов построе-
ния, однако 6 из них (7.2, 11, 15, 20.1, 28.2, 31) могут быть представлены
с помощью конструкции Майорана —МакФарланда. Для каждого графа,
фиксируя любую нумерацию его вершин, можно построить соответству-
ющую ему бент-функцию.

Пример 2. Возьмём граф 18 из табл. 2 и фиксируем нумерацию его

вершин следующим образом: 1

2 3

4

56

.

Такие граф и нумерация однозначно определяют квадратичную часть
квадратичной бент-функции, равную x1x2 + x2x3 + x2x4 + x2x6 + x3x4
+x4x5 + x4x6 + x5x6. Заметим, что данный граф может быть построен
с помощью конструкции, описанной в теореме 2 разд. 4.

Т а б л и ц а 2

Классификация функций от 6 переменных

N Тип Граф N Тип Граф

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 1 1

(2,3) (2,3)

3 2 2 2 2 1 1 4 3 2 2 1 1 1

(2) (2,3), (2)
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Т а б л и ц а 2

Классификация функций от 6 переменных (продолжение)

5 3 2 2 2 2 1 6 3 3 2 2 1 1

(2), (2,3) (2), (2)

7 3 3 2 2 2 2 8 3 3 3 1 1 1

(3), (–) (2)

9 3 3 3 2 2 1 10 3 3 3 3 1 1

(2) (2,3), (2,3)

11 3 3 3 3 2 2 12 4 2 2 2 1 1

(3), (–) (2,3)

13 4 3 2 2 2 1 14 4 3 3 2 1 1

(2), (2,3) (2)

15 4 3 3 2 2 2 16 4 3 3 3 2 1

(–) (2,3), (2,3)

17 4 3 3 3 3 2 18 4 4 3 2 2 1

(3) (2)

19 4 4 3 3 1 1 20 4 4 3 3 2 2

(2,3) (–), (–)

21 4 4 3 3 3 1 22 4 4 3 3 3 3

(2,3) (–)
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Т а б л и ц а 2

Классификация функций от 6 переменных (продолжение)

23 4 4 4 3 3 2 24 4 4 4 4 3 1

(3) (2,3)

25 4 4 4 4 3 3 26 5 2 2 2 2 1

(3) (2,3)

27 5 3 3 2 2 1 28 5 3 3 3 2 2

(2) (3), (–)

29 5 3 3 3 3 3 30 5 4 3 3 2 1

(–) (2,3)

31 5 4 4 3 2 2 32 5 4 4 4 3 2

(–) (3)

33 5 4 4 4 4 1 34 5 5 3 3 3 3

(2,3) (3)

35 5 5 4 4 3 3 36 5 5 5 4 4 3

(3) (3)

37 5 5 5 5 5 5

(3)

3.3. Анализ графов АНФ квадратичных бент-функций. До-
кажем некоторые свойства графов АНФ квадратичных бент-функций.

Утверждение 2. Граф АНФ любой квадратичной бент-функции
от n переменных не имеет изолированных вершин.



Классификация графов квадратичных бент-функций 51Классификация графов квадратичных бент-функций 51Классификация графов квадратичных бент-функций 51

Доказательство. От противного. Пусть квадратичная бент-функ-
ция f(x) не содержит переменной xn в квадратичной части АНФ. Извест-
но, что бент-функция существенно зависит от всех своих переменных.
Тогда АНФ функции f(x) можно представить в виде

f(x) =
∑

16i<j6n−1

aijxixj ⊕
n−1∑

i=1

aixi ⊕ xn ⊕ a0.

Поскольку добавление аффинной функции не меняет свойства макси-
мальной удалённости от класса аффиннных функций,

g(x) = f(x)⊕ xn =
∑

16i<j6n−1

aijxixj ⊕
n−1∑

i=1

aixi ⊕ a0

тоже является бент-функцией. Но g(x) не зависит от переменной xn, что
противоречит существенной зависимости бент-функций от всех перемен-
ных. Утверждение 2 доказано.

Пусть дан граф G = (V,E). Паросочетанием M в G называется мно-
жество попарно не смежных рёбер, т. е. рёбер, не имеющих общих вер-
шин. Совершенным называется паросочетание такое, что любая вершина
графа инцидентна некоторому ребру этого паросочетания.

Утверждение 3. В графе любой квадратичной бент-функции от n
переменных существует совершенное паросочетание.

Доказательство. Известно, что любая квадратичная бент-функция
от n переменных эквивалентна функции x1x2⊕x3x4⊕ . . .⊕xn−1xn. Оче-
видно, что у графа такой бент-функции существует совершенное паро-
сочетание, в явном виде оно выглядит так:

M = {(x1, x2), (x3, x4), . . . , (xn−1, xn)}.

Заметим, что любое аффинное преобразование можно породить эле-
ментарными преобразованиями вида

(x1, . . . , xi, . . . , xn) → (x1, . . . , xi ⊕ xj , . . . , xn).

Пусть функция g порождается из f таким преобразованием для неко-
торых i и j. Обозначим через G = (V,E) граф функции f , через G′ =
(V ′, E′) — граф функции g. Обозначим через Vk и V ′

k множества всех
вершин, инцидентных вершине k в G и G′ соответственно. Докажем, что
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если в G существует совершенное паросочетание, то и в G′ также суще-
ствует совершенное паросочетание.

Заметим, что для любой вершины k, не равной j, V ′
k = Vk, а V ′

j =
Vi ∪ Vj \ (Vi ∩ Vj) = Vi △ Vj . Пусть граф G обладает совершенным па-
росочетанием M . Тогда в графе G найдётся некоторая вершина l, инци-
дентная вершине k, такая, что ребро (k, l) принадлежит M . Построим
паросочетание M ′ в графе G′.

Пусть k 6= i, j и l 6= i, j, тогда (k, l) ∈ E′, включаем (k, l) в M ′.
Поскольку M совершенное, найдётся вершина k0 такая, что (j, k0) при-
надлежит M .

Случай 1. Если k0 = i, то (i, j) ∈ E′, включаем (i, j) в M ′.

Случай 2. Если k0 6= i, то найдётся вершина l0 такая, что (i, l0) ∈ M ,
тогда (i, k0) ∈ E′ и (j, l0) ∈ E′, включаем (i, k0) и (j, l0) в M ′.

i

k0

j

l0

i

k0

j

l0

(i, l0), (j, k0) (i, k0), (j, l0)

−→

Заметим, что построенное таким образом паросочетание M ′ является
совершенным для графа G′. Утверждение 3 доказано.

Булева симметрическая матрица с нулевой главной диагональю на-
зывается симплектической.

Утверждение 4 [2, с. 140]. Ранг симплектической матрицы чётен.

Утверждение 5. У каждой невырожденной симплектической мат-
рицы размера n × n существует невырожденная симплектическая под-
матрица размера (n− 2)× (n− 2).

Доказательство. Пусть M = (mi,j)i,j∈{1,...,n} — симплектическая

матрица ранга n. Представим M в виде M =

(
M ′ x
x⊤ 0

)
, где x ∈ Zn−1

2 .

Заметим, что матрица M ′ симплектическая размера (n− 1)× (n− 1). По
утверждению 4 ранг M ′ равен n − 2. Значит, найдётся номер j такой,
что строка (mj,1,mj,2, . . . ,mj,n−1) представляется в виде линейной ком-
бинации остальных строк матрицы M ′. Значит, удаляя j-ю строку и j-й
столбец из матрицы M ′, получим симплектическую матрицу M ′′, причём
rankM ′′ = rankM ′ = n − 2, т. е. M ′′ — невырожденная подматрица M
размера (n− 2)× (n− 2). Утверждение 5 доказано.
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Каждой квадратичной булевой функции

f(x) =
⊕

16i<j6n

aijxixj ⊕ h(x),

где h аффинна, aij ∈ Z2, сопоставим симплектическую матрицу M =
(mi,j)i,j∈{1,...,n} над Z2 следующим образом: mi,i = 0, mi,j = mj,i = aij ,
если i > j.

Утверждение 6 [5, с. 67]. Квадратичная булева функция f является
бент-функцией тогда и только тогда, когда соответствующая ей симплек-
тическая матрица невырожденна.

Следствие 1. Для каждой квадратичной бент-функции f от n пере-
менных (n > 6) найдутся i, j ∈ {1, . . . n} такие, что f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1,
. . . , xj−1, 0, xj+1, . . . , xn) является бент-функцией от n− 2 переменных.

Заметим, что можно рассматривать симплектическую матрицу как
матрицу смежности графа квадратичной булевой функции.

Подграфом G′ = (V ′, E′) графа G = (V,E) называется граф G′, для
которого V ′ ⊆ V , E′ ⊆ E.

Порождённым подграфом G′ = (V ′, E′) графа G = (V,E) называет-
ся подграф, состоящий из подмножества вершин V ′ множества вершин
исходного графа и всех таких рёбер графа G, у которых конечные и на-
чальные вершины принадлежат подмножеству V ′.

Следствие 2. Для любого графа квадратичной бент-функции от n
переменных найдётся порождённый подграф на n− 2 вершинах, являю-
щийся графом квадратичной бент-функции от n− 2 переменных.

4. Итеративные конструкции

Если проанализировать полученные графы, то можно выявить неко-
торые общие способы построения бент-функций от n+ 2 переменных из
бент-функций от n переменных. Пусть x = (x1, . . . , xn), а xn+1, xn+2 —
новые переменные.

Теорема 2. Если f — произвольная бент-функция от n переменных,
то при любых α1, . . . , αn ∈ Z2 функция

g(x, xn+1, xn+2) = f(x)⊕

(
n⊕

i=1

αi · xixn+1

)
⊕ xn+1xn+2

является бент-функцией от n+ 2 переменных.
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Доказательство. Покажем, что g — бент-функция. Для этого рас-
смотрим преобразование Уолша — Адамара функции g на векторе (y, yn+1,
yn+2), где y = (y1, . . . , yn). Имеем

Wg(y, yn+1, yn+2)

=
∑

(x,xn+1,xn+2)∈Z
n+2
2

(−1)〈x,y〉⊕xn+1yn+1⊕xn+2yn+2⊕g(x,xn+1,xn+2).

Подставляя выражение для g, получаем

Wg(y, yn+1, yn+2) =
∑

x∈Zn
2

(−1)〈x,y〉⊕f(x)

+
∑

x∈Zn
2

(−1)
〈x,y〉⊕f(x)⊕yn+1⊕(

n⊕
i=1

αi·xi)
+
∑

x∈Zn
2

(−1)〈x,y〉⊕f(x)⊕yn+2

+
∑

x∈Zn
2

(−1)
〈x,y〉⊕f(x)⊕yn+1⊕yn+2⊕(

n⊕
i=1

αi·xi)⊕1

=
∑

x∈Zn
2

(−1)〈x,y〉⊕f(x) · (1 + (−1)yn+2)

+
∑

x∈Zn
2

(−1)
〈x,y〉⊕f(x)⊕yn+1⊕(

n⊕
i=1

xi)
· (1− (−1)yn+2).

Поскольку f — бент-функция, h(x) = f(x) ⊕ yn+1 ⊕

(
n⊕

i=1
xi

)
также яв-

ляется бент-функцией, следовательно, |Wf (y)| = 2n/2 и |Wh(y)| = 2n/2,
значит,





∣∣ ∑
x∈Zn

2

(−1)〈x,y〉⊕f(x)
∣∣ = |Wf (y)| = 2n/2,

∣∣ ∑
x∈Zn

2

(−1)
〈x,y〉⊕f(x)⊕yn+1⊕(

n⊕
i=1

xi)∣∣ = |Wh(y)| = 2n/2,

и для каждого фиксированного yn+2 либо

1 + (−1)yn+2 = 0, 1− (−1)yn+2 = 2,

либо
1 + (−1)yn+2 = 2, 1− (−1)yn+2 = 0.
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Итак, |Wg(y, yn+1, yn+2)| = 2n/2 · 2 + 2n/2 · 0 = 2(n+2)/2. Тем самым
g(x, xn+1, xn+2) является бент-функцией от n+2 переменных. Теорема 2
доказана.

Теорема 3. Если f — произвольная бент-функция от n переменных,
то при любых α1, . . . , αn ∈ Z2 функция

g(x, xn+1, xn+2) = f(x)⊕

(
n⊕

i=1

αi · xi(xn+1 + xn+2)

)
⊕ xn+1xn+2

является бент-функцией от n+ 2 переменных.

Доказательство. Докажем, что g — бент-функция. Для этого рас-
смотрим преобразование Уолша — Адамара функции g на векторе (y,
yn+1, yn+2), где y = (y1, . . . , yn). Имеем

Wg(y, yn+1, yn+2) =∑

(x,xn+1,xn+2)∈Z
n+2
2

(−1)〈x,y〉⊕xn+1yn+1⊕xn+2yn+2⊕g(x,xn+1,xn+2).

Подставляя выражение для g, получаем

Wg(y, yn+1, yn+2) =
∑

x∈Zn
2

(−1)〈x,y〉⊕f(x)

+
∑

x∈Zn
2

(−1)
〈x,y〉⊕f(x)⊕yn+1⊕

( n⊕
i=1

αi·xi

)

+
∑

x∈Zn
2

(−1)
〈x,y〉⊕f(x)⊕yn+2⊕

( n⊕
i=1

αi·xi

)
+
∑

x∈Zn
2

(−1)〈x,y〉⊕f(x)⊕yn+1⊕yn+2⊕1

=
∑

x∈Zn
2

(−1)〈x,y〉⊕f(x) · (1− (−1)yn+1+yn+2)

+
∑

x∈Zn
2

(−1)
〈x,y〉⊕f(x)⊕yn+1⊕

( n⊕
i=1

xi

)
· (1 + (−1)yn+1+yn+2).

Поскольку f — бент-функция, h(x) = f(x) ⊕ yn+1 ⊕

(
n⊕

i=1
xi

)
также яв-

ляется бент-функцией, следовательно, |Wf (y)| = 2n/2 и |Wh(y)| = 2n/2,
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значит,




∣∣ ∑
x∈Zn

2

(−1)〈x,y〉⊕f(x)
∣∣ = |Wf (y)| = 2n/2,

∣∣ ∑
x∈Zn

2

(−1)
〈x,y〉⊕f(x)⊕yn+1⊕

( n⊕
i=1

xi

)
∣∣ = |Wh(y)| = 2n/2,

и для каждого фиксированного yn+2 либо

1 + (−1)yn+1+yn+2 = 0, 1− (−1)yn+1+yn+2 = 2,

либо
1 + (−1)yn+1+yn+2 = 2, 1− (−1)yn+1+yn+2 = 0.

Итак, |Wg(y, yn+1, yn+2)| = 2n/2 · 2 + 2n/2 · 0 = 2(n+2)/2. Тем самым
g(x, xn+1, xn+2) является бент-функцией от n+2 переменных. Теорема 3
доказана.

Выражаю благодарность научному руководителю Н. Н. Токаревой
и С. В. Августиновичу за полезные советы.
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