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Аннотация. Изучается связь собственных функций графов Джон-
сона и Хэмминга. Собственной функцией графа называется собствен-
ный вектор матрицы смежности графа, соответствующий некоторо-
му собственному значению, причём она может быть тождественно
нулевой. Найден критерий вложимости собственной функции гра-
фа Джонсона J(n,w) с заданным собственным значением в некото-
рую собственную функцию графа Хэмминга с заданным собствен-
ным значением.
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1. Предварительные сведения

Вершинами графа Хэмминга Hn, называемого также n-кубом, явля-
ются двоичные наборы длины n; две вершины соединены ребром, если
соответствующие им наборы отличаются ровно в одной координате. Ве-

сом wt(y) вершины y ∈ Hn называется число единиц в этом наборе. Рас-

стояние Хэмминга dH(x, y) между вершинами x, y ∈ Hn — количество
позиций, в которых x и y различны. Определим r-й слой графа Hn как
множество S(r) = {y ∈ Hn | wt(y) = r}. Известно, что любая функция
f : Hn → R единственным образом представима в виде

f(x) =
1

2n

∑

t∈Hn

(−1)〈x,t〉f̂(t), x ∈ Hn,
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где 〈x, t〉 =
n∑

i=1
xiti — стандартное скалярное произведение. Величины f̂(t)

называются коэффициентами Фурье, и выполняется соотношение

f̂(x) =
∑

t∈Hn

(−1)〈x,t〉f(t), x ∈ Hn.

Задаваемое этой формулой преобразование называют преобразованием

Фурье функции f .
Для произвольного неориентированного графа G = (V,E) с матри-

цей смежности M функция f : V → R называется собственной с соб-

ственным значением λ, если Mf = λf . Заметим, что в определении не
требуется, чтобы функция f не была тождественно равна нулю. Извест-
но, что все собственные числа графа Hn исчерпываются множеством
{n− 2i, 0 6 i 6 n, i ∈ Z} [4]. Приведём без доказательства одно неслож-
ное

Предложение 1. Пусть f : Hn → R. Тогда для любого целого j,
0 6 j 6 n, функция f является собственной функцией Hn с собственным
значением n − 2j, если и только если все её ненулевые коэффициенты
Фурье имеют вес j.

Графом Джонсона J(n,w) называется граф, вершинами которого яв-
ляются все двоичные наборы, содержащие в точности w единиц. Две вер-
шины смежны, если их наборы отличаются ровно в двух координатах.
Расстояние между двумя вершинами x, y ∈ J(n,w) определяется следу-
ющим образом: dJ(x, y) = 1

2dH(x, y). Заметим, что расстояния dJ(x, y)
и dH(x, y) являются стандартными метриками, т. е. равны числу рёбер
в минимальном пути из x в y в J(n,w) и Hn соответственно. Извест-
но, что собственные числа графа Джонсона описываются множеством
{λi(w, n) = (w − i)(n− w − i)− i, 0 6 i 6 w, i ∈ Z} [4].

В дальнейшем понадобятся полиномы Кравчука Kk(x, n) и Эберлейн
Ek(x,w, n) [5]:

Kk(x, n) =
k∑

j=0

(−1)j
(
x

j

)(
n− x

k − j

)
,

Ek(x,w, n) =
k∑

j=0

(−1)j
(
x

j

)(
w − x

k − j

)(
n− w − x

k − j

)
.

Нам также пригодится соотношение

Kk(wt(x), n) =
∑

t∈S(k)

(−1)〈t,x〉, x ∈ Hn. (1)
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Пусть заданы множества M1,M2, M2 ⊆ M1, и определены функции
f1 : M1 → R, f2 : M2 → R. Будем говорить, что функция f2 вложима

в f1, если f1(x) = f2(x) для всех x ∈ M2, другими словами, если сужение
функции f1 на множество M2 совпадает с f2, т. е. f1

∣∣
M2

≡ f2.

Пусть G = (V,E) — связный неориентированный граф диаметра d
и d(x, y) — стандартная метрика в графе, т. е. число рёбер в пути ми-
нимальной длины из x в y. Пусть C ⊆ V , C0 = C, Ci = {v ∈ V |
min
t∈C

d(t, v) = i}, 1 6 i 6 d. Тогда подмножество вершин C графа G бу-

дем называть полностью регулярным кодом [8], если индуцированный
на множестве вершин Ci ∪ Ci+1 подграф графа G является двудольным
бирегулярным графом с долями Ci и Ci+1 для всех i, 0 6 i 6 d− 1.

Изучение собственных функций графов Джонсона и Хэмминга пред-
ставляет интерес, так как они являются одним из основных инструмен-
тов при работе с совершенными раскрасками, полностью регулярными
кодами и другими важными объектами в этих графах [1, 2, 8]. В нашей
работе исследуется вопрос о вложимости собственных функций графа
Джонсона J(n,w) в собственные функции графа Хэмминга Hn, т. е. в ка-
ких случаях возможно продолжить собственную функцию графа Джон-
сона до собственной функции всего n-куба. Эту проблему в общем случае
можно переформулировать следующим образом: в каких случаях мож-
но восстановить функцию на множестве, если известны значения функ-
ции на некотором его подмножестве? В частности, такая задача решена
для центрированных функций и совершенных кодов в графе Хэммин-
га Hn [1].

2. Основной результат

Рассмотрим граф Джонсона J(n,w). Из его определения нетрудно
видеть, что множество вершин J(n,w) совпадает со слоем w графа Hn.
Везде далее без ограничения общности можем считать, что w 6 n

2 . Го-
воря о собственных функциях Hn с собственным значением n− 2s, так-
же без ограничения общности будем считать, что s 6 n

2 . Оказывается,
что в некоторых случаях преобразование Фурье позволяет вложить соб-
ственную функцию графа J(n,w) в собственную функцию Hn с опре-
делённым собственным значением.

Предложение 2. Пусть g : Hn → R, g 6≡ 0 и g
∣∣
Hn\S(w)

≡ 0, при-

чём g
∣∣
S(w)

— собственная функция графа Джонсона J(n,w) с собствен-

ным значением λi(w, n). Тогда ĝ
∣∣
S(j)

является собственной функцией гра-

фа J(n, j) с собственным значением λi(j, n).
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Доказательство. Рассматриваем вершины графа J(n,w) как под-
множество вершин графа Hn. Посмотрим, чему равны значения функ-
ции ĝ на S(j). Сначала проведём доказательство для случая j 6 w. Име-
ем ĝ(x) =

∑
t∈Hn

g(t)(−1)〈x,t〉 =
∑

t∈S(w)

g(t)(−1)〈x,t〉 по определению преобра-

зования Фурье. Пусть C0(x) = {z ∈ S(w) | x ⊆ z}, Ck(x) = {z ∈ S(w) |
min

t∈C0(x)
dJ(z, t) = k}, k > 1, x ∈ S(j). Нетрудно понять, что

ĝ(x) =
∑

t∈S(w)

g(t)(−1)〈x,t〉 =

j∑

k=0

(−1)j+k
∑

t∈Ck(x)

g(t), x ∈ S(j). (2)

С другой стороны, известно [7], что множество C0(x) является полностью
регулярным кодом. Поэтому при x ∈ S(j) имеет место соотношение

λi(w, n)
∑

t∈Ck(x)

g(t)

= αk,k−1

∑

t∈Ck−1(x)

g(t) + αk,k

∑

t∈Ck(x)

g(t) + αk,k+1

∑

t∈Ck+1(x)

g(t), (3)

где αk,k−1, αk,k, αk,k+1 — число смежных с Ck вершин из Ck−1, Ck, Ck+1,
k > 0, соответственно. В силу тождеств (2), (3) и определения функции g
получаем

ĝ(x) = κj
∑

t∈C0(x)

g(t) = κj
∑

t∈S(w)|x⊆t

g(t) (4)

для всех x ∈ S(j), где κj не зависит от выбора x. Преобразование ви-
да (4) называется оператором индуцирования из J(n,w) на J(n, j). Из-
вестно [6], что такой оператор переводит собственную функцию гра-
фа J(n,w), соответствующую собственному значению λi(w, n), в соб-
ственную функцию графа J(n, j), соответствующую собственному зна-
чению λi(j, n). Следовательно, при x ∈ S(j) выполняется

∑

y ∈ S(j),
dJ (x, y) = 1

ĝ(y) = λi(j, n)ĝ(x),

что и требовалось доказать. Доказательство случая j > w проводится
аналогично. Предложение 2 доказано.

В [6] показано, что в некоторых случаях оператор индуцирования
позволяет построить совершенные раскраски в 2 цвета графа J(n,w) по
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уже известным, а также введено обобщение такого оператора на более
широкий класс графов.

Учитывая то, что номер собственного значения i любой собственной
функции J(n, j) ограничен сверху числом j, легко получить

Следствие 1. Определим функцию g так же, как в предложении 2.
Тогда при j < i выполняется ĝ

∣∣
S(j)

≡ 0.

Прежде чем сформулировать основную теорему, введём следующее
обозначение:

Cj(s, w) =

{
(−1)sKs(j, w) при w > s,
(−1)w+jKs−w(j, n− w) при w 6 s.

(5)

Заметим, что предложение 2 опирается на существенную взаимосвязь
преобразования Фурье и оператора индуцирования: преобразование Фу-
рье функции на S(r) можно представить как оператор индуцирования
с некоторым коэффициентом, зависящим от r. В следующем предложе-
нии исследуем вопрос, когда этот коэффициент ненулевой.

Предложение 3. Пусть g : Hn → R, g 6≡ 0 и g
∣∣
Hn\S(s)

≡ 0, при этом

g
∣∣
S(s)

— собственная функция графа Джонсона J(n, s), соответствующая

собственному значению λi(s, n). Тогда ĝ(t)
∣∣
S(w)

≡ 0, если и только если
выполняется равенство

w∑

j=0

Cj(s, w)Ej(i, w, n) = 0. (6)

Доказательство. Если i > w, то ĝ(t)
∣∣
S(w)

≡ 0 по следствию 1,

а Ej(i, w, n) = 0, j = 0, 1, . . . , w.
Рассмотрим случай, когда i 6 w. Определим функцию

g1(x) =





∑
t ∈ S(s),

|t ∩ x| = min(w, s)

g(t), если x ∈ S(w),

0 в противном случае,

т. е. значения g1 на S(w) получены из значений g на S(s) с помощью
индуцирования. Так как оператор индуцирования обратим, имеем

g(x) = c
∑

t ∈ S(w),
|t ∩ x| = min(w, s)

g1(t), x ∈ S(s),
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где c — ненулевой коэффициент.
Следовательно, для x ∈ S(w)

ĝ(x) =
∑

t∈Hn

(−1)〈x,t〉g(t) = c
∑

t∈S(s)

(−1)〈x,t〉
∑

y ∈ S(w),
|t ∩ y| = min(w, s)

g1(y).

Меняя порядок суммирования, получаем

ĝ(x) = c
∑

y∈S(w)

g1(y)
∑

t ∈ S(s),
|t ∩ y| = min(w, s)

(−1)〈x,t〉.

Распишем первую сумму по расстояниям в графе J(n,w) от вершины x:

ĝ(x) = c
w∑

j=0

∑

y ∈ S(w),
dJ (y, x) = j

g1(y)
∑

t ∈ S(s),
|t ∩ y| = min(w, s)

(−1)〈x,t〉.

При x, y ∈ S(w), dJ(x, y) = j прямым подсчётом легко убедиться, что
∑

t ∈ S(s),
|t ∩ y| = min(w, s)

(−1)〈x,t〉 = Cj(s, w).

Так как функция g1 собственная в J(n,w), имеем
∑

y ∈ S(w),
dJ (y, x) = j

g1(y) = g1(x)Ej(i, w, n).

Таким образом, ĝ(x) = cg1(x)
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(i, w, n). Поскольку функ-

ция g1 не тождественно нулевая на S(w), последнее равенство завершает
доказательство. Предложение 3 доказано.

Теорема 1. Пусть h — ненулевая собственная функция графа J(n,w),
соответствующая собственному значению λi(w, n). Тогда она вложима
в некоторую собственную функцию графа Hn с собственным значением
n− 2s, если и только если

w∑

j=0

Cj(s, w)Ej(i, w, n) 6= 0.
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Доказательство. Достаточность. Рассмотрим функцию

g(x) =





∑
t ∈ S(w),

|x ∩ t| = min(w, s)

h(t) при x ∈ S(s),

0 в противном случае.

Применим к g преобразование Фурье и посмотрим, какие значения при-
нимает функция ĝ на S(w):

ĝ(x) =
∑

t∈Hn

(−1)〈x,t〉g(t) =
∑

t∈S(s)

(−1)〈x,t〉
∑

y ∈ S(w),
|t ∩ y| = min(w, s)

h(y).

Совершив преобразования, аналогичные преобразованиям из доказатель-
ства предложения 3, получаем

ĝ(x) = h(x)
w∑

j=0

Cj(s, w)Ej(i, w, n), x ∈ S(w).

Так как
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(i, w, n) 6= 0 по предположению 3,

ĝ(x)
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(i, w, n)

— искомая функция, т. е. она является собственной в Hn с собственным
значением n−2s по предложению 1 и тождественно равна h при x ∈ S(w).

Необходимость. Пусть h вложима в некоторую собственную функ-
цию f графа Hn с собственным значением n − 2s. Рассмотрим функ-
цию f̂ . По предложению 1 все её ненулевые значения сосредоточены
на S(s). Далее разложим f̂ по базису собственных функций в J(n, s). По
предложению 2 в разложение входит и некоторая ненулевая собствен-
ная функция g(x) с собственным значением λi(s, n). Вновь из предложе-
ния 2 и определения преобразования Фурье следует, что функция 1

2n ĝ
собственная в Hn с собственным значением n − 2s и тождественно рав-
на h при x ∈ S(w). Поскольку h — ненулевая собственная функция графа

J(n,w), по предложению 3 имеем
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(i, w, n) 6= 0. Теорема 1

доказана.

Явная формула, данная при доказательстве достаточности в теоре-
ме 1, позволяет сформулировать
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Следствие 2. Пусть h — ненулевая собственная функция графа

J(n,w) с собственным значением λi(w, n) и
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(i, w, n) 6= 0.

Тогда она вложима в собственную функцию f графа Hn с собственным
значением n− 2s, где

f(x) =

∑
y∈S(w)

h(y)
∑

t ∈ S(s),
|t ∩ y| = min(w, s)

(−1)〈x,t〉

w∑
j=0

Cj(s, w)Ej(i, w, n)

Следствие 3. Вложение, описанное в следствии 2, единственно, если

и только если
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(k, w, n) 6= 0 для всех k, 0 6 k 6 w.

Доказательство. Необходимость. По предположению существу-
ет собственная функция f графа Hn с собственным значением n − 2s
такая, что h ≡ f

∣∣
S(w)

. По предложению 1 выполняется f̂
∣∣
Hn\S(s)

≡ 0.

Предположим, что
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(k, w, n) = 0 для некоторого k. Рассмот-

рим функцию, равную сумме f̂(x), x ∈ S(s), и произвольной ненулевой
собственной функцим графа J(n, s), соответствующей собственному зна-
чению λk(s, n). По предложению 1 значения этой функции при x ∈ S(s)
являются коэффициентами Фурье некоторой собственной функции f1
графа Hn с собственным значением n−2s, не совпадающей тождествен-
но с f . Однако f1

∣∣
S(w)

≡ f
∣∣
S(w)

по предложению 3 и предположению,

т. е. вложение не единственно. Тем самым
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(k, w, n) 6= 0 для

всех k, 0 6 k 6 w.
Достаточность. Предположим, что такое вложение не единствен-

но, т. е. существует собственная функция f1 графа Hn с собственным
значением n − 2s такая, что f1

∣∣
S(w)

≡ f
∣∣
S(w)

≡ h, но f1 6≡ f . По предло-

жению 1 значения f̂(x), f̂1(x) могут быть не равны 0 только при x ∈ S(s).
Пусть δ(x) = f̂1(x) − f̂(x). Разложим δ(x) по базису собственных функ-
ций J(n, s). Заметим, что по построению δ̂

∣∣
S(w)

≡ 0. Так как преобразо-
вание Фурье ненулевую функцию всегда переводит в ненулевую, имеем
δ 6≡ 0. Поэтому найдётся ненулевая собственная функция qj графа J(n, s)
с собственным числом λj(w, n) для некоторого 0 6 j 6 s, входящая в это
разложение. По предложению 3 функция δ̂(x) не равна тождественно 0
при x ∈ S(w); противоречие. Следствие 3 доказано.
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Отдельный интерес представляет случай s = w, так как при этом
ненулевые значения исходной функции h из теоремы 1 и её ненулевые
коэффициенты Фурье расположены в S(w). Непосредственной подста-
новкой s = w можно получить

Следствие 4. Пусть h(x) — ненулевая собственная функция гра-
фа J(n,w), соответствующая собственному значению λi(w, n). Тогда она
вложима в некоторую собственную функцию графа Hn с собственным
значением n− 2w, если и только если Kw−i(w − i, n− 2i) 6= 0.

Доказательство. Подставив s = w в
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(i, w, n), полу-

чим
w∑

j=0
Cj(w,w)Ej(i, w, n) =

w∑
j=0

(−1)w+jEj(i, w, n). В [3] показано, что

w∑

j=0

(−1)jEj(i, w, n) = (−1)w(−2i)Kw−i(w − i, n− 2i).

В итоге
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(i, w, n) = (−2i)Kw−i(w − i, n − 2i). Следствие 4

доказано.

Аналогичным образом можно переформулировать следствия 2 и 3
для случая s = w. Следует заметить, что условие единственности в этом
случае совпадает с критерием реконструктивности сферы в графе Хэм-
минга, найденным в [3]. Опираясь на известную серию целочисленных
корней полинома Кравчука, можем вывести

Следствие 5. Собственная функция графа Джонсона J(2w,w) с соб-
ственным числом λi(w, 2w) при нечётном w−i не может быть вложена ни
в какую собственную функцию графа H2w с собственным значением 0.

По определению полинома Кравчука Kt(s, 2t) = 0 при нечётных s,
поэтому Kw−i(w − i, 2w − 2i) = 0 при нечётном w − i. Отсюда по след-
ствию 4 получаем требуемое. Следствие 5 доказано.

Результаты, полученные в данной работе, показывают, что существу-
ет глубокая связь между собственными подпространствами графов
Джонсона и Хэмминга. Это может оказаться полезным для доказатель-
ства несуществования и построения конструкций совершенных раскра-
сок графа Джонсона в 2 цвета.

Автор выражает благодарность С. В. Августиновичу и И. Ю. Могиль-
ных за полезные дискуссии по теме работы.
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