
ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ
Ноябрь—декабрь 2013. Том 20, № 6. C. 77–94

УДК 519.714.7

О МЕРАХ СЛОЖНОСТИ КОМПЛЕКСОВ ГРАНЕЙ

В ЕДИНИЧНОМ КУБЕ ∗)

И. П. Чухров

Аннотация. Рассматривается проблема доказательства минималь-
ности комплексов граней в единичном кубе. Сформулированы до-
статочные условия, которые позволяют доказывать минимальность
комплексов граней на основе порядковых свойств функционала ме-
ры сложности и структурных свойств булевых функций. Это поз-
волило расширить множество комплексов граней, для которых до-
казана минимальность относительно мер сложности, удовлетворяю-
щих определённым свойствам. Доказано строгое включение для мно-
жеств комплексов граней: ядровых, минимальных для любой меры
сложности и минимальных для любой меры сложности, инвариант-
ной относительно замены граней изоморфными гранями.
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Введение

Исследование мер сложности комплексов граней в единичном ку-
бе непосредственно связано с задачей минимизации булевых функций
в классе дизъюнктивных нормальных форм (далее ДНФ), т. е. построе-
ния для булевой функции её минимальной ДНФ относительно некоторой
меры сложности [1, 4, 6]. Известные алгоритмы минимизации функций
в качестве одного из этапов содержат перебор по определённой стратегии
некоторого множества ДНФ и выбор ДНФ с минимальной сложностью
из него. Приемлемое по трудоёмкости точное решение задачи минимиза-
ции возможно в тех случаях, когда удаётся обосновать минимальность
выбранной ДНФ, т. е. доказать, что сложность любой эквивалентной
ДНФ не может быть меньше. Эффективно проверяемый критерий мини-
мальности ДНФ позволяет сократить перебор при поиске минимальной
ДНФ булевой функции.

∗)Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (проект № 13–01–00958).
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При изложении будем использовать понятия и обозначения, связан-
ные с гранями и множествами вершин единичного n-мерного куба Bn,
в следующей геометрической интерпретации.

Гранью единичного куба Bn называется множество вершин

Bn,σ1,...,σk
i1,...,ik

=
{
x̃ = (x1, . . . , xn) ∈ Bn | xi1 = σ1, . . . , xik = σk

}
,

где σs ∈ {0, 1} для s = 1, . . . , k. Множество индексов {i1, . . . , ik} назы-
вается направлением, число k — рангом и число n − k — размерностью

грани.
Комплексом граней называется неупорядоченный набор граней еди-

ничного куба. Множество вершин куба, содержащихся в гранях комплек-
са M , обозначается через NM . Комплексу граней M однозначно соот-
ветствует функция f ∈ Pn такая, что NM = Nf , где Nf — множество
вершин x куба Bn, в которых f(x) = 1. Любой комплекс граней M , для
которого NM = Nf , называется комплексом граней функции f .

Два комплекса граней называются эквивалентными, если они содер-
жат одно подмножество вершин единичного куба Bn, т. е. являются ком-
плексами граней одной функции.

Представление комплекса граней M в виде M =
J⋃

j=1
Mj называет-

ся прямым объединением комплексов граней, если любая грань g ∈ M
содержится в единственном комплексе Mj для некоторого j ∈ {1, . . . , J}.

Для множества вершин Q ⊆ Bn любая грань I ⊆ Q называется допу-

стимой. Допустимая грань I для множества Q ⊆ Bn называется макси-

мальной, если не существует грани I ′ такой, что I ⊂ I ′ ⊆ Q.
Комплекс граней M называется неприводимым, если после удаления

из него любой грани получается комплекс граней, не эквивалентный M .
В неприводимом комплексе каждая грань содержит хотя бы одну верши-
ну, которая не содержится в других гранях комплекса. Такая вершина
называется собственной вершиной грани в неприводимом комплексе.

Комплекс граней M называется тупиковым, если он неприводимый
и все грани максимальны для множества NM .

Грань I называется ядровой для множества вершин Q ⊂ Bn, если она
максимальна для множества Q и существует вершина α̃ ∈ I, не принад-
лежащая никакой другой максимальной для Q грани. Вершины ядровой
грани I, которые не покрываются никакими другими максимальными
для множества Q гранями, называются собственными вершинами ядро-

вой грани I. Вершины ядровой грани, которые не являются собственны-
ми для ядровой грани, называются регулярными.
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Комплекс граней M называется ядровым, если любая грань комплек-
са M ядровая для множества NM .

Обозначим через πn множество перестановок координат в единичном
кубе Bn. Для перестановки π ∈ πn и грани I = Bn,σ1,...,σk

i1,...,ik
обозначим через

π (I) = Bn,σ1,...,σk

π(i1),...,π(ik)
грань, которая получается из грани I перестановкой

координат π, а через π (M) = {π(Is), s = 1, . . . , l} — комплекс граней,
который получается из комплекса M = {Is, s = 1, . . . , l} перестановкой
координат π во всех гранях комплекса.

Комплексы граней называются изоморфными в кубе Bn, если один
комплекс может быть получен из другого перестановкой координат. При
этом грани изоморфны только тогда, когда они имеют одинаковые раз-
мерность и число координат направления, для которых в вершинах гра-
ни значение равно 0 (равно 1).

Изоморфизм аналитической и геометрической моделей основан на
изоморфизме элементарных конъюнкций и граней единичного куба Bn.
Конъюнкция K = xσ1

i1
· . . . · xσr

ir
изоморфна грани Bn

K = Bn,σ1,...,σr

i1,...,ir
, ДНФ

K1 ∨ . . . ∨Ks — комплексу граней
{
Bn

Kj
, j = 1, . . . , s

}
соответственно.

Определение 1. Функционал L, определённый на множестве всех
комплексов граней (ДНФ), является мерой сложности, если он удовле-
творяет аксиомам [10, с. 298]

(i) неотрицательности: L (M) > 0 для любого комплекса M ;
(ii) монотонности: L (M ∪ {I}) > L (M ∪ {I ′}) для любых комплек-

са M и грани I при условии I ⊂ I ′;
(iii) выпуклости: L (M) > L (M1)+L (M2) для любого представления

комплекса M в виде прямого объединения комплексов M1 и M2;
(iv) инвариантности относительно изоморфизма: L (M) = L (π (M))

для любого комплекса M и любой перестановки координат π.

В силу аксиом выпуклости и неотрицательности мера сложности ком-
плекса граней не увеличивается при удалении из него грани.

Примерами мер сложности могут служить следующие функционалы
(в терминах ДНФ): L∨ — число дизъюнкций, L & — число конъюнкций
или L¬ — число отрицаний в ДНФ. Мера сложности, равная числу гра-
ней в комплексе M , т. е. число импликант в ДНФ (функционал L∨ + 1),
называется длиной и обозначается через l (M). Мера сложности, рав-
ная сумме рангов граней в комплексе M , т. е. число переменных в ДНФ
(функционал L∨+L & +1), называется сложностью и обозначается че-
рез L (M). Линейной сложностью называется мера сложности, которая
соответствует функционалу Lα,β = α · L & + β · L∨, где α+ β > 0, α > 0,
β > 0.
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Определение 2. Комплекс граней называется L-минимальным, ес-
ли он имеет наименьшую меру сложности L среди всех эквивалентных
комплексов граней. Кратчайшим называется l-минимальный комплекс,
а минимальным — L-минимальный комплекс.

Определение 3. Комплекс граней M для произвольного класса мер
сложности C называется C-минимальным комплексом (минимальным
относительно класса мер сложности C), если он является L-минимальным
для любой меры сложности из класса C.

Определение 4. Величина L (Q) = min
M |NM=Q

L (M) называется

L-сложностью множества Q ⊂ Bn при покрытии его комплексом гра-
ней. Для булевой функции f такой, что Nf = Q, эта величина называется
L-сложностью функции f при реализации в классе ДНФ и обозначается
через L (f).

Множества L- и C-минимальных комплексов граней для меры слож-
ности L и класса мер сложности C булевой функции f обозначим че-
рез ML (f) и M∩C (f) соответственно. Число функций в этих множе-
ствах обозначим через µL (f) = |ML (f)| и µ∩C (f) = |M∩C (f)|. Макси-
мальные значения этих параметров на множестве булевых функций n
переменных обозначим через µL (n) и µ∩C (n).

Кратчайшие и минимальные комплексы граней известны для следу-
ющих случаев: любые ядровые комплексы, не ядровые комплексы для
симметрических, цепных и циклических функций [4, с. 95–97], не ядро-
вые комплексы, получаемые конструированием из ядровых и не ядровых
минимальных комплексов. Существенным при таких построениях явля-
ется использование суммирования кратчайших и минимальных комплек-
сов для компонент связности.

Будем говорить, что L-минимальные комплексы граней M1 и M2, для
которых подмножества NM1 и NM2 являются компонентами связности
в единичном кубе, обладают свойством суммируемости для компонент

связности, если M1 ∪M2 является L-минимальным комплексом.
Кратчайшие и минимальные комплексы обладают свойством сумми-

руемости для компонент связности в силу аддитивности функционалов
сложности l и L.

Соотношения между множествами минимальных ДНФ булевой функ-
ции для мер сложности l, L, Lα,β изучались в работах [2, 3, 5]. Показано,
что для множеств минимальных ДНФ булевой функции относительно
этих мер сложности осуществимы все логические возможности: пересе-
чение множеств может быть пустым, совпадать с одним из множеств или
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обоими или не совпадать ни с одним из них.
Обзор известных оценок для числа минимальных комплексов в еди-

ничном кубе представлен в [8, 9]. Отметим, что улучшение нижних оце-
нок достигнуто за счёт использования для сравнения сложности ком-
плексов граней свойств функционала меры сложности, определяемых
дополнительно к аксиомам. Это позволило расширить множество ком-
плексов граней, для которых доказана минимальность относительно ме-
ры сложности, удовлетворяющей определённым свойствам.

1. Специальные классы мер сложности

Определение 5. Комплексы граней называются π-изоморфными

в кубе Bn, если один комплекс может быть получен из другого заме-
ной граней изоморфными.

Обозначим через Gn
m−k,m множество всех k-мерных граней с мини-

мальной вершиной в слое Bn
m−k и максимальной вершиной в слое Bn

m

единичного куба Bn, где 0 6 m− k 6 m 6 n.
Если для изоморфных комплексов граней M1 и M2 в кубе Bn суще-

ствует перестановка координат π ∈ πn такая, что M2 = π (M1), то для
π-изоморфных комплексов граней M1 и M2 в кубе Bn существует на-
бор перестановок координат {πj ∈ πn, j = 1, . . . , J}, где J = |M1| = |M2|
такой, что M2 = {πj (Ij) , Ij ∈ M1, j = 1, . . . , J}.

Очевидно, что два комплекса π-изоморфны тогда и только тогда,
когда они содержат одинаковое число граней из множества Gn

m−k,m для
любых m и k, где 0 6 k 6 m 6 n.

Определение 6. Мера сложности L удовлетворяет усиленному свой-

ству инвариантности относительно изоморфизма, если π-изоморфные
комплексы граней имеют одинаковую L-сложность.

Определение 7. Мера сложности L удовлетворяет свойству стро-

гой монотонности относительно длины, если L-сложность комплекса
граней уменьшается при удалении произвольной грани.

Определение 8. Мера сложности L удовлетворяет свойству стро-

гой монотонности относительно сложности, если L-сложность ком-
плекса граней уменьшается при уменьшении ранга или удалении произ-
вольной грани.

Определение 9. Мера сложности L удовлетворяет свойству адди-

тивности, если условие в аксиоме выпуклости имеет вид L (M1 ∪M2) =
L (M1) + L (M2) для любого представления комплекса граней M в виде
прямого объединения комплексов M = M1 ∪M2.
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Множество всех функционалов, которые являются мерами сложно-
сти на множестве комплексов граней, обозначим через Λ. Для классов
мер сложности, т. е. подмножеств Λ, удовлетворяющих определённым
свойствам, введём следующие обозначения: Λπ — класс мер сложно-
сти, удовлетворяющий усиленному свойству инвариантности относитель-
но изоморфизма, Λl — свойству строгой монотонности относительно дли-
ны, ΛL — свойству строгой монотонности относительно сложности, Λ+

— свойству аддитивности.
Используемые при минимизации функционалы принадлежат клас-

сам Λπ ∩ Λl или Λπ ∩ ΛL, при этом l ∈ Λl ∩ Λπ ∩ Λ+ и L ∈ ΛL ∩ Λπ ∩ Λ+.
Непосредственно из приведённых определений классов мер сложно-

сти вытекают следующие свойства.

Любой L-минимальный комплекс граней для меры сложности L яв-
ляется (а) неприводимым, если L ∈ Λl, (b) тупиковым, если L ∈ ΛL.

(c) Для меры сложности L ∈ Λ+ любые L-минимальные комплексы
граней обладают свойством суммируемости для компонент связности,
так как L-сложность комплекса равна сумме L-сложностей граней.

Предположение, что L-минимальный комплекс граней M может не
являться неприводимым, приводит к существованию комплексов и гра-
ней нулевой L-сложности. Пусть L-минимальный комплекс M не являет-
ся неприводимым, т. е. M = M1 ∪M0, где комплекс M1 эквивалентен M .
В силу аксиом неотрицательности и выпуклости имеем

L (M) = L (M1 ∪M0) > L (M1) + L (M0) > 0.

Так как M и M1 — эквивалентные L-минимальные комплексы, имеем
L (M) = L (M1), следовательно, L (M0) = 0.

Все комплексы и грани, которые могут быть получены из комплек-
са нулевой L-сложности уменьшением ранга граней, удалением граней
и перестановкой координат, т. е. изоморфные, имеют нулевую L-слож-
ность. При этом для меры сложности L ∈ Λπ все π-изоморфные ком-
плексы для комплекса нулевой L-сложности также будут иметь нулевую
L-сложность.

Существование комплекса из двух и более граней нулевой L-слож-
ности означает, что L /∈ Λl, так как при удалении грани из комплекса
сложность не изменяется и остаётся равной нулю.

С другой стороны, если L-сложность любой грани больше нуля, то
L ∈ Λl и L-минимальный комплекс неприводим. Действительно, если
M = M1 ∪ {I} и M эквивалентен M1, то

L (M) = L (M1 ∪ {I}) > L (M1) + L ({I}) > L (M1)
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при L ({I}) > 0, т. е. комплекс M не может быть L-минимальным.
Любой комплекс граней нулевой L-сложности является L-минималь-

ным в силу аксиомы неотрицательности. Существование комплексов ну-
левой L-сложности порождает класс функций нулевой L-сложности. На-
пример, класс монотонных функций относительно меры сложности L¬
является классом функций нулевой L¬-сложности.

Отметим, что сравнение комплексов граней с использование порядко-
вых свойств меры сложности выполняется в терминах неразличимости
и строгого предпочтения, т. е. сложность одинаковая или меньше. При
этом числовое значение функционала сложности сравниваемых комплек-
сов (насколько меньше) является не существенным для обоснования ми-
нимальности или не минимальности комплекса граней.

Например, комплекс граней M =
{
B3

x1x̄3
, B3

x1x2
, B3

x̄1x3
, B3

x̄1x̄2

}
в ку-

бе B3, где NM = B3\ {(0, 1, 0) , (1, 0, 1)}, имеет эквивалентный π-изоморф-
ный M1 =

{
B3

x1x̄3
, B3

x2x3
, B3

x̄1x3
, B3

x̄1x̄2

}
, который получается заменой гра-

ни B3
x1x2

на изоморфную B3
x2x3

. Из M1 удалением грани B3
x̄1x3

можно
получить эквивалентный комплекс граней M2 =

{
B3

x1x̄3
, B3

x2x3
, B3

x̄1x̄2

}
.

Поэтому для меры сложности L ∈ Λπ ∩Λl справедливо строгое неравен-
ство L (M) = L (M1) > L (M2), т. е. комплекс M не L-минимален.

Локальные алгоритмы, использующие информацию окрестности про-
извольного фиксированного порядка, не могут решить задачу минимиза-
ции булевых функций в классе ДНФ в силу отсутствия локального кри-
терия вхождения конъюнкции в ДНФ типа «сумма минимальных» [4,
с. 95]. Поэтому для обоснования минимальности комплекса граней тре-
буется использование не локальных, а глобальных структурных свойств
комплексов граней.

Определение 10. Подмножество вершин называется протыкающим

для комплекса граней, если в каждой грани комплекса содержится хотя
бы одна вершина этого подмножества.

Пусть M — неприводимый комплекс граней. Введём следующие обо-
значения:

CM — подмножество собственных вершин граней M , которое содер-
жит по одной произвольной, если их несколько, собственной вершине
для каждой грани комплекса,

IM,x̃ — грань M , содержащая собственную вершину x̃ ∈ CM .
Подмножество вершин CM является протыкающим для граней непри-

водимого (тупикового, ядрового) комплекса граней M .

Определение 11. Для множества вершин Q ⊆ Bn подмножество
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вершин X ⊆ Q называется интервально независимым для Q множе-
ством вершин, если любая допустимая для множества Q грань содер-
жит не более одной вершины из X. Для комплекса граней M множество
вершин называется интервально независимым, если оно является ин-
тервально независимым для множества NM .

Для соседних вершин x̃, ỹ ∈ Q одномерная грань, содержащая x̃ и ỹ,
допустима для множества Q. Поэтому, во-первых, для произвольного
множества Q ⊂ Bn интервально независимое множество вершин состо-
ит из изолированных вершин, т. е. в нём нет пар соседних вершин, во-
вторых, мощность интервально независимого множества вершин для лю-
бого множества вершин куба Bn не превосходит 2n−1.

Отметим, что для тупикового комплекса M подмножество собствен-
ных вершин CM может не быть интервально независимым, так как мак-
симальная длина тупикового комплекса асимптотически равна 2n [1,
с. 119], т. е. больше 2n−1. При этом для ядрового комплекса граней M
множество собственных вершин CM — интервально независимое множе-
ство вершин.

В единичном кубе Bn для 0 6 k 6 m 6 n обозначим через
Bn

m = {x̃ ∈ Bn | ρ(0̃, x̃) = ‖x̃‖ = m} — m-й слой куба Bn;
Sn
m−k,m = {x̃ ∈ Bn | m− k 6 ‖x̃‖ 6 m} — пояс ширины k в кубе Bn,

состоящий из слоёв с номерами m− k, . . . ,m;
Sn
m−k,m (x1, . . . , xn) — поясковая функция n переменных, для которой

множество единичных вершин совпадает с множеством Sn
m−k,m.

Функция называется симметрической, если она не меняет значения
при любой перестановке переменных [1, с. 110]. Симметрическая функ-
ция однозначно представляется в виде набора поясковых функций, ко-
торые являются компонентами связности симметрической функции.

Определим пучки k-мерных максимальных граней множества Sn
m−k,m

для вершин, которые принадлежат «крайним» слоям Bn
m или Bn

m−k мно-
жества Sn

m−k,m (рис. 1):

P0 (x̃) =
{
I | δ̃min(I) ∈ Bn

m−k ∩ I(0̃, x̃), δ̃max (I) = x̃ ∈ Bn
m

}
,

P1 (x̃) =
{
I | δ̃min (I) = x̃ ∈ Bn

m−k, δ̃max (I) ∈ Bn
m ∩ I(x̃, 1̃)

}
,

где δ̃min (I) и δ̃max (I) — минимальная и максимальная вершины грани I,
I(α̃, β̃) — наименьшая грань, содержащая вершины α̃ и β̃.

Обозначим через Ωn
m−k,m (B) множество таких комплексов k-мерных
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граней в поясе Sn
m−k,m единичного куба Bn, которые имеют вид

Ωn
m−k,m (B) =

{
{Ij | Ij ∈ P0(x̃j), x̃j ∈ B, j = 1, . . . , |B|} для B ⊆ Bn

m,

{Ij | Ij ∈ P1(x̃j), x̃j ∈ B, j = 1, . . . , |B|} для B ⊆ Bn
m−k,

т. е. для каждой вершины x̃ ∈ B в комплекс граней входит одна грань из
пучка Pσ (x̃), где σ = 0 для B ⊆ Bn

m и σ = 1 для B ⊆ Bn
m−k.

Рис. 1. Пучки k–мерных граней в поясе Sn
m−k,m

Понятия интервально независимого и протыкающего множеств вер-
шин позволяют сформулировать достаточные условия минимальности
неприводимого комплекса граней относительно мер сложности l, L и клас-
са мер сложности Λπ. L-минимальные комплексы для меры сложности
L ∈ Λπ, удовлетворяющие условиям минимальности, также обладают
свойством суммируемости для компонент связности. Это позволяет для
комплексов граней вида Ωn

m−k,m (B) и L-минимальных комплексов гра-
ней симметрических функций доказать их минимальность для любой
меры сложности из класса Λπ.

2. Основные результаты

Будем говорить, что грань I доминирует грань I ′, если существует
перестановка координат π такая, что π (I ′) ⊂ I.

Лемма 1. Пусть BM — подмножество собственных вершин для гра-

ней неприводимого комплекса M и удовлетворяет условиям
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(i) BM является интервально независимым и протыкающим для ком-

плекса граней;

(ii) для каждой вершины x̃ ∈ BM ранг грани IM,x̃ не больше ранга

любой допустимой грани комплекса, содержащей x̃;

(iii) для каждой вершины x̃ ∈ BM грань IM,x̃ изоморфна или доми-

нирует любую допустимую грань комплекса, содержащую x̃.

Тогда комплекс M является кратчайшим, если выполнено (i), мини-

мальным и кратчайшим, если выполнены (i) и (ii), Λπ-минимальным,

если выполнены (i) и (iii).

Доказательство. Пусть выполнено условие (i). Тогда l (M) = |BM |,
так как в каждой грани комплекса M содержится ровно одна вершина
из BM . Действительно, подмножество собственных вершин BM для M ,
во-первых, интервально независимое, т. е. в каждой грани комплекса со-
держится не более одной вершины из BM , во-вторых, протыкающее, т. е.
в каждой грани комплекса содержится хотя бы одна собственная верши-
на из BM .

Для любого комплекса v, эквивалентного M , BM содержится в гра-
нях комплекса v и является интервально независимым для v, так как
Nv = NM . Поэтому для каждой вершины x̃ ∈ BM в комплексе v есть
хотя бы одна грань, содержащая x̃ и не содержащая ни одной другой вер-
шины из BM . Комплекс v имеет представление v =

{
Iv,x̃, x̃ ∈ BM

}
∪ v0,

где Iv,x̃ — грань комплекса v, содержащая x̃ ∈ BM , v0 — некоторый
комплекс, возможно, пустой. Следовательно, l (v) > |BM | = l (M) и ком-
плекс M кратчайший.

Пусть выполнено условие (ii). Тогда для меры сложности L имеем
L({Iv,x̃}) > L({IM,x̃}), т. е. в M все грани максимальные. Мера сложно-
сти L удовлетворяет свойству аддитивности, следовательно,

L(v) = L({Iv,x̃, x̃ ∈ BM} ∪ v0) > L({Iv,x̃, x̃ ∈ BM})
=
∑

x̃∈BM

L({Iv,x̃}) >
∑

x̃∈BM

L({IM,x̃}) = L(M),

т. е. M является минимальным.
Условие «грань I изоморфна или доминирует грань I ′» означает су-

ществование перестановки координат π, для которой π (I ′) ⊆ I, и если
π (I ′) ⊂ I, то грань I может быть получена уменьшением ранга грани
π (I ′). Поэтому если выполнено условие (iii), то в M все грани макси-
мальные и для каждой вершины x̃ ∈ BM существует перестановка πx̃
такая, что πx̃(Iv,x̃) ⊆ IM,x̃.
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Удаляя из комплекса v все грани, которые содержатся в v0, получаем

L(v) = L({Iv,x̃, x̃ ∈ BM} ∪ v0) > L({Iv,x̃, x̃ ∈ BM}).

Для любой меры сложности L из класса Λπ имеем

L({Iv,x̃, x̃ ∈ BM}) = L({πx̃(Iv,x̃), x̃ ∈ BM}).

Так как πx̃(Iv,x̃) ⊆ IM,x̃, из аксиомы монотонности следует, что

L({πx̃(Iv,x̃), x̃ ∈ BM}) > L({IM,x̃, x̃ ∈ BM}) = L(M).

Таким образом, для любого комплекса граней v, эквивалентного M , име-
ем L (v) > L (M). Тогда M имеет среди эквивалентных ему комплексов
минимальную L-сложность для любой меры сложности L ∈ Λπ, т. е. яв-
ляется Λπ-минимальным. Лемма 1 доказана.

Замечание 1. В единичном кубе Bn (рис. 2) комплексы граней M1

и M2 [4, с. 92, 93], где M1 = M0∪
{
Bn

x̄1x̄2x̄3
, Bn

x1x2x̄3

}
, M2 = M0∪

{
Bn

x̄3...x̄n

}
,

M0 =
{
Bn

x̄1x̄2xi

}n
i=4

∪
{
Bn

x1x2xi

}n
i=4

∪
{
Bn

x1x̄2x̄4...x̄n
, Bn

x̄1x2x̄4...x̄n

}
, эквивалент-

ные и грани из M0 ядровые.

Рис. 2. Ml (f) ∩ML (f) = ∅ для функции f ∈ Pn при n > 9
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При n > 9 имеем

L (M1) = L (M0) + 6 < L (M0) + n− 2 = L (M2)

l (M1) = l (M0) + 2 > l (M0) + 1 = l (M2) ,

т. е. M1 является минимальным, но не кратчайшим, а M2 — кратчайшим,
но не минимальным.

Для минимального комплекса граней M1 в множество собственных
вершин входят собственные вершины ядровых граней и вершины (0, 0,
0, . . . , 0) и (1, 1, 0, . . . , 0) для граней Bn

x̄1x̄2x̄3
и Bn

x1x2x̄3
ранга 3, которые

также содержатся в грани Bn
x̄3...x̄n

. Это множество является протыкаю-
щим, но не интервально независимым, а при удалении одной из вершин
(0, 0, 0, . . . , 0) или (1, 1, 0, . . . , 0) множество становится интервально неза-
висимым, но не протыкающим для M1.

Для кратчайшего комплекса граней M2 в BM2 входят собственные
вершины ядровых граней и одна из вершин (0, . . . , 0) или (1, 1, 0, . . ., 0)
грани Bn

x̄3...x̄n
ранга n−2. В любом случае она содержится в грани Bn

x̄1x̄2x̄3

или Bn
x1x2x̄3

, имеющей ранг 3, т. е. для комплекса граней M2 в лемме 1
условие (i) выполняется, а (ii) не выполняется.

Отметим, что в случае, когда неприводимый комплекс минимальный
и не кратчайший, может не выполняться условие (i), т. е. нельзя вы-
делить подмножество собственных вершин BM , которое является ин-
тервально независимым и протыкающим. В случае, когда кратчайший
комплекс не минимальный, может выполняться условие (i) и не выпол-
няться (ii) для максимальной грани IM,x̃ некоторой вершины x̃ ∈ BM

(см. замечание 1).
Λπ-минимальные комплексы, удовлетворяющие условиям (i) и (iii)

леммы 1, также обладают свойством суммируемости для компонент связ-
ности.

Лемма 2. Если неприводимые комплексы граней M1 и M2 удовле-

творяют условиям (i) и (iii) леммы 1 и множества вершин, содержащиеся

в комплексах, являются компонентами связности в единичном кубе, то

комплекс M1 ∪ M2 минимальный для любой меры сложности из клас-

са Λπ.

Доказательство. В неприводимых комплексах M1 и M2 есть под-
множества вершин BM1 ⊂ NM1 и BM2 ⊂ NM2 , которые удовлетворяют
условиям (i) и (iii) леммы 1. Так как NM1 и NM2 являются компонента-
ми связности в единичном кубе, при объединении комплексов M1 и M2

имеем
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(а) множество вершин BM1 ∪ BM2 интервально независимое и про-
тыкающее для комплекса граней M1 ∪M2;

(b) множество допустимых (максимальных) граней для любой вер-
шины x̃ ∈ BM1 ∪ BM2 не изменяется, т. е. для x̃ ∈ BMj ⊂ NMj , где
j ∈ {1, 2}, оно совпадает с множеством допустимых (максимальных) гра-
ней для множества NMj , содержащих вершину x̃.

Следовательно, для M1 ∪ M2 также выполняются условия (i) и (iii)
леммы 1 и комплекс минимальный для любой меры сложности из клас-
са Λπ. Лемма 2 доказана.

Множества ядровых, Λπ-минимальных и минимальных комплексов
граней для любой меры сложности в единичном кубе Bn обозначим че-
рез Mn

ker, Mn
∩Λπ

и Mn
∩Λ соответственно.

Следствие 1. Для любого непустого подмножества B ⊆ Bn
m или

B ⊆ Bn
m−k имеет место Ωn

m−k,m (B) ⊆ Mn
∩Λπ

.

Комплексы граней из Ωn
m−k,m (B1), Ωn

m−k,m (B2) и Ωn
m−k,m (B3), где

B1,B2 ⊆ Bn
m, B3 ⊆ Bn

m−k и |B1| = |B2| = |B3|, являются π-изоморфными,
так как содержат одинаковое число изоморфных граней. Для любой ме-
ры сложности L ∈ Λπ они имеют одинаковую L-сложность, что не зави-
сит от эквивалентности комплексов.

Прямым объединением множеств комплексов граней G1 и G2 в ку-
бе Bn, для которых не существует граней, одновременно принадлежа-
щих комплексам из множеств G1 и G2, называется множество комплексов
G1 ∪ G2 = {M | M = M1 ∪M2, M1 ∈ G1, M2 ∈ G2}.

Справедливо утверждение о суммируемости Λπ-минимальных ком-
плексов граней из множеств вида Ωn

m−k,m (B), которые являются компо-
нентами связности в кубе Bn.

Следствие 2. Если в единичном кубе Bn подмножества Sn
m1−k1,m1

и Sn
m2−k2,m2

являются компонентами связности, то

Ωn
m1−k1,m1

(B1) ∪ Ωn
m2−k2,m2

(B2) ⊆ Mn
∩Λπ

для любых подмножеств B1 ⊆ Bn
m1−k1

или B1 ⊆ Bn
m1

и B2 ⊆ Bn
m2−k2

или

B2 ⊆ Bn
k2

.

Следствие 3. Любой L-минимальный комплекс для симметрической

функции является Λπ–минимальным.

Доказательство. Для поясковой функции Sn
k,n−k, где 0 < k 6 n

2 ,
известно [1, с. 123], что ML

(
Sn
k,n−k

)
∈ Ωn

k,n−k (B
n
k ) ∩ Ωn

k,n−k

(
Bn

n−k

)
6= ∅

и
∣∣Bn

k

∣∣ =
∣∣Bn

n−k

∣∣. Для поясковой функции Sn
m−k,m, где 0 6 k 6 m 6 n
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и 2m 6= n+ k, известно [7], что

ML

(
Sn
m−k,m

)
⊂
{

Ωn
m−k,m

(
Bn

m

)
при

∣∣Bn
m−k

∣∣ <
∣∣Bn

m

∣∣,
Ωn
m−k,m

(
Bn

m−k

)
при

∣∣Bn
m−k

∣∣ >
∣∣Bn

m

∣∣.

Тогда в силу следствия 2 любой L-минимальный комплекс для симмет-
рической функции является Λπ–минимальным. Следствие 3 доказано.

Следствие 4. Имеет место соотношение

log µ∩Λπ (n) & logM∩Λπ (n) &
√
2/π ·

√
n · 2n при n → ∞.

Доказательство. Очевидно, что при 0 < k < m 6 n
2 − 1 выполня-

ются соотношения

∣∣Ωn
m−k,m

(
Bn

m

)∣∣ =
(
m
k

)(n
m

)
,
∣∣Ωn

n−m,n−m+k

(
Bn

n−m

)
| =

(
m
k

)( n
n−m

)
,

Ωn
m−k,m

(
Bn

m−k,m

)
∪ Ωn

n−m,n−m+k

(
Bn

n−m,n−m+k

)
⊆ Mn

∩Λπ
.

Тогда при m =
⌊
n
2

⌋
− 1, k =

⌊
m
4

⌋
и n → ∞

logM∩Λπ (n) > max
0<k<m6n

2
−1

{(
n
m

)
log
(
m
k

)
+
(

n
n−m

)
log
(
m
k

)}

∼ 2
(

n
⌊n/2⌋−1

)
log
(⌊n/2⌋−1

⌊n/4⌋
)
.

Так как µ∩Λπ (n) > 2−2n ·M∩Λπ (n), при n → ∞ справедливо

logµ∩Λπ (n) & logM∩Λπ (n) &
√
2/π ·

√
n · 2n.

Следствие 4 доказано.

Ядровой комплекс граней является единственным тупиковым для
функции, задаваемой этим комплексом граней. Для такой функции лю-
бой не тупиковый L-минимальный комплекс может быть преобразован
операциями уменьшения ранга и удаления граней в ядровой комплекс.
При таких преобразованиях сложность не увеличивается, т. е. ядровой
комплекс является минимальным для любой меры сложности. Поэтому
Mn

ker ⊆ Mn
∩Λ ⊆ Mn

∩Λπ
. Справедлива

Теорема 1. При n > 4

Mn
ker ⊂ Mn

∩Λ ⊂ Mn
∩Λπ

, µ∩Λ (n) >
(

n−2
⌊(n−2)/2⌋

)
.
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Доказательство. Для доказательства соотношения Mn
ker ⊂ Mn

∩Λ
покажем, что для функции

F (x1, . . . , xn) = xn−1xn · Sn−2
k−2,n−2 (x1, . . . , xn−2)

∨ xn−1x̄n · Sn−2
k−2,n−3 (x1, . . . , xn−2) · (x1 ⊕ . . .⊕ xn−2 ⊕ c)

∨ x̄n−1xn · Sn−2
k−2,n−3 (x1, . . . , xn−2) · (x1 ⊕ . . .⊕ xn−2 ⊕ c⊕ 1) ,

где 3 6 k 6 n − 1 и c = k mod 2, существуют не ядровые комплексы
граней, минимальные для любой меры сложности.

Функция F обладает следующими свойствами:
(i) её подфункции в гранях Bn

xn−1,xn
, Bn

xn−1,x̄n
и Bn

x̄n−1,xn
являются

симметрическими, т. е. сохраняют значения при любой перестановке ко-
ординат {i1, . . . , in−2, n− 1, n} в кубе Bn;

(ii) множество вершин CF = NF ∩
(
Bn

xn−1x̄n
∪ Bn

x̄n−1xn

)
состоит из

собственных вершин одномерных ядровых граней;
(iii) множество вершин CF ∪ {1̃}, где 1̃ = (1, . . . , 1) ∈ Bn, является

интервально независимым подмножеством для NF ;
(iv) вершины из

(
NF ∩ Bn

xn−1xn

)
\ {1̃} регулярные, т. е. покрываются

ядровыми гранями и не являются собственными для ядровых граней.
Обозначим через Gn,k (F ) множество всех максимальных k-мерных

граней функции F , содержащих вершину 1̃. Все грани из Gn,k(F ) изо-
морфные, содержатся в грани Bn

xn−1xn
и
∣∣Gn,k (F )

∣∣ =
(
n−2
k

)
.

Обозначим через Ωn
F множество комплексов граней функции F , ко-

торые состоят из всех одномерных ядровых граней и одной грани из
множества Gn,k(F ).

Покажем, что любой комплекс граней из Ωn
F является минимальным

для любой меры сложности.
Все комплексы из Ωn

F изоморфны, так как произвольную грань из
множества Gn,k (F ) перестановкой первых n−2 координат можно преоб-
разовать в любую другую грань из этого множества и при этом не изме-
няется набор 1-мерных ядровых граней. Следовательно, все комплексы
из Ωn

F имеют одинаковую сложность для любой меры сложности.
Для произвольного комплекса граней M функции F и каждой вер-

шины из CF ∪{1̃} есть собственная грань, содержащая эту вершину, так
как это множество вершин является интервально независимым для NF .
Уменьшая ранг этих граней до минимального и удаляя остальные грани,
получим некоторый комплекс из Ωn

F , который для любой меры сложно-
сти имеет сложность не больше, чем сложность M .

Следовательно, все комплексы граней из Ωn
F для любой меры слож-

ности имеют одинаковую минимальную сложность среди эквивалентных
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им комплексов. Тогда Ωn
F ⊆ M∩Λ (F ) ⊆ Mn

∩Λ \Mn
ker и µ∩Λ (F ) >

∣∣Ωn
F

∣∣ =∣∣Gn,k (F )
∣∣. Поэтому при n > 4

µ∩Λ (n) > max
k

(
n−2
k

)
=
(

n−2
⌊(n−2)/2⌋

)
.

Для доказательства соотношения Mn
∩Λ ⊂ Mn

∩Λπ
рассмотрим функ-

ционал

Lν (M) =

n∑

i=1

Nν (i,M),

где N (i,M) — число граней в комплексе M , i-я координата которых
входит в направление грани, ν > 1 — вещественное число. Отметим,
что L1 (M) = L (M), т. е. при ν = 1 функционал совпадает с обычной
сложностью комплекса.

Покажем, что, во-первых, Lν при ν > 1 является мерой сложно-
сти, во-вторых, есть Λπ-минимальный комплекс, который не является
Lν-минимальным, т. е. Lν /∈ Λπ.

Очевидно, что аксиомы неотрицательности, монотонности и инвари-
антности выполняются для Lν при ν > 1.

Так как (a+ b)ν > aν + bν при ν > 1, a > 0, b > 0, для любого пред-
ставления комплекса граней M = M1 ∪M2 в виде прямого объединения
комплексов M1 и M2 справедливо неравенство

Lν (M1 ∪M2) =
n∑

i=1

Nν (i,M1 ∪M2) =
n∑

i=1

(N (i,M1) +N (i,M2))
ν

>

n∑

i=1

Nν (i,M1) +
n∑

i=1

Nν (i,M2) = Lν (M1) + Lν (M2) .

Поэтому выполняется аксиома выпуклости и Lν является мерой слож-
ностью.

Рассмотрим в кубе Bn, n > 4, комплексы граней

M1 = M0 ∪
{
Bn

x̄1x̄3x4
, Bn

x̄2x̄3x4

}
, M2 = M0 ∪

{
Bn

x1x̄2x̄3
, Bn

x̄1x2x̄3

}
,

где M0 =
{
Bn

x1x̄3x̄4
, Bn

x̄1x2x̄4
, Bn

x̄2x3x̄4
, Bn

x̄1x̄2x4

}
.

Комплексы граней M1 и M2 эквивалентны, так как

NM1 = NM2 =
{
x̃ = (x1, . . . , xn) ∈ Bn | (x1, x2, x3, x4) ∈ S4

1,2

}
,

и Λπ-минимальны, поскольку удовлетворяют условиям (i) и (iii) леммы 1
для подмножества собственных вершин граней

B =
{
x̃ = (x1, x2, x3, x4, 0, . . . , 0) ∈ Bn | (x1, x2, x3, x4) ∈ B4

2

}
.
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Действительно, вершины из B являются собственными для граней
комплексов M1 и M2, т. е. эти комплексы неприводимы. Для каждой вер-
шины из множества B есть ровно две изоморфные максимальные грани
ранга 3 (размерности n− 3). Множество вершин B является протыкаю-
щим и интервально независимым для комплексов граней M1 и M2.

Тогда для любой меры сложности L ∈ Λπ эквивалентные и Λπ-мини-
мальные комплексы граней M1 и M2 имеют одинаковую L-сложность и
Lν (M1) = 4ν + 4ν + 4ν + 6ν > 5ν + 5ν + 4ν + 4ν = Lν (M2) при ν > 1.

Различие Lν-сложности этих комплексов означает, что Lν /∈ Λπ

и Λπ–минимальный комплекс M1 не является Lν–минимальным. Следо-
вательно, не все Λπ-минимальные комплексы являются Λ-минимальными
комплексами. Теорема 1 доказана.

Соотношение Mn
ker ⊂ Mn

∩Λ означает существование не ядровых ком-
плексов граней, минимальных для любой меры сложности, а соотноше-
ние Mn

∩Λ ⊂ Mn
∩Λπ

— существование (i) меры сложности, которая не вхо-
дит в класс Λπ, (ii) Λπ-минимального комплекса, который не является
минимальным для такой меры сложности.
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