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Аннотация. Рассматривается трёхиндексная планарная m-слойная
задача о назначениях на одноциклических подстановках, являющая-
ся в общем случае задачей m коммивояжёров с различными весовы-
ми функциями их маршрутов. Задача NP-трудна при m > 1. Пред-
ставлен приближённый полиномиальный алгоритм решения задачи
при 1 < m < n/4. Алгоритм имеет временну́ю сложность O(mn2).
Получены оценки качества его работы в случае, когда входные дан-
ные (элементы (m×n×n)-матрицы) являются независимыми случай-
ными величинами с общей функцией равномерного распределения
на отрезке [an, bn], где 0 < an < bn. Получены условия асимптотиче-
ской точности алгоритма, верные также в случае функции распре-
деления мажорирующего типа.
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Введение

Классическая двухиндексная задача о назначении (ЗН) хорошо изу-
чена [17]: известны эффективные алгоритмы для нахождения её точного
решения, а также известны многие свойства, касающиеся существования
целочисленного оптимального решения релаксации задачи, математиче-
ского ожидания оптимального значения целевой функции на случайных
входах и других аспектов.
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Одним из естественных обобщений ЗН является многоиндексная за-
дача о назначении (МЗН), имеющая много практических приложений.
С обзором по МЗН можно ознакомиться в [25].

Сформулируем общую МЗН с параметрами m,n, r [11]:

n∑

i1=1

n∑

i2=1

. . .
n∑

im=1

ci1i2...imxi1i2...im → min
xi1i2...im∈{0,1}

,

где ci1i2...im — заданные числа, при условиях

n∑

ik1=1

n∑

ik2=1

. . .

n∑

ikr=1

xi1i2...im = 1

для любых is = 1, n, s = 1,m, s 6= k1, k2, . . . , kr.
Случай m = 2 соответствует классической (двухиндексной) задаче

о назначении (2-ЗН), которая решается точно за время O(n3) [10].
При r = m− 1 задача называется аксиальной (МАЗН):

n∑

i1=1

n∑

i2=1

. . .
n∑

im=1

ci1i2...imxi1i2...im → min
xi1i2...im∈{0,1}

при ограничениях

n∑

i1=1

. . .
n∑

is−1=1

n∑

is+1=1

. . .
n∑

im=1

xi1i2...im = 1 для любых is = 1, n, s = 1,m.

В случае r = 1 задача называется планарной (МПЗН). Далее пона-
добится трёхиндексная планарная задача (3-ПЗН), сформулированная
в виде задачи линейного целочисленного программирования:

n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

cijkxijk → min
xijk∈{0,1}

при условиях

n∑

i=1

xijk = 1, j, k = 1, n,

n∑

j=1

xijk = 1, i, k = 1, n,

n∑

k=1

xijk = 1, i, j = 1, n,

или в алгебраической форме:

n∑

i=1

n∑

j=1

c
ijπ(i)(j)

→ min
π
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при условиях

π(i)(k) 6= π(s)(k), i, s = 1, n, i 6= s, k = 1, n; π(i) ∈ Sn, i = 1, n,

где Sn — симметрическая группа подстановок порядка n.
Содержательно 3-ПЗН состоит в выборе n2 элементов трёхиндексной

(n×n×n)-матрицы (cijk) таком, что в каждом её сечении выбрано ровно n
элементов и сумма всех выбранных элементов минимальна. Под сечени-

ем матрицы понимается множество n2 её элементов с фиксированным
значением одного из индексов i, j или k, 1 6 i, j, k 6 n.

При числе индексов 3 и более аксиальная и планарная задачи
NP-трудны [18, 19]. Это стимулирует разработку приближённых алго-
ритмов для МЗН с оценками качества получаемых решений. Хорошо
изучены МЗН с числом индексов, равным три (3-ЗН). Для аксиальных
и планарных 3-ЗН изучались свойства многогранника ограничений, ко-
торые используются для построения алгоритмов локального поиска и ча-
стичного перебора типа метода ветвей и границ [11, 15, 16, 24, 26].

В [3, 21] представлен асимптотически точный подход к построению
алгоритмов решения МАЗН большой размерности на случайных входах.
В [5] предложен приближённый алгоритм для решения МАЗН на одно-
циклических подстановках и получены условия, при которых этот алго-
ритм позволяет находить асимптотически точные решения МАЗН на слу-
чайно задаваемых входах.

Меньше результатов получено для МПЗН. Попытка построения при-
ближённого асимптотически точного алгоритма решения 3-ПЗН на слу-
чайных входах предпринята в [12]. Однако приведённые там обоснова-
ния основаны на ошибочном утверждении [13, лемма 1] (см. замечание 3
из [2]).

В [4, 22] рассмотрена m-слойная (при m < n/2) 3-ПЗН, являющая-
ся модификацией классической 3-ПЗН. Данная задача NP-трудна при
m > 2 [18, 19]. Для случая, когда элементы (m × n × n)-матрицы (cijk)
являются случайными независимыми величинами, принимающими зна-
чения из отрезка [an, bn], где bn > an > 0, с общей функцией распреде-
ления Fξ(x) > x (мажорирующего типа), в [4] предложен приближён-
ный алгоритм с временно́й сложностью O(mn2+m7/2) и получены усло-
вия его асимптотической точности: m 6 lnn при bn/an = o(n/ lnn) [22]
и m = Θ(n1−θ) при bn/an = o(nθ) для любой константы θ, 0 < θ < 1 [4].

В [23] поставлена задача о m бродячих торговцах (m-peripatetic sales-
man problem, или m-PSP). Эта задача является m-слойной 3-ПЗНО, ко-
гда все слои трёхиндексной матрицы представлены одной и той же дву-
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хиндексной матрицей. Для задачи m-PSP на максимум с детерминиро-
ванными исходными данными в многомерном евклидовом пространстве
в [1] представлен асимптотически точный полиномиальный алгоритм.
Там же проведено обоснование ограничения сверху (в терминах числа
вершин графа) на число m рёберно не пересекающихся маршрутов ком-
мивояжёра, при котором алгоритм имеет временну́ю сложность O(n3).
В [6–9] представлены приближённые полиномиальные алгоритмы с га-
рантированными оценками точности для решения задач 2-PSP на мини-
мум и на максимум при различных предположениях на весовые функции
маршрутов коммивояжёра.

В настоящей статье построен приближённый алгоритм Ã решения
m-слойной 3-ПЗНО для числа слоёв m < n/4 с временно́й сложностью
O(mn2) и проведён его вероятностный анализ. Результатом анализа яв-
ляется обоснование условий асимптотической точности данного алгорит-
ма на случайных входах с функцией равномерного распределения. По-
лученные условия верны и для функций распределения мажорирующего
типа (мажорирующих равномерное распределение).

1. Постановка m-слойной 3-ПЗНО

Трёхиндексная m-слойная 3-ПЗНО в алгебраической форме форму-
лируется следующим образом:

m∑

i=1

n∑

j=1

c
ijπ(i)(j)

→ min
π(i), 16i6m

(1)

при условиях

π(i)(k) 6= π(s)(k), 1 6 i, s 6 m, i 6= s, 1 6 k 6 n, (2)

π(i) ∈ Pn, 1 6 i 6 m, (3)

В формулировке задачи m целое, 2 6 m < n, cijk — заданные веществен-
ные числа, 1 6 i 6 m, 1 6 j, k 6 n, Pn — множество одноциклических
подстановок порядка n.

Под слоем матрицы C = (cijk) понимается подматрица исходных дан-
ных размера n × n, которая получается при фиксированном значении
индекса i, 1 6 i 6 m.

2. Алгоритм приближённого решения задачи

Для решения задачи (1)–(3) при числе слоёв m < n/4 предлагает-
ся алгоритм Ã, последовательно обрабатывающий слои матрицы (cijk)
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и строящий гамильтонов цикл в каждом слое i, 1 6 i 6 m. Для слоя i,
применяя принцип «иди в ближайший непройденный город» n − 4i ра-
за, алгоритм находит частичный путь (цепь). Затем с помощью проце-
дуры PH частичный путь достраивается до гамильтонова цикла, при
этом увеличивается множество запрещенных элементов для последую-
щих слоев матрицы так, чтобы получаемые алгоритмом Ã гамильтоновы
циклы реберно не пересекались.

2.1. Вспомогательная процедура PH построения гамильтоно-

вой цепи. Процедура PH отыскивает в заданном n-вершинном неориен-
тированном графе G = (V,E) с минимальной степенью вершины больше
n/2 гамильтонову цепь P с заданными концами u и v или гамильтонов
цикл при u = v. Согласно известной теореме Дирака гамильтонов цикл
в таком графе существует.

Описание процедуры PH .

Этап 1. Пусть построена цепь P = {u = u1, . . . , uk}, k > 1. Если
k = n, то процедура заканчивает работу. В противном случае переходим
на этап 2.

Этап 2. Ищем ребро вида {uk, w}, где w /∈ P , при этом w = v только
в случае k = n − 1. Если находим, то полагаем P = {u = u1, . . . , uk,
uk+1 = w} и возвращаемся на этап 1. В противном случае переходим на
этап 3.

Этап 3. Выбираем произволь-
ную вершину w /∈ P , при этом бе-
рём v, только когда k = n− 1. На-
ходим i ∈ {1, . . . , k − 2}, для ко-
торого существуют рёбра {uk, ui}
и {w, ui+1}. Добавляем их к цепи
и удаляем ребро {ui, ui+1} (рис. 1).
Возвращаемся на этап 1.

u1 . . . ui ui+1 . . . uk

v
w

Рис. 1. Этап 3

Теорема 1. Для заданного n-вершинного неориентированного гра-

фа G = (V,E) с минимальной степенью вершины больше n/2 процеду-

ра PH работает корректно. Временна́я сложность процедуры O(n2).

Доказательство. Процедура корректна, если при k < n на одном
из этапов 2 или 3 может быть найдено ребро, удлиняющее цепь. Хотя бы
один из более n/2 соседей uk при k 6 n/2 находится вне P и отличен от v,
поэтому такое ребро будет найдено на этапе 2. Допустим, что при k > n/2
ребро не найдено на этапе 2. Тогда более n/2− 2 (n/2− 1 при k = n− 1)
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соседей uk находятся среди вершин {u1, . . . , uk−2}. У вершины w не более
n− 1−k соседей вне P и оставшиеся более k+1−n/2 соседей находятся
среди вершин {u1, . . . , uk−1}. Согласно принципу Дирихле найдётся пара
рёбер, указанных на этапе 3.

Заметим, что этап 1 выполняется не более n раз, так как после каждо-
го выполнения к цепи добавляется одно ребро. Время его работы O(lnn)
(сравнение k и n). На этапе 2 просматриваются все соседи uk, а на эта-
пе 3 — все соседи uk и все соседи w, поэтому время работы каждого из
них O(n). Итоговое время работы процедуры O(n2). Теорема 1 доказана.

2.2. Описание алгоритма Ã решения задачи.

Этап 0. Запрещаем элементы cijj , i = 1,m, j = 1, n. Полагаем i = 0.
Переходим на этап 1.

Этап 1. Полагаем i = i + 1. При i = m + 1 алгоритм заканчивает
работу. Рассматриваем матрицу (cijk), j, k = 1, n. Полагаем j = 1, s = 1.
Переходим на этап 2.

Этап 2. Если s = n − 4i, то переходим на этап 3. Выбираем ми-
нимальный незапрещённый элемент в строке {cijk | k = 1, n}. Пусть
это cijk∗ . Полагаем πi(j) = k∗. Запрещаем элементы cikj , k = 1, n. Пола-
гаем j = k∗, s = s+ 1. Возвращаемся на начало этапа 2.

Этап 3. Рассматриваем неориентированный граф G = (V,E),

V = {1 = j1, j2, . . . , jn−s+1, jn−s+2 = j},

где j2, . . . , jn−s+2 — номера строк матрицы (cijk), j, k = 1, n, которые не
участвовали в этапе 2,

E = {{u, v} | u, v ∈ V }\
{{
j, π−1

i′ (j)
}
, {j, πi′(j)}, i′ = 1, i; j = 1, n

}
.

При помощи процедуры PH строим в нём гамильтонову цепь с концами j1
и jn−s+2: {j1 = v1, v2, . . . , vn−s+1, vn−s+2 = jn−s+2}. Полагаем πi(vt) =
vt−1, t = n − s + 2, . . . , 2. Запрещаем элементы cijπi′ (j), cijπ−1

i′
(j) , i < i′ 6

m, j = 1, n. Переходим на этап 1.

Теорема 2. При m < n/4 алгоритм Ã корректно строит допустимое

решение задачи за время O(mn2).

Доказательство. Алгоритм последовательно обрабатывает слои
входной матрицы i = 1, n. В конце обработки каждого слоя на этапе 3
делаются запреты, которые позволяют удовлетворить условие (2). Одно-
цикличность построенных подстановок гарантируется тем, что на этапе 2
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осуществляется переход в строку k∗, а на этапе 3 построенная цепь га-
мильтонова. Рассмотрим граф G, построенный на этапе 3. Из равенства
s = n − 4i следует, что число его вершин равно n − s + 2 = 4i + 2. Из
определения множества рёбер E следует, что степень каждой его верши-
ны не менее (4i+2− 1)− 2(i− 1) = 2i+3. Таким образом, выполняются
условия теоремы 1 и процедура PH работает корректно.

Следует отметить, что при s = 1 процедура строит гамильтонов
цикл, но алгоритм также работает корректно. При обработке одного
слоя этап 2 выполняется не более n раз, его временна́я сложность O(n).
Этап 3 выполняется ровно 1 раз для каждого слоя, его временна́я слож-
ность O(n2). Таким образом, время обработки одного слоя равно O(n2),
а итоговое время работы алгоритма — O(mn2). Теорема 2 доказана.

3. Общий вероятностный анализ алгоритма Ã

Перейдём к вероятностному анализу точности алгоритма Ã для реше-
ния задачи на случайных входах, определяемых множеством (m×n×n)-
матриц (cijk), где cijk, 1 6 j, k 6 n, 1 6 i 6 m, — независимые одина-
ково распределённые на отрезке [an, bn] случайные величины, 0 < an <
bn. Далее такие случайные входы будем называть лежащими в классе

Cm,n(an, bn).
Через fA(I) и OPT(I) обозначим приближённое (полученное посред-

ством алгоритма А) и оптимальное значение целевой функции задачи на
входе I соответственно.

Будем говорить, что алгоритм А имеет оценки (εA, δA) на множестве
вероятностных входов рассматриваемой задачи, если

Pr{fA(I) > (1 + εA)OPT(I)} 6 δA,

где εA — оценка относительной погрешности решения, получаемого алго-
ритмом А, δA — вероятность несрабатывания алгоритма А, т. е. δA равна
доле случаев, когда алгоритм не гарантирует погрешности, не превос-
ходящей εA. Представляется интересным поведение оценок δA и εA при
увеличении размерности задачи.

Алгоритм А называется асимптотически точным на классе рас-
сматриваемых задач, если существуют оценки εA и δA, стремящиеся к ну-
лю с ростом размерности задачи.

Таким образом, оценки качества алгоритма Ã определяются неравен-
ством

Pr

{
m∑

i=1

n∑

j=1

cijπ(i)(j) > (1 + ε
Ã
)OPT(I)

}
6 δ

Ã
. (4)
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Пусть c′ijk = (cijk − an)/(bn − an) ∈ [0, 1]. Пусть ξij = (cijπ(i)(j) −
an)/(bn − an) — нормированные элементы матрицы (c′ijk), выбранные

алгоритмом Ã.
Cлучайная величина ξij , i = 1,m, j = 1, n− 4i− 1, равна минималь-

ному из незапрещённых элементов j-й обрабатываемой алгоритмом стро-
ки слоя i матрицы (c′ijk). Подсчитаем количество запрещённых элементов
в этой строке. Диагональный элемент запрещён на этапе 0. При обра-
ботке каждого предыдущего слоя запрещено по два элемента в каждой
строке матрицы, а при обработке текущего слоя запрещено не более j−1
элементов в каждой его строке. Таким образом, при фиксированных i, j
алгоритм выбирает элемент со случайной величиной ξij , равной мини-
муму из не менее чем n− 1− 2(i− 1)− (j − 1) = n− 2i− j +2 элементов
в j-й строке слоя i. Каждую из величин ξij оценим сверху случайной
величиной ηij , равной минимуму из n− 2i− j +2 элементов в j-й строке
слоя i матрицы (c′ijk).

Учёт независимости этих величин и использование очевидных не-
равенств OPT(I) > mnan и cijk 6 bn с наихудшим оцениванием вы-
бранных на этапе 3 элементов cijπ(i)(j), i = 1,m, j = n− 4i, n, приводит
нас к достаточному условию для (4):

Pr

{
m∑

i=1

n−4i−1∑

j=1

ηij > ε
Ã

mn

bn/an
−m(2m+ 3)

}
6 δ

Ã
. (5)

Применением следующей теоремы Петрова из [14] нахождение ε
Ã

и δ
Ã

сводится к нахождению оценок для численных сумм.

Теорема 3. Пусть X1, . . . , Xn — незавиcимые случайные величины

и S =
n∑
i=1

Xi. Если

EetXk 6 e
1
2
gkt

2
, k = 1, . . . , n,

при 0 6 t 6 T для некоторых положительных постоянных T и g1, . . . , gn,
то

Pr{S > x} 6

{
e−x

2/2G , если 0 6 x 6 TG,
e−Tx/2, если x > TG,

где G =
n∑
k=1

gk, а EX — математическое ожидание случайной величи-

ны X.
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Лемма 1. Пусть случайные величины ηij −Eηij для любых i = 1,m
и j = 1, n− 4i− 1, удовлетворяют условиям теоремы Петрова с постоян-

ными T и gij . Тогда алгоритм Ã имеет следующие оценки качества:

ε
Ã
=

(
2m+ 3 +

E + TG
m

)
bn/an
n

, (6)

δ
Ã
= e−

T2

2
G , (7)

где E и G — верхние оценки для сумм E =
m∑
i=1

n−4i−1∑
j=1

Eηij и G =
m∑
i=1

n−4i−1∑
j=1

gij

соответственно.

Доказательство. Продолжим неравенство (5):

Pr{f
Ã
(x) > (1 + ε

Ã
)OPT(x)}

6 Pr

{
m∑

i=1

n−4i−1∑

j=1

ηij > ε
Ã

mn

bn/an
−m(2m+ 3)

}

6 Pr

{
m∑

i=1

n−4i−1∑

j=1

(ηij − Eηij) > ε
Ã

mn

bn/an
−m(2m+ 3)− E

}

= Pr

{
m∑

i=1

n−4i−1∑

j=1

(ηij − Eηij) > TG
}

6 e−
T2

2
G = δ

Ã
.

Здесь последние две строки получены заменой ε
Ã

по формуле (6),
применением теоремы Петрова и посредством формулы (7) для δ

Ã
. Лем-

ма 1 доказана.

3.1. Случай равномерного распределения.

Лемма 2 [20]. Пусть ζk, k = 1, n, — независимые случайные величи-

ны, каждая из которых равна минимальному из k элементов матрицы,

составленной из независимых случайных величин, равномерно распре-

делённых на отрезке [0, 1]. Тогда

Eet(ζk−Eζk) 6 exp

{
1

2
g̃kt

2

}
,

где

g̃k =





1/12 , если k = 1,

11/36 , если k = 2,
11/5

(k+1)2
, если 3 6 k 6 n− 1,
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при любых t и k, 0 6 t 6 3, k = 1, n.

Лемма 3. В случае равномерного распределения элементов входной

матрицы из класса Cmn(0, 1) верно

E =
m∑

i=1

n−4i−1∑

j=1

Eηij 6 m ln
n

2
√
m
.

Доказательство. Поскольку в рассматриваемом случае для любых
i = 1,m и j = 1, n верно Eηij =

1
n−2i−j+3 , имеем

E =
m∑

i=1

n−4i−1∑

j=1

Eηij =
m∑

i=1

n−4i−1∑

j=1

1

n− 2i− j + 3
=

m∑

i=1

n−2i+2∑

k=2i+4

1

k

6

m∑

i=1

n∑

k=2i+1

1

k
6

m∑

i=1

n∫

2i

dx

x
=

m∑

i=1

ln
n

2i
= m ln

n

2
− lnm!

6 m ln
n

2
− ln

(
(
√
m)m

)
= m ln

n

2
√
m
.

Лемма 3 доказана.

Определим величины gij , i = 1,m, j = 1, n, через величины g̃k из
леммы 2 следующим образом: gij = g̃n−2i−j+2.

Лемма 4. Справедливо неравенство G =
m∑
i=1

n−4i−1∑
j=1

gij 6
11
8 lnm.

Доказательство. Так как для любых i = 1,m и j = 1, n верно
gij 6

11
4

1
(n−2i−j+3)2

, получим

G =
m∑

i=1

n−4i−1∑

j=1

gij 6
11

4

m∑

i=1

n−4i−1∑

j=1

1

(n− 2i− j + 3)2

6
11

4

m∑

i=1

∞∑

k=2i+4

1

k2
6

11

4

m∑

i=1

∞∫

2i+3

dx

x2
=

11

4

m∑

i=1

1

2i+ 3
6

11

8
lnm.

Лемма 4 доказана.

Далее положим верхние оценки равными E = m lnn и G = 2 lnn.

Теорема 4. При G = 2 lnn и T = 3 вероятность несрабатывания

алгоритма Ã оценивается сверху как δ
Ã
= n−9.
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Доказательство. Утверждение теоремы непосредственно следует
из формулы (7).

Теорема 5. В случае равномерного распределения элементов вход-

ной матрицы из класса Cmn(an, bn), 2 6 m < lnn, и условия

bn
an

= o(n/lnn) (8)

алгоритм Ã асимптотически точен с оценкой относительной погрешности

ε
Ã
= O

(
bn/an
n/ lnn

)
.

Доказательство. С использованием леммы 1 и оценок E = m lnn
и G = 2 lnn получим

ε
Ã
=

(
2m+ 3 +

E + TG
m

)
bn/an
n

=

(
2m+ 3 + lnn+

2T

m
lnn

)
bn/an
n

6 ((1 + T ) lnn+ 7)
bn/an
n

.

Последнее неравенство имеет место, поскольку максимум в рассмат-

риваемой области достигается при m = 2, откуда ε
Ã

= O

(
bn/an
n/ lnn

)
. По-

скольку ε
Ã
→ 0 ( с учётом (9)) и δ

Ã
= n−9 → 0 (по теореме 4) при n→ ∞,

алгоритм Ã асимптотически точен. Теорема 5 доказана.

Теорема 6. В случае равномерного распределения элементов вход-

ной матрицы из класса Cmn(an, bn), lnn 6 m 6 n1−θ, и условия

bn
an

= o(nθ), (9)

где θ — некоторая постоянная такая, что 2 ln 2
lnn < θ 6 1 − ln(lnn)

lnn , алго-

ритм Ã асимптотически точен с оценкой относительной погрешности

ε
Ã
= O

(
bn/an
nθ

)
.

Доказательство. Ограничения на значения θ ∈ (0, 1) берутся из
следующих соображений. С одной стороны, поскольку рассматриваемый
интервал для m должен существовать, необходимо, чтобы lnn 6 n1−θ.
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С другой стороны, алгоритм Ã корректно работает только при m < n/4,
поэтому добавляется условие n1−θ < n/4.

С использованием леммы 1 и оценок E = m lnn и G = 2 lnn имеем

ε
Ã
=

(
2m+ 3 +

E + TG
m

)
bn/an
n

=

(
2m+ 3 + lnn+

2T

m
lnn

)
bn/an
n

6 (3m+ 3 + 2T )
bn/an
n

6 (3n1−θ + 3 + 2T )
bn/an
n

.

В последних двух неравенствах использовано lnn 6 m 6 n1−θ, откуда

ε
Ã
= O

(
bn/an
nθ

)
.

В силу (9) относительная погрешность алгоритма Ã стремится к нулю
при n→ ∞. Поскольку и δ

Ã
= n−9 → 0 (по теореме 4), алгоритм асимп-

тотически точен. Теорема 6 доказана.

Замечание. Используя аргументы из [4], можно показать правомер-
ность полученных результатов для любой функции распределения ма-
жорирующего типа: Fξ(x) > x для всякого x ∈ [an, bn].

Заключение

В настоящей статье рассмотрена m-слойная планарная 3-индексная
задача о назначениях на одноциклических подстановках, иначе говоря,
задача m-PSP с различными весовыми функциями. Для приближённого
решения задачи с m < n/4 построен алгоритм Ã с временно́й сложно-
стью O(mn2).

Результатом вероятностного анализа алгоритма Ã на случайных неза-
висимых входах мажорирующего типа является получение условий его
асимптотической точности. В случае 2 6 m < lnn асимптотическая точ-
ность имеет место при выполнении условия bn/an = o(n/ lnn), а для
lnn 6 m 6 n1−θ — условия bn/an = o(nθ), где 0 < θ < 1 — любая
константа такая, что рассматриваемый интервал для m существует.

Интересно отметить следующее. В [4] рассматривалась 3-m-ПЗН —
та же задача, но без требования одноцикличности подстановок. Предло-
женный в [4] алгоритм приближённо решал её за время O(mn2 +m7/2),
а полученные условия асимптотической точности были более узкими по
сравнению с результатами данной статьи. Задача m-3-ПЗНО является
частным случаем задачи m-3-ПЗН, а значит, алгоритм для решения пер-
вой задачи даст допустимое решение второй. Поскольку при проведении
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вероятностного анализа алгоритма Ã оптимум целевой функции OPT(I)
заменён его нижней оценкой mnan, все утверждения об асимптотической
точности алгоритма будут верны и для задачи m-3-ПЗН. Тем самым при
решении задачи m-3-ПЗНО дополнительно получен хороший алгоритм
и для задачи m-3-ПЗН, имеющей более широкое множество допустимых
решений.

Для дальнейших исследований представляет интерес построение ал-
горитма и проведение вероятностного анализа для частного случая рас-
сматриваемой в данной статье задачи, когда все слои матрицы (cijk) оди-
наковы.
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