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Аннотация. Рассматривается NP-трудная в сильном смысле зада-
ча разбиения конечной последовательности векторов евклидова про-
странства на два кластера по критерию минимума суммы квадратов
расстояний от элементов кластеров до их центров. Предполагает-
ся, что мощности кластеров фиксированы. Центр одного из класте-
ров является оптимизируемой величиной и определяется как среднее
значение по всем векторам, образующим этот кластер. Центр второ-
го кластера полагается равным нулю. При этом разбиение подчине-
но условию: разность между номерами последующего и предыдуще-
го векторов, входящих в первый кластер, ограничена сверху и снизу
заданными константами. Предложен 2-приближённый полиномиаль-
ный алгоритм решения этой задачи.
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Введение

Предметом исследования настоящей работы является труднорешае-
мая экстремальная задача, которая индуцируется, в частности, одной
из актуальных проблем классификации данных. Цель исследования —
обоснование приближённого полиномиального алгоритма её решения.

Пример содержательной трактовки проблемы, которая приводит к ре-
шению сфомулированной ниже задачи, состоит в следующем. Некоторый
материальный объект может находиться в пассивном и конечном мно-
жестве уникальных активных состояний. Имеется таблица, содержащая
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упорядоченные по времени результаты многократных измерений набо-
ра числовых информационно значимых характеристик этого объекта.
В пассивном состоянии все числовые характеристики из набора равны
нулю, а в любом активном — значение хотя бы одной характеристики
не равно нулю. Число измерений, проведенных для каждого из актив-
ных состояний, известно. В каждом результате измерения, представлен-
ном в таблице, имеется ошибка, причём соответствие элементов таблицы
какому-либо состоянию объекта неизвестно. Однако известно, что вре-
менно́й интервал между двумя последовательными активными состояни-
ями объекта ограничен сверху и снизу некоторыми константами. Требу-
ется, используя критерий минимума суммы квадратов расстояний, раз-
бить таблицу на подмножества наборов, соответствующих пассивному
и каждому активному состояниям объекта, а также оценить по резуль-
татам измерения наборы характеристик объекта в активных состояниях
(учитывая, что данные содержат ошибку измерения).

Cформулированная содержательная проблема типична для многих
приложений, связанных с анализом данных и распознаванием образов
(см., например, [1–9] и цитированные там работы). В [1, 2] установлено,
что эта проблема моделируется NP-трудной в сильном смысле задачей
даже в простейшем случае, когда таблица содержит упорядоченные по
времени данные только об одном активном и пассивном состояниях объ-
екта и необходимо разбить эту таблицу на два кластера. Формальная
постановка задачи кластеризации приведена в разд. 1. Здесь лишь отме-
тим, что мотивацией данного исследования послужило отсутствие каких-
либо эффективных алгоритмов с гарантированными оценками точности
для решения экстремальной задачи, которая индуцируется сформулиро-
ванной проблемой.

1. Формулировка задачи

Приведём математическую формулировку задачи, моделирующей со-
держательную проблему. Положим N = {1, . . . , N}.

Задача J-MSSCS-F.
Дано: последовательность Y = (y1, . . . , yN ) векторов из R

q, натураль-
ные числа Tmin, Tmax и M1, . . . ,MJ .
Найти: разбиение множества N номеров элементов последовательно-
сти Y на непустые подмножества M1, . . . ,MJ и N \M, M = M1 ∪ . . .∪
MJ = {n1, . . . , nM}, такое, что

J∑

j=1

∑

n∈Mj

‖yn − y(Mj)‖2 +
∑

n∈N\M
‖yn‖2 → min, (1)
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y(Mj) =
1

|Mj |
∑

n∈Mj

yn, при условии, что |Mj | =Mj , j = 1, . . . , J , и огра-

ничениях

1 6 Tmin 6 nm − nm−1 6 Tmax 6 N − 1, m = 2, . . . ,M, (2)

на элементы набора M.

В этой задаче векторы последовательности Y с номерами из под-
множества Mj образуют j-й кластер (подпоследовательность) с центром
y(Mj). Векторы с номерами из набора N \M образуют кластер с фик-
сированным в нуле центром.

Аббревиатура MSSCS в кратком названии этой задачи образована
от английского словосочетания Minimum Sum-of-Squares Clustering, for
the case of Sequence и подчеркивает сходство с классической [6] трудно-
решаемой [5] задачей MSSC (Minimum Sum-of-Squares Clustering). Ли-
тера J обозначает число кластеров, для которых требуется определить
(оценить) центры (в задаче MSSC оцениваются центры всех кластеров).
Буква F (от английского Fixed) указывает на то, что мощности искомых
кластеров фиксированы.

Если номера членов последовательности Y интерпретировать как рав-
номерные дискретные отсчёты времени, то элементы набора M = {n1,
. . . , nM} номеров этой последовательности в содержательной проблеме
соответствуют моментам времени, в которые объект находился в каком-
либо из активных состояний. При этом элементы последовательности
соответствуют строкам таблицы. Номера из набора N \M соответству-
ют моментам времени, в которые объект находился в пассивном состо-
янии. Натуральные Tmin и Tmax в формулировке задачи соответствуют
минимальному и максимальному интервалам времени между двумя по-
следовательными активными состояниями объекта.

В [2] доказано, что эта задача NP-трудна в сильном смысле, когда
J > 2 и Tmin 6 Tmax.

Простейшим случаем задачи J-MSSCS-F является

Задача 1-MSSCS-F. Дано: последовательность Y = (y1, . . . , yN )
векторов из R

q и натуральные числа Tmin, Tmax и M > 1.
Найти: подмножество M = {n1, . . . , nM} ⊆ N номеров элементов по-
следовательности Y такое, что целевая функция

F (M) =
∑

j∈M
‖yj − y(M)‖2 +

∑

i∈N\M
‖yi‖2, (3)
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где y(M) = 1
|M|

∑
i∈M

yi, минимальна при ограничениях (2) на элементы

искомого подмножества M.

В [2] установлено, что эта задача NP-трудна в сильном смысле для
любых Tmin < Tmax. В тривиальном случае, когда Tmin = Tmax, задача
разрешима за полиномиальное время.

Поскольку сформулированные задачи NP-трудны в сильном смыс-
ле, в предположении справедливости гипотезы P 6=NP для этих задач
не существует [7] полиномиальных и псевдополиномиальных алгорит-
мов, гарантирующих отыскание точного решения, а также полностью
полиномиальных аппроксимационных схем (FPTAS). Ниже для задачи
1-MSSCS-F предложен полиномиальный 2-приближённый алгоритм.

2. Алгоритм решения задачи

Суть предлагаемого подхода к построению приближённого алгорит-
ма состоит в замене решения исходной задачи 1-MSSCS-F решением бо-
лее простой вспомогательной задачи и последующей оценкой точности
этой замены. Для построения алгоритма сформулируем свойства элемен-
тов из набора M.

Лемма 1. Пусть элементы набора (n1, . . . , nM ) принадлежат множе-

ству N и удовлетворяют системе ограничений (2). Тогда

(i) если M > 2, то её параметры связаны соотношением

(M − 1)Tmin 6 N − 1; (4)

(ii) элемент nm из набора (n1, . . . , nM ) принадлежит множеству

ωm =
{
n | 1 + (m− 1)Tmin 6 n 6 N − (M −m)Tmin

}
; (5)

(iii) если в наборе (n1, . . . , nM ) элемент nm равен n, где n ∈ ωm, то

nm−1 принадлежит множеству

γ−m−1(n) =
{
j | max{1 + (m − 2)Tmin, n − Tmax} 6 j 6 n − Tmin

}
(6)

для любого m ∈ {2, . . . ,M}.
Лемма 2. Если M > 2 и параметры системы (2) связаны соотноше-

нием (4), то она совместна.

Справедливость лемм 1 и 2 следует из [4]. Построим алгоритм реше-
ния следующей вспомогательной задачи.
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Задача 1. Дано: последовательность Y = (y1, . . . , yN ) векторов из Rq,
вектор b ∈ R

q и натуральные числа Tmin, Tmax и M > 1.
Найти: набор M = {n1, . . . , nM} ⊆ N номеров элементов последова-
тельности Y, доставляющий максимум целевой функции

G(M) =
∑

n∈M
g(n), (7)

где
g(n) = 2(yn, b)− ‖b‖2, n ∈ N , (8)

при дополнительных ограничениях (2) на элементы набора M, еслиM 6=1.

Из условий задачи и (7), (8) следует, что

G(M) = 2
∑

n∈M
(yn, b)−M‖b‖2,

где M‖b‖2 = const. Поэтому фактически в задаче 1 требуется найти
подпоследовательность, состоящую из M векторов, максимизирующих
сумму скалярных произведений этих векторов на заданный вектор b.
Другими словами, искомые векторы должны быть максимально «похо-
жи» (в смысле скалярного произведения) на заданный вектор.

Определим множество наборов номеров элементов последовательно-
сти Y, допустимых в задаче 1:

ΨM =





{(n1) | n1 ∈ N}, если M = 1,
{(n1, . . . , nM ) | ni ∈ N , i = 1, . . . ,M ;
1 6 Tmin 6 nm − nm−1 6 Tmax 6 N − 1,

m = 2, . . . ,M}, если 1 < M 6 N.

(9)

Заметим, что при M = 1 множество ΨM непусто при любых парамет-
рах Tmin и Tmax, входящих в определение (9). Для остальных допустимых
значений M справедлива

Лемма 3. Если M > 2, то множество ΨM непусто тогда и только

тогда, когда имеет место неравенство (4).

Справедливость утверждения следует из лемм 1 и 2.

Лемма 4. Пусть ΨM 6= ∅ для некоторого значения M > 1. Тогда

для этого M оптимальное значение Gmax = max
M

G(M) целевой функции

задачи 1 находится по формуле

Gmax = max
n∈ωM

GM (n), (10)
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а значения функции GM (n), n ∈ ωM , вычисляются по следующим ре-

куррентным формулам:

Gm(n) =




g(n), если n ∈ ω1, m = 1,
g(n) + max

j∈γ−m−1(n)
Gm−1(j), если n ∈ ωm, m = 2, . . . ,M, (11)

где множества ωm и γ−m−1(n) задаются формулами (5) и (6).

Доказательство. Опираясь на лемму 1, запишем определение (9)
в эквивалентном виде:

ΨM =





{(n1) | n1 ∈ ω1}, если M = 1,
{(n1, . . . , nM ) | nM ∈ ωM ;
nm−1 ∈ γ−m−1(nm), m = 2, . . . ,M}, если 1 < M 6 N.

(12)

При M = 1 формулы (10) и (11) очевидны. Пусть M > 1. Для каждого
n ∈ ωm определим множества

ψm(n) =





{(n1) | n1 = n}, если m = 1,
{(n1, . . . , nm) | nm = n,
ni−1 ∈ γ−i−1(ni), i = 2, . . . ,m}, если m = 2, . . . ,M,

(13)

ψ−
m−1(n) = {(n1, . . . , nm−1) | nm−1 ∈ γ−m−1(n); ni−1 ∈ γ−i−1(ni),

i = 2, . . . ,m− 1}, m = 2, . . . ,M. (14)

Формула (13) определяет множество допустимых наборов размерностиm,
у которых последняя компонента nm фиксирована и равна n, причём
n ∈ ωm. Формула (14) задаёт множество допустимых поднаборов размер-
ности m−1 набора (n1, . . . , nm−1, nm) при условии, что nm = n и n ∈ ωm.
Заметим, что эти множества непусты в силу лемм 2 и 3, так как ΨM 6= ∅

по предположению. Кроме того, заметим, что из (12)–(14) следуют ра-
венства

ΨM =
⋃

n∈ωM

ψM (n), (15)

ψ−
m−1(n) =

⋃

j∈γ−m−1(n)

ψm−1(j), n ∈ ωm, m = 2, . . . ,M. (16)

Рассмотрим задачу вычисления максимума целевой функции

G(n1, . . . , nM | nM = n) = g(n) +
M−1∑

i=1

g(ni)
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на множестве ψM (n) наборов (n1, . . . , nM−1, n) при фиксированном n
из ωM . Обозначим эту задачу через 〈M | nM = n〉 и для максимума
функции положим

GM (n) = max
ψM (n)

G(n1, . . . , nM | nM = n). (17)

Погрузим задачу 〈M | nM = n〉 в семейство подзадач 〈m | nm = n〉,
n ∈ ωm, m =M,M − 1, . . . , 1, вычисления максимума функции

G(n1, . . . , nm | nm = n) = g(n) +
m−1∑

i=1

g(ni)

на множестве наборов (13). Положим ηm = (n1, . . . , nm) и

Gm(n) = max
ηm∈ψm(n)

G(n1, . . . , nm | nm = n). (18)

Проанализируем случаи, указанные в формуле (11). Если m = 1
и n ∈ ω1, то из (7) и (5) получаем

G1(n) = max
η1∈ψ1(n)

1∑

m=1

g(nm) = max
(n1)∈ψ1(n)

g(n1) = max
(n1)=(n)

g(n1) = g(n).

Пусть m > 1. Тогда, используя (13), (14), (16) и (18), для форму-
лы (11) имеем

Gm(n) = max
ηm∈ψm(n)

(
g(n) +

m−1∑

i=1

g(ni)

)
= g(n) + max

ηm−1∈ψ−

m−1(n)

m−1∑

i=1

g(ni)

= g(n) + max
nm−1∈γ−m−1(n)

max
ηm−1∈ψm−1(nm−1)

(
g(nm−1) +

m−2∑

i=1

g(ni)

)

= g(n) + max
j∈γ−m−1(n)

{
max

ηm−1∈ψm−1(j)

(
g(j) +

m−2∑

i=1

g(ni)

)}

= g(n) + max
j∈γ−m−1(n)

Gm−1(j).

Наконец, принимая во внимание (15) и (17), формулу (10) получаем из
цепочки равенств

Gmax = max
ηM∈ΨM

M∑

m=1

g(nm) = max
n∈ωM

{
max

ηM∈ψM (n)

(
g(n) +

M−1∑

m=1

g(nm)

)}

= max
n∈ωM

GM (n).

Лемма 4 доказана.
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Следствие 1. Элементы n̂1, . . . , n̂M оптимального набора

M̂ = argmax
M

G(M) находятся по следующим рекуррентным формулам:

n̂M = arg max
n∈ωM

GM (n), (19)

n̂m−1 = arg max
n∈γ−m(n̂m)

Gm(n), m =M,M − 1, . . . , 2. (20)

Доказательство. Формула (19) следует непосредственно из (10).
Справедливость (20) покажем по индукции. По определению оптималь-
ного набора имеем

Gmax = G(n̂1, . . . , n̂M ) =

M∑

m=1

g(n̂m). (21)

Предположим, что n̂M , . . . , n̂m найдены по формулам (19)–(20). По-
кажем, что формула (20) справедлива при вычислении n̂m−1.

Из (18), (21) и леммы 4 следует, что

Gmax =
m∑

i=1

g(n̂i) +
M∑

i=m+1

g(n̂i) = Gm(n̂m) +
M∑

i=m+1

g(n̂i),

Gmax =

m−1∑

i=1

g(n̂i) +

M∑

i=m

g(n̂i) = Gm−1(n̂m−1) +

M∑

i=m

g(n̂i).

Отсюда
Gm(n̂m) = Gm−1(n̂m−1) + g(n̂m). (22)

Из (11) формально имеем

Gm(n̂m) = g(n̂m) + max
j∈γ−m−1(n̂m)

Gm−1(j). (23)

Комбинируя (22) и (23), получим Gm−1(n̂m−1) = max
j∈γ−m−1(n̂m)

Gm−1(j). Из

этого равенства следует справедливость формулы (20). Следствие 1 до-
казано.

Таким образом, оптимальное решение задачи 1 можно найти с помо-
щью следующего алгоритма, реализующего схему динамического про-
граммирования. Входами алгоритма являются Y, b, Tmin, Tmax и M .
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Алгоритм A1

Шаг 1. Вычислим значения g(n), n ∈ N , по формуле (8).

Шаг 2. Используя рекуррентные формулы (11), вычислим значе-
ния Gm(n) для каждого n ∈ ωm и m = 1, . . . ,M .

Шаг 3. Найдем значение Gmax максимума целевой функции G по
формуле (10) и оптимальный набор M̂ = {n̂1, . . . , n̂M} по формулам (19)
и (20); выход.

Выходом алгоритма являются значения, зависящие от b, т. е. Gmax =
Gmax(b) и M̂ = M̂(b) = {n̂1(b), . . . , n̂M (b)}.

Теорема 1. Алгоритм A1 находит оптимальное решение задачи 1 за

время O(N(M(Tmax − Tmin + 1) + q)).

Доказательство. Оптимальность решения следует из леммы 4.
Оценим временну́ю сложность алгоритма.

На первом шаге алгоритма требуется O(Nq) операций. Шаг 2 вносит
основной вклад в трудоёмкость. Трудоёмкость этого шага определяет-
ся мощностью множеств ωm и γ−m−1(n), входящих в определение функ-
ции (11). Мощность первого из этих множеств не превосходит N , а мощ-
ность второго не больше Tmax − Tmin + 1. Вычисления по формуле (11)
производятся для каждого m = 1, . . . ,M . Поэтому трудоёмкость шага 2
есть величина O(NM(Tmax −Tmin +1)). Из формул (10), (19) и (20) вид-
но, что на шаге 3 требуется O(M(Tmax − Tmin + 1)) операций. Суммируя
затраты на всех шагах, получим оценку, приведённую в формулировке
теоремы. Теорема 1 доказана.

Замечание 1. В оценке временно́й сложности алгоритма A1 множи-
тели M и (Tmax−Tmin+1) не превосходят N . Поэтому алгоритм полино-
миален по N и по q, а его сложность можно оценить как O(N(N2 + q)).

Изложим алгоритм решения задачи 1-MSSCS-F, в котором использу-
ется алгоритм A1. Входами алгоритма являются Y, Tmin, Tmax и M .

Алгоритм A
Шаг 1. Положим i = 0, MA = ∅, H = −∞.

Шаг 2. Положим i := i+ 1, b = yi.

Шаг 3. Для фиксированного вектора b ∈ Y найдём оптимальное
решение M̂(b) и значение Gmax(b) целевой функции задачи 1 с помощью
алгоритма A1.

Шаг 4. Если H < Gmax(b), то положим bA = b, H = Gmax(b), MA =

M̂(b).
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Шаг 5. Если i < N , то переходим на шаг 2, иначе — к следующему
шагу.

Шаг 6. Вычислим вектор y(MA) = 1
M

∑
n∈MA

yn и значение F (MA)

целевой функции по формуле (3); положим Gmax(bA) = H; выход.

Выходом алгоритма (решением задачи) объявляем набор MA, зна-
чение F (MA), а также векторы y(MA) и bA. Если максимуму Gmax(bA)

соответствует несколько наборов M̂A, то выбираем любой из них.
Суть алгоритма A состоит в решении задачи 1 с помощью алгорит-

ма A1 для каждого вектора последовательности Y и последующего выбо-
ра из найденных решений (наборов) наилучшего набора M̂A, которому
соответствует наибольшее значение Gmax(bA) целевой функции задачи 1.

Для обоснования точности алгоритмического решения потребуется

Лемма 5. Пусть Z — непустое конечное множество векторов из R
q,

а z = 1
|Z|
∑
z∈Z

z — центр этого множества. Если вектор t ∈ R
q удовле-

творяет условиям ‖t − z‖ 6 ‖z − z‖ для любого z ∈ Z, то имеет место

неравенство ∑

z∈Z
‖z − t‖2 6 2

∑

z∈Z
‖z − z‖2.

Справедливость леммы 5 установлена в [3].

Теорема 2. Алгоритм A находит 2-приближённое решение задачи

1-MSSCS-F за время O(N2(M(Tmax − Tmin + 1) + q)). Оценка 2 точности

алгоритма асимптотически достижима.

Доказательство. Пусть M∗ — оптимальное решение задачи
1-MSSCS-F, C∗ = {yn | n ∈ M∗} — подмножество векторов из Y, соот-
ветствующих оптимальному набору M∗, y(M∗) = 1

|M∗|
∑

n∈M∗

yn — центр

подмножества C∗ ⊆ Y, а u = arg min
y∈C∗

‖y − y(M∗)‖ — вектор, ближайший

к центру подмножества C∗.
Согласно пошаговой записи алгоритм находит вектор

bA = argmax
b∈Y

Gmax(b) (24)

из множества Y, набор MA = M̂(bA) = {n̂1(bA), . . . , n̂M (bA)}, вектор
y(MA), значение F (MA) целевой функции задачи 1-MSSCS-F, а также
максимум

Gmax(bA) =
∑

n∈MA

{2(yn, bA)−‖bA‖2} = max
b∈Y

max
M

∑

n∈M
{2(yn, b)−‖b‖2} (25)
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функции Gmax(b), b ∈ Y.
Справедливость утверждения теоремы 2 вытекает из следующей це-

почки равенств и неравенств:

F (MA) =
∑

n∈MA

‖yn − y(MA)‖2 +
∑

n∈N\MA

‖yn‖2

6(1)

∑

n∈MA

‖yn−bA‖2+
∑

n∈N\MA

‖yn‖2 =
∑

n∈N
‖yn‖2−

∑

n∈MA

{2(yn, bA)−‖bA‖2}

=(2)

∑

n∈N
‖yn‖2 −max

b∈Y
max
M

∑

n∈M
{2(yn, b)− ‖b‖2}

=(3) min
b∈Y

min
M

( ∑

n∈N
‖yn‖2 −

∑

n∈M
{2(yn, b)− ‖b‖2}

)

= min
b∈Y

min
M

( ∑

n∈M
‖yn−b‖2+

∑

n∈N\M
‖yn‖2

)
6(4)

∑

n∈M∗

‖yn−u‖2+
∑

n∈N\M∗

‖yn‖2

6(5) 2
∑

n∈M∗

‖yn − y(M∗)‖2 +
∑

n∈N\M∗

‖yn‖2

6 2
( ∑

n∈M∗

‖yn − y(M∗)‖2 +
∑

n∈N\M∗

‖yn‖2
)
= 2F (M∗). (26)

В этой цепочке справедливость непомеченных знаков равенств и нера-
венств очевидна. Неравенство 1 справедливо, так как для любого конеч-
ного множества Z векторов из R

q (в частности, для Z = {yn | n ∈ MA})
минимум суммы квадратов

∑
z∈Z

‖z − c‖2 по c достигается в точке c =

z(Z) = 1
|Z|
∑
z∈Z

z (т. е. в точке c = y(MA)). Равенство 2 следует из теоре-

мы 1 и формул (24), (25). Равенство 3 справедливо, так как
∑
n∈N

‖yn‖2 —

константа. Неравенство 4 следует из того, что подмножество M∗ и век-
тор u ∈ Y — допустимое решение задачи min

b∈Y
min
M

(·). Справедливость

неравенства 5 вытекает из леммы 5.
Таким образом, из (26) следует, что F (MA)/F (M∗) 6 2, т. е. алго-

ритм A находит 2-приближённое решение.
Покажем, что оценка 2 точности алгоритма асимптотически дости-

жима. Для этого приведём пример, показывающий существование таких
входных данных задачи, для которых отношение F (MA)/F (M∗) может
быть сколь угодно близко к 2.

Пусть q = 2, N = 4, M = 2, Tmin = 1, Tmax = 3, Y = (y1, y2, y3, y4), где
y1 = (0, 0), y2 = (0, 1), y3 = (1, 0), y4 = (α, 0) и α < −1.
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Легко видеть, что в этом примере оптимальным решением задачи
1-MSSCS-F является набор M∗ = {2, 4}, которому соответствуют векто-
ры y2 и y4 последовательности Y, причём F (M∗) = 3+α2

2 .
После несложных вычислений с использованием рекуррентных фор-

мул (19), (20), (10), (11) динамического программирования и формул
(24), (25) устанавливаем, что максимуму Gmax(bA) = 0 соответствует

пять равноправных алгоритмических решений M(1)
A = {1, 2}, M(2)

A =

{1, 3}, M(3)
A = {1, 4}, M(4)

A = {2, 3}, M(5)
A = {2, 4}. Для этих решений

имеем следующие значения целевой функции F :

F
(
M(1)

A

)
= F

(
M(2)

A

)
=

3

2
+ α2,

F
(
M(3)

A

)
= 2 +

α2

2
, F

(
M(4)

A

)
= 1 + α2, F

(
M(5)

A

)
=

3 + α2

2
.

Отношение
F
(
M(1)

A

)

F
(
M∗)

=
F
(
M(2)

A

)

F
(
M∗) =

3 + 2α2

3 + α2

может быть сколь угодно близко к 2 при α→ −∞, т. е. оценка 2 точности
алгоритма асимптотически достижима.

Оценим временну́ю сложность алгоритма. Время вычислений опре-
деляется трудоёмкостью шага 3. На этом шаге N раз решается вспо-
могательная задача 1 с помощью алгоритма A1, трудоёмкость которого
оценена в теореме 1. Отсюда следует оценка сложности. Теорема 2 дока-
зана.

Замечание 2. В оценке временно́й сложности алгоритма A множи-
тели M и (Tmax − Tmin + 1) не превосходят N . Поэтому алгоритм поли-
номиален по N и q, а его сложность можно оценить как O(N2(N2 + q)).

Остаётся заметить, что алгоритм можно применять и для решения
обобщения задачи на случай, когда центр одного из кластеров зафик-
сирован не в нуле, а в произвольной заданной точке (векторе) евклидо-
ва пространства. Действительно, в этом случае достаточно переместить
начало координат в заданную точку, пересчитать координаты векторов
и применить изложенный алгоритм.

Заключение

Обоснован 2-приближённый полиномиальный алгоритм для решения
NP-трудной в сильном смысле задачи разбиения последовательности на
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два кластера, которая индуцируется, в частности, оптимизационной мо-
делью одной из актуальных проблем анализа данных.

Рассмотренная задача относится к числу практически неизученных
в алгоритмическом плане. Поэтому исследование вопросов её аппрокси-
мируемости, а также обоснование алгоритмов другого типа (асимптоти-
чески точных, рандомизированных и др.) для её решения представляется
делом ближайшей перспективы.

Важным направлением исследований является поиск подклассов этой
задачи, для которых возможно построение полностью полиномиальной
приближённой схемы, а также точного полиномиального и псевдополи-
номиального алгоритмов.
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