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Аннотация. Изучаются векторы разнообразия шаров (i-я компо-
нента вектора равна числу различных шаров радиуса i) для обыкно-
венных связных графов. Решена проблема характеризации векторов
разнообразия шаров графов малого диаметра.
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Введение

Пусть τi(G) — число всех различных шаров радиуса i в метрическом
пространстве обыкновенного связного графа G с обычным расстояни-
ем между вершинами (т. е. длиной кратчайшей цепи, соединяющей эти
вершины).

Определение 1 [5, 6]. Вектор τ(G) = (τ0(G), τ1(G), . . . , τd(G)), где
d = d(G) — диаметр графа G, называется вектором разнообразия шаров

графа G.

Векторы такого вида впервые рассмотрены в [1], где предложено изу-
чать строение графов как дискретных метрических пространств через
разнообразие и пересекаемость метрических шаров, содержащихся в гра-
фе (см. также [2]). При таком подходе естественно формулируется задача
характеризации векторов разнообразия шаров графов.

Определение 2. Вектор τ = (τ0, τ1, . . . , τd), составленный из целых
неотрицательных чисел, называется графическим разнообразием шаров,
если существует граф G такой, что τ(G) = τ . Этот граф называется
графической реализацией вектора τ .

Задача описания векторов разнообразия шаров решена в [6] для де-
ревьев, а в общем случае для графов остаётся открытой. В [7] детально
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исследовались компоненты вектора разнообразия шаров и соотношения
между ними в графах (деревьях) с дополнительными ограничениями на
число вершин и диаметр. В частности, получены необходимые и доста-
точные условия реализуемости целочисленных векторов специального
вида графическим разнообразием шаров. В [7, 9] изучены n-вершинные
графы с локальным t-разнообразием шаров, т. е. графы, имеющие n раз-
личных шаров радиуса i для любого i 6 t. Вектор разнообразия шаров
этих графов имеет вид (τ0, τ1, . . . , τd), где τ0 = τ1 = . . . = τt. Установлены
все возможные значения таких параметров τ0, d и t.

В [3] найден богатый класс целочисленных векторов, являющихся
графическим разнообразием шаров. В [7, 8] установлены точные верхние
и точные нижние оценки числа различных шаров радиуса i в n-вершин-
ных графах диаметра d. Эти оценки дают широкий класс целочисленных
векторов, не являющихся графическим разнообразием шаров. Кроме то-
го, для графического разнообразия шаров (τ0, τ1, . . . , τd) результаты из
[10] показывают нетривиальные взаимосвязи его компонент τi, принима-
ющих наибольшие возможные значения. В настоящей работе описыва-
ются векторы разнообразия шаров для графов малого диаметра.

В статье рассматриваются конечные обыкновенные связные графы
и используются общепринятые понятия и обозначения теории графов [11].
Пусть V (G) — множество вершин графа G, E(G) — множество рёбер,
ρG(x, y) — обычное расстояние между вершинами x и y, degG x — степень
вершины x, BG

i (x) — шар радиуса i с центром в вершине x ∈ V (G) отно-
сительно метрики ρG. В приведённых выше обозначениях будем опускать
индекс G, если понятно, о каком графе G идёт речь, и для краткости
вместо x ∈ V (G) будем писать x ∈ G. Как обычно, через Pn обозначена
n-вершинная простая цепь и через Kn — полный n-вершинный граф.

1. Предварительные сведения

В [6] введён вектор ∆d =
(
∆d

0,∆
d
1, . . . ,∆

d
d

)
, где

∆d
i =





d+ 1, если 0 6 i 6 ⌊d/2⌋ ,
2(d− i) + 1, если ⌊d/2⌋ < i < d,
1, если i > d,

и вычислен вектор разнообразия шаров простой цепи.

Лемма 1 [6]. Пусть P — простая цепь длины d. Тогда вектор разно-

образия шаров цепи P равен ∆d =
(
∆d

0,∆
d
1, . . . ,∆

d
d

)
.
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Нам потребуются точные верхние оценки τi и точные нижние оцен-
ки τi числа различных шаров радиуса i в n-вершинных графах диамет-
ра d (n > d+ 1 > 2 или n = d+ 1 = 1).

Теорема 1 [7, 8]. Для произвольного n-вершинного графа G диамет-

ра d справедливы неравенства τi 6 τi(G) 6 τi, где

τi =





n, если i = 0,
∆d
i , если 1 6 i < d,

1, если i > d,

τi =





n, если 0 6 i < d и i 6 max{⌊d/2⌋ , s},
3(d− i) + 1, если ⌊d/2⌋ < s < i < d,
n+ d+ ⌊d/2⌋ − 3i, если s 6 ⌊d/2⌋ < i 6 ⌊d/2⌋+ s и i < d,
2(d− i) + 1, если ⌊d/2⌋+ s < i < d,
1, если i > d,

s = n− d− 1.

В статье используем графы Hn, d, t [7]. Пусть n > d+1+ t и 0 < t < d.
Рассмотрим k и r такие, что n = d + 1 + kt + r, k > 1, 0 6 r < t.
Пусть P — простая цепь с концами a, b длины d, через ai обозначим её
вершину такую, что ρP (a, ai) = i и 0 6 i 6 d. Добавим к P простые цепи
P1, . . . , Pk длины t + 1 такие, что a0, at+1 — концевые вершины каждой
из этих цепей и

V (Pq) ∩ V (Pl) = V (Pq) ∩ V (P ) = {a0, at+1} при q 6= l.

Если r > 0, то к полученному гра-
фу H добавим простую цепь P0

длины r + 1 с концевыми верши-
нами a0, ar такую, что V (P0) ∩
V (H) = {a0, ar}. При r = 0 к
H ничего не добавляем. Получен-
ный граф естьHn, d, t (рис. 1). Оче-
видно, что Hn, d, t — n-вершинный
граф диаметра d.

a = a0 r + 1

t+ 1

t+ 1
...

P0

P1

Pk

ar at+1 b

Рис. 1. Граф Hn, d, t

Утверждение 1 [7, 10]. Пусть n > d + 1 + t и 0 < t < d. Тог-

да τ(Hn, d, t) =
(
n, . . . , n,∆d

t+1,∆
d
t+2, . . . ,∆

d
d

)
.
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2. Графы малого диаметра

Лемма 2. (i) Если вектор (τ0, τ1, . . . , τd) является графическим раз-

нообразием шаров, то

τ0 > . . . > τi > τi+1 > . . . > τd = 1. (1)

(ii) Если u, v — вершины графа G и BG
i (u) = BG

i (v), то BG
i+1(u) =

BG
i+1(v).

Доказательство. Докажем утверждение (ii). Предположим, что
существует вершина x ∈ BG

i+1(u)\BG
i+1(v). Тогда ρG(x, u) 6 i+1 и можно

найти вершину y такую, что

y =

{
x, если ρG(x, u) 6 i,
z, если ρG(x, u) = ρG(x, z) + ρG(z, u) = i+ 1 и ρG(z, u) = i.

Очевидно, что y ∈ BG
i (u) \BG

i (v). Утверждение (ii) доказано.
Пусть граф G — графическая реализация вектора (τ0, τ1, . . . , τd). Так

как d = d(G), имеем τd = 1. Из (ii) получаем неравенство τi > τi+1.
Лемма 2 доказана.

v1 v vk

v2

u

(a)

. . .

(b)

v1 v2 . . . vk−1vk

u v

Рис. 2. (a) волан Vk(u, v), k > 0,
(b) граф, содержащий волан

Определение 3 [4]. Граф Vk(u, v),
изображённый на рис. 2(а), называет-
ся воланом на вершинах u, v. Граф G
имеет волан, если в G есть подграф
Vk(u, v) и degG u = degG v = k + 1
(рис. 2(b)).

Замечание. В произвольном гра-
фе G шары радиуса 1 с различными
центрами u, v совпадают тогда и толь-
ко тогда, когда G имеет волан на u, v.

Лемма 3. Пусть d > 2 и τ0 > τ1. Тогда вектор (τ0, τ1, τ2, . . . , τd)
является графическим разнообразием шаров тогда и только тогда, когда

(τ1, τ1, τ2, . . . , τd) — графическое разнообразие шаров.

Доказательство. Докажем индукцией по τ0 − τ1 > 0, что если
(τ0, τ1, τ2, . . . , τd) — графическое разнообразие шаров, то таким же яв-
ляется и вектор (τ1, τ1, τ2, . . . , τd). Это так при τ0 = τ1. Пусть τ0 > τ1
и τ(G) = (τ0, τ1, . . . , τd) для графа G. Тогда в графе G совпадают шары
радиуса 1 для некоторых различных вершин u, v ∈ G, и по замечанию 1
граф G имеет волан на u, v (см. рис. 2(b)). В силу леммы 2(ii) получаем

BG
i (u) = BG

i (v) ∀ i > 1. (2)
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Определим граф H = G \ u. Ясно, что H — связный изометричный
подграф графа G. Используя очевидное равенство ρG(x, u) = ρG(x, v)
для любой вершины x ∈ G \ {u, v}, условие d > 2 и свойство изометрич-
ности, нетрудно доказать, что d(H) = d и

(
BH
i (x) = BH

i (y) ⇔ BG
i (x) = BG

i (y)
)

∀x, y ∈ H. (3)

Пусть i > 1 и z1 = v, z2, . . . , zτi — центры всех различных шаров радиу-
са i в графе G. В силу (2) имеем u 6∈ {z1, . . . , zτi}. Теперь из (3) следует,
что z1, z2, . . . , zτi — центры всех различных шаров радиуса i в графе H.
Таким образом, τ(H) = (τ0− 1, τ1, τ2, . . . , τd). По индукционному предпо-
ложению вектор (τ1, τ1, τ2, . . . , τd) является графическим разнообразием
шаров.

Докажем обратное утверждение. Пусть τ(H) = (τ1, τ1, τ2, . . . , τd), при-
чём τ0 > τ1. Рассмотрим произвольную вершину v графа H и все её
смежные вершины v1, . . . , vk. Добавим к графу H новую вершину u и со-
единим её ребрами с v, v1, . . . , vk. Полученный граф обозначим через G.
Очевидно, что H = G \ u и G имеет волан на u, v (см. рис. 2(b)). По
доказанному имеем τ(G) = (τ1 + 1, τ1, τ2, . . . , τd). Продолжая такой про-
цесс добавления вершин, получим граф с вектором разнообразия шаров
(τ0, τ1, τ2, . . . , τd). Лемма 3 доказана.

Пусть граф G имеет вершину v степени 2. Рассмотрим различные
вершины v1, v2, смежные с v. Определим граф Gv следующим образом.
Пусть u 6∈ V (G). Полагаем

V (Gv) = V (G) ∪ {u}, E(Gv) = E(G) ∪ {v1u, v2u}.

В дальнейшем треугольник графа, имеющий две вершины степени 2,
будем называть висячим треугольником.

Лемма 4. Пусть граф G имеет вершину v степени 2, d > 2 и τ(G) =
(τ0, τ1, τ2, . . . , τd). Тогда

(i) τ(Gv) = (τ0 + 1, τ1 + 1, τ2, . . . , τd), если граф G не имеет висячего

треугольника, содержащего вершину v;
(ii) τ(Gv) = (τ0+1, τ1+2, τ2, . . . , τd), если в графе G существует вися-

чий треугольник с вершиной v.

Доказательство. Пусть τ(Gv) = (τ ′0, τ
′
1, . . . , τ

′
d′). Из вида Gv имеем

τ ′0 = τ0 + 1,

ρGv(x, u) = ρGv(x, v) ∀x ∈ G \ {v}, (4)

BGv

1 (u) 6= BGv

1 (x) ∀x ∈ G, (5)
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и BGv

2 (u) = BGv

2 (v). По лемме 2(ii) получаем

BGv

i (u) = BGv

i (v) ∀ i > 2. (6)

Поскольку G является изометричным подграфом графа Gv, имеем

ρGv(x, y) = ρG(x, y) ∀x, y ∈ G. (7)

В силу (4), (7) и условия d > 2 получаем d = d′. Из (7) имеем

BG
i (x) ⊆ BGv

i (x) ⊆ BG
i (x) ∪ {u} ∀x ∈ G. (8)

Если x, y ∈ G \ {v} и BG
i (x) = BG

i (y), то из (4) и (7) следует, что

u ∈ BGv

i (x) ⇔ ρG(x, v) 6 i⇔ v ∈ BG
i (y) ⇔ ρGv(y, u) 6 i⇔ u ∈ BGv

i (y).

Учитывая (8), заключаем, что

(
BG
i (x) = BG

i (y) ⇔ BGv

i (x) = BGv

i (y)
)

∀x, y ∈ G \ {v}. (9)

Покажем, что

(
BG
j (x) = BG

j (v) ⇔ BGv

j (x) = BGv

j (v)
)

∀x ∈ G \ {v}, ∀ j > 2. (10)

Действительно, пусть BG
j (x) = BG

j (v). Так как j > 2, то u ∈ BGv

j (v).
Используя (4) и (7), получаем ρGv(x, u) = ρGv(x, v) = ρG(x, v) 6 j. Сле-
довательно, u ∈ BGv

j (x). В силу (8) имеем BGv

j (x) = BGv

j (v). Обратное
очевидно.

Используя утверждения (6), (9) и (10), нетрудно доказать, что τ ′i = τi
при i > 2.

Выясним теперь соотношение между τ1 и τ ′1. Пусть v1, v2 — различные
вершины, смежные с v. Используя вид Gv и замечание 1, получаем

∀x ∈ G \ {v} BGv

1 (v) 6= BGv

1 (x)

и BG
1 (v) = BG

1 (x) ⇔ ∃i (x = vi, degG x = 2, ρG(v1, v2) = 1). (11)

Последнее условие из эквивалентности в (11) в точности означает су-
ществование в графе G висячего треугольника, содержащего вершину v.
Пусть z1 = v, z2, . . . , zτ1 — центры всех различных шаров радиуса 1 в гра-
фе G. Тогда zi ∈ G \ {v} при i > 2, и в силу (5), (9) и (11) в графе Gv
шары радиуса 1 с центрами z1, z2, . . . , zτ1 , u также будут различными.
Предположим, что в графе Gv есть шар BGv

1 (z), z ∈ Gv, отличный от
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шаров радиуса 1 с центрами z1, z2, . . . , zτ1 , u. Тогда z 6= u и z 6= v. Следо-
вательно, z ∈ G \ {v} и BG

1 (z) = BG
1 (zk) для некоторого k. Если zk 6= v,

то BGv

1 (z) = BGv

1 (zk) в силу (9), пришли к противоречию. Значит, zk = v
и BG

1 (z) = BG
1 (v). В силу (11) в графе G существует висячий треуголь-

ник, содержащий вершины z и v, причем degG z = 2.

Случай 1. Пусть граф G не имеет висячего треугольника, содержа-
щего вершину v. По доказанному в графе G нет шара радиуса 1, отлич-
ного от шаров с центрами z1, z2, . . . , zτ1 , u. Следовательно, τ ′1 = τ1 + 1.

Случай 2. Пусть граф G имеет висячий треугольник, содержащий
вершину v. Так как degG v = 2, в графе G имеется единственный ви-
сячий треугольник, содержащий v. Он образован на вершинах v1, v2, v.
Поскольку d > 2, для некоторых i, j имеем degG vi = 2 и degG vj > 3.
В силу (11) получаем BG

1 (v) = BG
1 (vi). Поэтому vi 6∈ {z1, z2, . . . , zτ1 , u}.

Используя замечание 1, нетрудно проверить, что BGv

1 (vi) 6= BGv

1 (x) для
любой вершины x ∈ Gv \ {vi}. Таким образом, по доказанному вершины
z1, z2, . . . , zτ1 , u, vi являются центрами всех различных шаров радиуса 1
графа Gv. Стало быть τ ′1 = τ1 + 2. Лемма 4 доказана.

В следующей теореме получено явное описание графических разно-
образий шаров (τ0, τ1, . . . , τd) при d 6 3.

Теорема 2 (критерий графичности разнообразия шаров). Вектор

(τ0, τ1, . . . , τd) при d 6 3 является графическим разнообразием шаров

тогда и только тогда, когда τ0 > . . . > τi > τi+1 > . . . > τd = 1 и

(i) τ0 > 2 при d = 1;

(ii) τ1 > 3 при d = 2;

(iii) при d = 3 справедливо неравенство τ2 > 3, а соотношения

3 6 τ1 = τ2 6 5 и τ1 = τ2 + 1 = 5 не выполняются.

Доказательство. Пусть (τ0, τ1, . . . , τd) — графическое разнообразие
шаров и граф G — его графическая реализация. По лемме 2(i) выполня-
ется система неравенств (1).

При d = 0 из (1) имеем τ0 = 1. Кроме того, τ(K1) = (1).
Пусть d = 1. Тогда d(G) = 1. Следовательно, граф G изоморфен Kτ0 ,

причём τ0 > 2. Обратно, при τ0 > 2 и τ1 = 1 получаем τ(Kτ0) = (τ0, τ1).
Докажем утверждение при d = 2. В силу леммы 3 достаточно огра-

ничиться случаем τ0 = τ1. Тогда τ1 > ∆d
1 = 3 по теореме 1. Обратно, при

τ1 = 3 по лемме 1 имеем τ(P3) = (3, 3, 1), а при τ1 > 4 в силу утвержде-
ния 1 получаем τ(Hτ1, 2, 1) = (τ1, τ1, 1).

Пусть d = 3. Не уменьшая общности, в силу леммы 3 будем считать,
что τ0 = τ1. Из теоремы 1 получаем τ1 > ∆d

1 = 4 и τ2 > ∆d
2 = 3, причём
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если τ1 6 5, то τ2 6 3. Таким образом, справедливы требуемые соотно-
шения из (iii). Теперь построим графы, реализующие все такие векторы
(τ1, τ1, τ2, τ3).

Если τ2 = 3, то τ(P4) = (4, 4, 3, 1) по лемме 1 и при любом τ1 > 5
имеем τ(Hτ1, 3, 1) = (τ1, τ1, 3, 1) по утверждению 1. Пусть τ2 > 4. Тогда
τ1 > 6.

G1 G2

v

G3

v

Рис. 3. Графы G1, G2, G3

Случай 1: τ2 = 4. Нетрудно вычис-
лить, используя замечание 1, вектор
разнообразия шаров графов G1 и G2

(рис. 3). Получаем τ(G1) = (6, 6, 4, 1)
и τ(G2) = (7, 7, 4, 1). Граф G2 име-
ет вершину v степени 2, не входя-
щую в треугольник. По лемме 4 вектор
(τ1, τ1, 4, 1) является графическим раз-
нообразием шаров при любом τ1 > 6.

Случай 2: τ2 = 5. Аналогично случаю 1 вычислим вектор τ(G3) =
(6, 6, 5, 1) для графа G3 (см. рис. 3). По лемме 4 вектор (τ1, τ1, 5, 1) —
графическое разнообразие шаров для любого τ1 > 6.

Случай 3: τ2 > 6. Тогда τ(Hτ2, 3, 2) = (τ2, τ2, τ2, 1) по утверждению 1.
Граф Hτ2, 3, 2 имеет вершину степени 2, не входящую в треугольник. То-
гда для любого τ1 > τ2 вектор (τ1, τ1, τ2, 1) является графическим разно-
образием шаров по лемме 4. Теорема 2 доказана.
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