
ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ
Март—апрель 2014. Том 21, № 2. C. 24–32

УДК 519.175.3

ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ ПОМЕЧЕННЫХ

ПОЛНОБЛОЧНО-КАКТУСНЫХ ГРАФОВ

В. А. Воблый, А. К. Мелешко

Аннотация. Получены точные и асимптотические формулы для
числа помеченных полноблочно-кактусных графов, а также для чис-
ла помеченных эйлеровых полноблочно-кактусных графов с задан-
ным количеством вершин.
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Кактусом называется связный граф, в котором нет рёбер, лежа-
щих более чем на одном простом цикле [7, с. 93]. Все блоки кактуса —
рёбра или циклы. Кактусы раньше назывались деревьями Хусими. Пол-

ноблочным графом называется граф, у которого все блоки — полные гра-
фы. Он называется также графом Хусими или блок-графом [13]. Граф
полноблочно-кактусный, если у него все блоки или полные графы, или
циклы [14].

Класс полноблочно-кактусных графов — естественное расширение
классов кактусов и полноблочных графов. Графы из этого класса обла-
дают многими интересными свойствами [12, 14, 15]. Ряд задач алгоритми-
ческой теории графов, как, например, задача k-доминирования, являю-
щихся в общем случае NP-полными задачами, могут быть решены в клас-
се полноблочно-кактусных графов полиномиальными алгоритмами [12].
Помеченные кактусы и полноблочные графы перечислены в [10, 11]. Кро-
ме того, в [2, 3] перечислены помеченные эйлеровы кактусы и эйлеровы
полноблочные графы.

В статье выводятся точные и асимптотические формулы числа по-
меченных полноблочно-кактусных графов, а также числа помеченных
эйлеровых полноблочно-кактусных графов.

Теорема 1. Пусть Fn — число помеченных полноблочно-кактусных

c© 2014 Воблый В. А., Мелешко А. К.



Перечисление помеченных полноблочно-кактусных графов 25Перечисление помеченных полноблочно-кактусных графов 25Перечисление помеченных полноблочно-кактусных графов 25

графов с n вершинами. При n > 4 верна формула

Fn =
1

n
Pn−1(n) + (n− 1)!

[n−1
3

]∑

p=1

n−3p−1∑

i=0

(
n− i− 2p− 2

p− 1

)
Pi(n)n

p−1

2pp!i!
, (1)

где Pi(x) — многочлен Белла одной переменной [8].

Доказательство. Отметим, что множества полноблочных графов
и кактусов имеют непустое пересечение, так как деревья и кактусы, у ко-
торых все блоки — рёбра или треугольники, являются одновременно
полноблочными графами и кактусами. Пусть Cn — число помеченных
связных графов с n вершинами, а Bn — число помеченных блоков с n

вершинами. Введём производящую функцию B(z) =
∞∑
n=3

Bn
zn

n! . В [1] до-

казано, что Cn = (n−1)!
n [zn−1] exp(nB′(z)).

Обозначая через B(z) экспоненциальную производящую функцию
для числа блоков помеченных полноблочно-кактусных графов, получим

Fn =
(n− 1)!

n
[zn−1] exp(nB

′
(z)) =

(n− 1)!

n
[z−1] exp(nB

′
(z))z−n.

Так как у полноблочно-кактусного графа все блоки или полные графы,
или циклы, а число помеченных циклов с n вершинами равно (n− 1)!/2,
имеем

B(z) =

∞∑

n=2

zn

n!
+

∞∑

n=4

1

2
(n− 1)!

zn

n!
,

B
′
(z) =

∞∑

n=1

zn

n!
+

∞∑

n=3

1

2
zn = ez − 1 +

z3

2(1− z)
.

Следовательно,

Fn =
(n− 1)!

n
[z−1] exp(n(ez − 1)) exp

(
nz3

2(1− z)

)
z−n. (2)

Многочлен Белла одной переменной определяется через числа Стирлин-
га 2-го рода и имеет следующую производящую функцию:

Pn(x) =
n∑

k=0

S(n, k)xk, exp(x(ez − 1)) =
∞∑

i=0

Pi(x)
zi

i!
.

Таким образом, разлагая вторую экспоненту в степенной ряд, найдём

Fn =
(n− 1)!

n
[z−1]
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Pi(n)
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С помощью известного ряда [5, с. 141]

(1− z)−p =
∞∑

r=0

(
r + p− 1

p− 1

)
zr (3)

получим

Fn =
Pn−1(n)

n
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.

Учитывая, что биномиальный коэффициент при p − 1 > n − i − 2p − 2
обращается в нуль, завершим доказательство теоремы.

Заметим, что первое слагаемое в (1) равно числу помеченных пол-
ноблочных графов [13].

Лемма 1. Граф эйлеров только тогда, когда каждый его блок —

эйлеров граф.

Доказательство. Если все блоки графа — эйлеровы графы, т. е.
их вершины имеют чётные степени, то и сам граф имеет все вершины
с чётными степенями, так как при склейке в точке сочленения двух вер-
шин блоков с чётными степенями получится вершина с чётной степенью.

Докажем теперь, что если граф эйлеров, то и все его блоки — эйлеро-
вы графы. Используем индукцию по числу блоков. Пусть граф состоит
из двух блоков, тогда он имеет только одну точку сочленения [4, с. 111].
Но в силу леммы о рукопожатиях граф не может иметь только одну вер-
шину нечётной степени. Таким образом, для графа, состоящего из двух
блоков, лемма верна.

Допустим теперь, что лемма верна для графа, состоящего из k бло-
ков, k > 1, и докажем, что она верна для графа, состоящего из k + 1
блоков. Известно, что в любом связном графе, состоящем из нескольких
блоков, существует концевой блок, который имеет только одну точку со-
членения [6, с. 92]. После отсоединения такого блока от графа вершина,
ранее склеенная с точкой сочленения, не может иметь нечётной степени,
так как она была бы единственной вершиной с нечётной степенью в гра-
фе, что противоречит лемме о рукопожатиях. Следовательно, концевой
блок, а также часть графа, оставшаяся после отсоединения концевого
блока, имеют все вершины с чётными степенями. В силу предположения
индукции, все блоки этой части графа имеют только вершины чётной
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степени. Поэтому и весь граф состоит из блоков с чётными степенями
вершин. Лемма 1 доказана.

Теорема 2. Пусть EFn — число помеченных эйлеровых полноблоч-

но-кактусных графов с n вершинами. При n > 4 верна формула

EFn =
1

n
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)
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)
,

где Pi(x) — многочлен Белла одной переменной.

Доказательство. Отметим, что первое слагаемое в формуле
для EFn равно числу помеченных эйлеровых полноблочных графов [3].

Так как у эйлеровых полноблочно-кактусных графов нет блоков, со-
стоящих из одного ребра [2], а все блоки-полные графы имеют нечётное
числом вершин, получим

B(z) =
∞∑

n=2

z2n−1

(2n− 1)!
+
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1

2
(n− 1)!
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,
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.

Следовательно,

EFn =
(n− 1)!

n
[z−1] exp

(
n

(
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))
z−n, (4)

EFn =
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n
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2

)
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2

)
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(
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)
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Применяя производящую функцию для многочленов Белла одной пере-
менной и разлагая третью экспоненту в степенной ряд, найдём

EFn =
(n− 1)!

n
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Используя соотношение (3), имеем
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Учитывая, что биномиальный коэфициент при l − 1 > n− k − r − 2l − 2
обращается в нуль, получим требуемое утверждение. Теорема 2 доказана.

Теорема 3. Для числа Fn помеченных полноблочно-кактусных гра-

фов с n вершинами при n→ ∞ верна асимптотическая формула

Fn ∼ c1n
−5/2an1n!,

где c1 ≈ 0.1178070871, a1 ≈ 4.261224133.

Доказательство. Используем теорему Флажоле — Седжвика [9,
теорема VIII.8]. Обозначим

F (N,n) = [zN ]{a(z)(b(z))n} =
1

2πi

∮
a(z)(b(z))n

dz

zN+1
.

Tеорема Флажоле — Седжвика [9]. Пусть функции a(z) и b(z)
удовлетворяют следующим условиям:

(i) функции a(z) =
∑
j>0

ajz
j и b(z) =

∑
j>0

bjz
j аналитические в точке

z = 0 и имеют неотрицательные коэффициенты, кроме того, b(0) 6= 0;

(ii) НОД{j | bj > 0} = 1;

(iii) если R 6 ∞ — радиус сходимости b(z), то радиус сходимости a(z)
не меньше R.

Пусть T = lim
x→R−0

xb′(x)
b(x) , 0 < λ < T , r — единственный положительный

корень уравнения r b
′(r)
b(r) = λ, и пусть σ = d2

dr2
(ln b(r)− λ ln r).

Тогда для целого N = λn при n → ∞ и N → ∞ верна асимптотиче-

ская формула

F (N,n) ∼ a(r)
(b(r))n

rN+1
√
2πnσ

.
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В нашем случае в силу формулы (2) имеем

Fn =
(n− 1)!

n
[zn]

{
z

(
exp

(
ez − 1 +

z3

2(1− z)

)n)}
=

(n− 1)!

n
F (N,n),

где N = n, λ = 1, a(z) = z, b(z) = exp
(
ez − 1 + z3

2(1−z)

)
.

Так как ряд для B(z) сходится при |z| < 1, оператор формального
вычета является контурным интегралом. Очевидно, что функции a(z)
и b(z) аналитические в точке z = 0 и b(0) = e−1. Функция b(z) имеет
положительные коэффициенты, поскольку b(z) = exp(B(z)) и B(z) —
производящая функция для числа помеченных блоков частного вида.
В силу того, что b2 > 0 , b3 > 0, имеем НОД{j | bj > 0} = 1. Так как
z = 1 — ближайшая к началу координат особая точка b(z), радиус схо-
димости R функции b(z) равен 1. Очевидно, что a(z) имеет бесконечный
радиус сходимости. Таким образом, условия (i)–(iii) теоремы Флажоле —
Седжвика выполнены.

Найдём

T = lim
x→1−0

xb′(x)

b(x)
= lim

x→1−0
exp

(
ez − 1 +

z3

2(1− z)

)
= +∞, 0 < λ < T.

В нашем случае уравнение r b
′(r)
b(r) = λ имеет вид r

(
er+ 3r2−2r3

2(1−r)2

)
= 1. Решая

это уравнение с помощью Maple, находим его единственный положитель-
ный корень r ≈ 0.4457376225. Вычисляя величину

σ =

(
b′(r)

b(r)

)′

+
λ

r2
=

(
er +

3r2 − 2r3

2(1− r)2

)′

+
1

r2
= er +

r3 − 3r2 + 3r

(1− r)3
+

1

r2
,

получим σ ≈ 11.46772568. Также с помощью Maple вычислим

c1 =
a(r)

r
√
2πσ

=
1√
2πσ

≈ 0.1178070871, a1 =
b(r)

r
≈ 4.261224133.

Таким образом, при n→ ∞ имеем асимптотику

Can =
(n− 1)!

n
F (N,n) ∼ (n− 1)!

n

1√
2πσ

n−1/2

(
b(r)

r

)n

∼ n!c1n
−5/2an1 .

Теорема 3 доказана.

Следствие 1. Почти все помеченные полноблочно-кактусные графы

не являются кактусами.
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Доказательство. Известно [1, теорема 2], что для числа Can по-
меченных кактусов с n вершинами при n → ∞ верна асимптотическая
формула Can ∼ cn−5/2ann!, где c ≈ 0.1201498132, a ≈ 4.188654598. Сле-
довательно, в силу теоремы 3 имеем

lim
n→∞

Can
Fn

= lim
n→∞

cn−5/2an

c1n−5/2an1
= lim

n→∞

c

c1

(
a

a1

)n

= 0,

т. е. асимптотически почти все помеченные полноблочно-кактусные гра-
фы не кактусы.

Теорема 4. Для числа EFn помеченных эйлеровых полноблочно-

кактусных графов с n вершинами при n → ∞ верна асимптотическая

формула

EFn ∼ c2n
−5/2an2n!,

где c2 ≈ 0.1077647029, a2 ≈ 2.551467441.

Доказательство. Воспользуемся опять теоремой Флажоле — Сед-
жвика. Формулу (4) можно представить в виде EFn = (n−1)!

n F (N,n), где

N = n, λ = 1, a(z) = z, b(z) = exp
(
ch z − 1 + z3

2(1−z)

)
. Функции a(z)

и b(z) аналитические в точке z = 0, и b(0) = 1. Радиус сходимости b(z)
равен 1. Повторяя рассуждения доказательства теоремы 3, видим, что
условия (i)–(iii) теоремы Флажоле — Седжвика выполнены. Найдём

T = lim
x→1−0

xb′(x)

b(x)
= lim

x→1−0
x

(
exp

(
shx+

3x2 − 2x3

2(1− x)2

))
= +∞ , 0 < λ < T.

Уравнение r b
′(r)
b(r) = λ имеет вид r

(
sh r+ 3r2−2r3

2(1−r)2

)
= 1. Решая его с помо-

щью Maple, находим единственный положительный корень
r ≈ 0.5372618604, лежащий в круге сходимости b(z). Вычисляя величину

σ =

(
b′(r)

b(r)

)′

+
λ

r2
=

(
sh r+

3r2 − 2r3

2(1− r)2

)′

+
1

r2
= ch r+

r3 − 3r2 + 3r

(1− r)3
+

1

r2
,

получим σ ≈ 13.70462195. Также с помощью Maple вычислим

c2 =
a(r)

r
√
2πσ

=
1√
2πσ

≈ 0.1077647029, a2 =
b(r)

r
≈ 2.551467441.

Таким образом, при n→ ∞ имеем асимптотику

EFn =
(n− 1)!

n
F (N,n) ∼ (n− 1)!

n

1√
2πσ

n−1/2

(
b(r)

r

)n

∼ n!c2n
−5/2an2 .
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Теорема 4 доказана.

В таблице представлены числа Fn и EFn, вычисленные с помощью
формул из теорем 1 и 2 (для n = 2 и n = 3 вычисление непосредственное).

n 2 3 4 5 6 7 8 9
Fn 1 4 32 383 6127 123155 2986041 84856924
EFn 0 1 3 28 240 3091 43680 756883

Авторы благодарят Л. М. Коганова за ценное замечание.
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