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ЗАДАЧИ ВЕБЕРА ДЛЯ k-ДЕРЕВА

А. В. Панюков, Р. Э. Шангин

Аннотация. Рассматривается известная NP-трудная задача раз-
мещения взаимосвязанных объектов — дискретная задача Вебера.
Предлагается последовательный детерминированный алгоритм, на-
ходящий точное решение задачи для k-дерева и конечного множе-
ства позиций размещения. Алгоритм использует идею динамическо-
го программирования на основе дерева декомпозиции. Проведён вы-
числительный эксперимент по анализу эффективности предложен-
ного алгоритма в сравнении с пакетом IBM ILOG CPLEX.
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Введение

Рассматривается задача Вебера в дискретной постановке [7, 8, 19], ког-
да размещаемый граф имеет вид k-дерева. Математической моделью
данной задачи могут быть описаны многие задачи проектирования логи-
стической инфраструктуры предприятий, размещения единиц техноло-
гического оборудования в цехах, а также иные задачи создания сложных
систем, состоящих из взаимосвязанных элементов. Приведём формули-
ровку исследуемой задачи.

Пусть G = (J,E) — k-дерево [1], где J — множество вершин графа
(размещаемые объекты), E — множество рёбер графа G (связи меж-
ду размещаемыми объектами). Пусть V — конечное множество позиций
(точек), предназначенных для размещения вершин графа G. Размеще-

нием вершин графа G назовём однозначное отображение π : J → V ,
т. е. вершина i ∈ J размещается в позицию π(i) ∈ V . Множество всех
однозначных отображений множества вершин J в множество позиций V
обозначим через Π = {π | J → V }. Пусть p(i, ϑ) — функция стоимости
размещения вершины i ∈ J в позиции ϑ ∈ V и c([i, j], ϑ, κ) — функция
стоимости размещения ребра [i, j] ∈ E на V 2 при размещении его конце-
вых вершин i, j ∈ J в позициях ϑ, κ ∈ V соответственно.
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Необходимо разместить вершины графа G в позициях множества V
так, что суммарная стоимость размещения вершин и рёбер графа G ми-
нимальна:

F (π) =
∑

[i,j]∈E

c([i, j], π(i), π(j)) +
∑

i∈J

p(i, π(i)) → min
π∈Π

. (1)

В общем случае дискретная задача Вебера NP-трудна [6] и представ-
ляет собой релаксацию квадратичной задачи о назначениях [3, 4, 9], где
условие инъективности отображения множества вершин графа J в ко-
нечное множество позиций размещения V снимается, т. е. в дискретной
задаче Вебера в одну позицию возможно размещение нескольких вершин
графа [7, 8, 12].

Задача Вебера исследовалась в различных постановках, в том числе
для непрерывной области размещения [10], в многокритериальной поста-
новке [23] и др. Известны полиномиально разрешимые частные случаи.
Для решения задачи Вебера на древовидной сети в непрерывной поста-
новке, т. е. когда допускается размещение объектов на дугах, разработа-
ны полиномиальные алгоритмы [5]. В [11] предложен полиномиальный
алгоритм решения минимаксной задачи Вебера на дереве. Предложен
полиномиальный алгоритм для решения задачи Вебера для корневого
дерева и конечного множества мест размещения [19].

1. Дерево декомпозиции k-дерева

Для полноты изложения приведём известное определение k-дерева
G = (J,E) [1].

Определение 1. Связный неориентированный граф G называется
k-деревом, если его построение возможно осуществить рекурсивно по
правилам: полный граф из k + 1 вершин есть k-дерево; k-дерево с i + 1
вершинами получается из k-дерева с i вершинами добавлением в него
новой вершины j и k рёбер таким образом, что новая вершина j смежна
со всеми вершинами некоторой клики размера k.

Класс k-деревьев введён в 1970-х гг. в [21, 22]. Свойства k-дерева по-
дробно рассмотрены в [1, 13, 18, 20–22].

Способ построения k-дерева при k = 2 представлен на рис. 1.
Широкий интерес к изучению графов такого вида вызван тем, что

некоторые NP-трудные задачи теории графов полиномиально разреши-
мы, если модельный граф является k-деревом. В данных условиях задача
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может быть решена методом динамического программирования на осно-
ве дерева декомпозиции модельного графа [14, 15]. Развернутое опреде-
ление дерева декомпозиции и исчерпывающий анализ его свойств можно
найти в [1, 2, 15, 16]. Ниже приведено определение дерева декомпозиции
k-дерева с применением используемых в статье обозначений.

Рис. 1. Способ построения 2-дерева

Деревом декомпозиции k-дерева G = (J,E) назовём T = (M , W )
с множествами узлов M = K ∪ S, где K — множество клик графа G
размера k + 1, S = {X ∩ Z | X,Z ∈ K, |X ∩ Z| = k}, и рёбер W =
{[X,Y ] | X ∈ K, Y ∈ S, |X ∩Y | = k}. Вершины дерева T будем называть
узлами для избежания путаницы с вершинами исходного графа G. Узел
X ∈ K в дальнейшем будем называть узлом-кликой. Поскольку каждое
множество Y ∈ S является сепаратором графа G [1, 2] (т. е. при удалении
вершин, принадлежащих Y ∈ S, а также всех смежных с ними рёбер из
графа G, увеличивается число компонент связности графа G), соответ-
ствующий узел Y будем называть узлом-сепаратором. Стоит заметить,
что ребро [X,Y ] ∈ W существует только между узлом-кликой X ∈ K
и узлом-сепаратором Y ∈ S и только тогда, когда Y ⊂ X [17].

Пример 2-дерева и его дерева декомпозиции представлены на рис. 2.

Рис. 2. Дерево декомпозиции 2-дерева

Построение дерева декомпозиции T = (M,W ) k-дерева G может быть
осуществлено, например, с помощью известного полиномиального алго-
ритма [17], имеющего оценку вычислительной сложности O(|J |3).



Точный алгоритм решения дискретной задачи Вебера 67Точный алгоритм решения дискретной задачи Вебера 67Точный алгоритм решения дискретной задачи Вебера 67

2. Точный алгоритм для решения задачи Вебера для k-дерева

Обозначим через (G, V, F ) исследуемый частный случай дискретной
задачи Вебера, где G = (J,E) — k-дерево, V — конечное множество пози-
ций размещения и F — функция стоимости размещения графа G. Пред-
лагается алгоритм kTrWPA (k-tree Weber Problem Algorithm), исполь-
зующий идею динамического программирования (ДП) на основе дерева
декомпозиции, находящий оптимальное решение задачи (G, V, F ). Идея
предлагаемого алгоритма kTrWPA заключается в разбиении исходной
сложной задачи (G, V, F ) на конечное число более простых комбинатор-
ных задач, последовательно решая которые, алгоритм строит точное ре-
шение исходной задачи.

Для ясности описания логики работы алгоритма введём следующие
обозначения. Пусть N — мощность множества M . Выбор узла XN ∈ M
в качестве корня дерева T = (M,W ) индуцирует на множестве узлов M
отношение частичного порядка

L = {(X,Y ) | Y принадлежит цепи в T между X и XN}, (2)

где X,Y ∈ M . В дальнейшем будем считать, что

M = {Xi}Ni=1, (Xl, Xm) ∈ L ⇒ l < m.

Для каждого узла Xi ∈ M определяется множество Di узлов, являющих-
ся прямыми потомками узла Xi, т. е. [Xi, Xj ] ∈ W для любого Xj ∈ Di

и i > j. Также для каждого узла Xi ∈ M определяется множество Di уз-
лов, являющихся потомками узла Xi, т. е. для каждого Xj ∈ Di найдётся
цепь l = {Xi, . . . , Xj}, соединяющая узлы Xi и Xj , такая, что для лю-
бого Xm ∈ l : Xm 6= Xi справедливо неравенство i > m. Пусть Gi —
подграф G, индуцированный вершинами, принадлежащими множеству
Xi ∪Di.

Пусть Π(Xi) = {πi | Xi → V } — множество всех однозначных отоб-
ражений вершин клики Xi ∈ M в множестве позиций V , где πi = {π(j) |
j ∈ Xi} — некоторый способ размещения вершин клики Xi в множе-
стве позиций V . Отметим, что для любых узлов-клик Xi ∈ K имеет
место равенство |Π(Xi)| = |V |k+1, а для любых узлов-сепараторов Yi ∈ S
справедливо равенство |Π(Yi)| = |V |k. Размещения πi и πj будем обозна-
чать через πi ⊲⊳ πj тогда и только тогда, когда справедливо равенство
|πi ∩ πj | = k. Пусть P (πi) — функция стоимости способа размещения πi
вершин клики Xi в множестве позиций V :

P (πi) =
∑

j∈Xi, π(j)∈πi

p(j, π(j)).
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Пусть C(πi) — функция стоимости размещения рёбер подграфа графа G,
индуцированного множеством вершин Xi, когда размещение множества
вершин клики Xi в позициях V равно πi:

C(πi) =
∑

j,l∈Xi, π(j),π(l)∈πi

c([j, l], π(j), π(l)).

Процесс решения задачи (G, V, F ) разбивается на N + 2 этапа про-
цесса ДП. Обозначим через Vi = {V (πi) | πi ∈ Π(Xi)} множество со-
стояний процесса ДП на этапе i, где под состоянием V (πi) понимается
способ оптимального размещения вершин подграфа Gi в множестве по-
зиций V , когда размещение вершин его клики Xi в множестве V рав-
но πi. Определяется функция Беллмана fi(·) для процесса ДП решения
задачи (G, V, F ). Значение функции fi(πi), вычисленное на этапе i для
некоторого состояния V (πi) ∈ Vi, есть стоимость оптимального размеще-
ния подграфа Gi в множестве позиций V , когда размещение вершин его
клики Xi в множестве V равно πi.

АЛГОРИТМ kTrWPA

Input: k-дерево G = (J,E), множество V , функции p(·) и c(·).
Output: оптимальное отображение π∗

G вершин графа G в V .

Method:

Этап 0 (начальный) процесса ДП

Шаг 1. Построить дерево декомпозиции T = (M,W ) k-дерева G.

Шаг 2. Выбрать любой узел-клику XN ∈ M в роли корня дерева T .
Задать отношение порядка (2) на множестве узлов M . Для каждого узла
Xi ∈ M определить множества Di и Di.

Этап i = 1, 2, . . . , N процесса ДП

Шаг 1. Определить множество Π(Xi) = {πi}.
Шаг 2. Если Xi — узел-клика, то выполнить шаги 2.1 и 2.2, затем

перейти на шаг 4.

Шаг 2.1. Для каждого πi ∈ Π(Xi) вычислить значение функции R(πi)
стоимости оптимального размещения подграфа Gi в множестве пози-
ций V , когда размещение вершин его клики Xi размера k + 1 в V рав-
но πi:

R(πi) = P (πi) + C(πi) +
∑

Xj∈Di|πj⊲⊳πi

fj(πj)

−
∑

Xj∈Di|πj⊲⊳πi

(P (πj) + C(πj)) , (3)
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где четвёртое слагаемое в правой части формулы используется для ис-
ключения «повторного счёта» при сложении стоимостей размещения вер-
шин и рёбер подграфа, индуцированного кликой Xi, и подграфов Gj

таких, что Xj ∈ Di.

Шаг 2.2. Для каждого πi ∈ Π(Xi) определить множество V (πi) оп-
тимального размещения вершин подграфа Gi в множестве позиций V ,
когда размещение вершин клики Xi размера k + 1 в V равно πi:

V (πi) = πi ∪
( ⋃

Xj∈Di, πj⊲⊳πi

V (πj)
)
.

Шаг 3. Если Xi — узел-сепаратор, то выполнить шаги 3.1 и 3.2, затем
перейти на шаг 4.

Шаг 3.1. Для любых πi ∈ Π(Xi) и каждого t такого, что Xt ∈ Di,
определить функцию R(πi, t) стоимости оптимального размещения под-
графа Gt в множестве позиций V , когда размещение вершин его кли-
ки Xi размера k в V равно πi, и определить соответствующее множе-
ство V (πi, t) такого оптимального размещения вершин подграфа Gt по
формулам:

R(πi, t) = min
πt∈Π(Xt), πt⊲⊳πi

{R(πt)},

V (πi, t) = V (π∗
t ), π∗

t = arg min
πt∈Π(Xt), πt⊲⊳πi

{R(πt)}.

Шаг 3.2. Для каждого πi ∈ Π(Xi) вычислить значение функции
Беллмана

fi(πi) =
∑

t:Xt∈Di

R(πi, t) − (P (πi) + C(πi)) (|Di| − 1)

и определить множество

V (πi) =
⋃

t:Xt∈Di

V (πi, t). (4)

Шаг 4. Если узел Xi — корень дерева T , то перейти на конечный
этап N + 1 процесса ДП, иначе — на этап i+ 1.

Этап N + 1 (конечный) процесса ДП. Найти оптимальное раз-
мещение π∗

G вершин графа G в множестве позиций V по формуле

π∗
G = V (π∗

N ) : π∗
N = arg min

πN∈Π(XN )
{R(πN )}. (5)

Стоп.
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Теорема 1. Алгоритм kTrWPA строит точное решение задачи Вебе-

ра (G, V, F ), где G = (J,E) — k-дерево, V — конечное множество позиций

размещения. Оценки его вычислительной и пространственной сложности

равны O(|V |k+1 · |J |2).
Доказательство. Разобьём исходную задачу (G, V, F ) на последо-

вательность задач (Gi, V, F ), где 1 6 i 6 N . Каждая задача (Gi, V, F ),
в свою очередь, разбивается на ряд подзадач (G(πi), V, F ) для любых
πi ∈ Π(Xi), где некоторая подзадача (G(πi), V, F ) заключается в опти-
мальном размещении вершин подграфа Gi в множестве позиций V , когда
размещение вершин его клики Xi в V равно πi.

Любая подзадача (G(πi), V, F ), πi ∈ Π(Xi), когда Xi — узел-клика,
решается оптимально, поскольку в силу однозначности отображения π
оптимальное решение подзадачи V (πi) строится путём тривиального объ-
единения множеств размещения πi и V (πj), Xj ∈ Di, πj ⊲⊳ πi, найден-
ными на предыдущих этапах.

В свою очередь, каждая подзадача (G(πi), V, F ), когда Xi — узел-
сепаратор, в силу однозначности отображения π также решается опти-
мально, поскольку соответствующее оптимальное решение V (πi) опреде-
ляется по формуле (4), а оптимальное решение V (πj) любой подзадачи
(G(πj), V, F ), πj ∈ Π(Xj), для каждого Xj ∈ Di известно и построено на
предыдущих этапах.

Таким образом, рекуррентно решая подзадачи (G(πi), V, F ) на этапах
1 < i < N процесса ДП, алгоритм на этапе N , где XN — корень дерева T ,
для каждого πN ∈ Π(XN ) находит оптимальное решение соответствую-
щей подзадачи (G(πN ), V, F ). Так как задача (GN , V, F ) соответствует
исходной задаче (G, V, F ), алгоритм на конечном этапе N + 1 процесса
ДП по вычисленному оптимальному решению V (πN ) каждой подзадачи
(G(πN ), V, F ), πN ∈ Π(XN ), находит согласно формуле (5) оптимальное
решение π∗

G исходной задачи (G, V, F ).

Докажем оценки пространственной и вычислительной сложности.
Для входных данных алгоритма требуется порядка O(|J |2|V |2) памяти,
поскольку O(|J |2) памяти необходимо для хранения графа G, O(|J ||V |)
памяти требуется для функции p(·) и O(|J |2|V |2) памяти необходимо для
функции c(·). Для хранения данных на этапе i требуется O(|J ||V |k+1) па-
мяти, так как количество множеств V (·), V (·) и значений функций R(·),
R(·) и fi(·) не превосходит O(|V |k+1), при этом для хранения каждо-
го такого множества требуется O(|J |) памяти, а для хранения каждо-
го значения соответствующих функций необходимо O(1) памяти. Так
как в общем случае для построения оптимального решения требуется
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на каждом этапе i хранить решения, полученные на всех предыдущих
этапах, а количество этапов алгоритма не превосходит O(|J |), простран-
ственная сложность алгоритма равна O(|V |k+1|J |2) памяти. Поскольку
множества V (·), V (·) и значения функций R(·), R(·) и fi(·) вычисляются
однократно, вычислительная сложность алгоритма не превосходит его
пространственной сложности и равна O(|V |k+1|J |2) операций. Теорема 1
доказана.

3. Экспериментальное исследование алгоритма kTrWPA

Алгоритм kTrWPA, находящий точное решение задачи (G, V, F ), яв-
ляется квазиполиномиальным, поскольку при некотором фиксированном
значении входного параметра k сложность предложенного алгоритма по-
линомиальна и ограничена полиномом порядка k. Отсюда следует, что
практическое применение предложенного алгоритма, впрочем, как и лю-
бых алгоритмов, использующих идею ДП по дереву декомпозиции, огра-
ничено высокой потребностью в памяти и большими затратами вычис-
лительных операций в тех случаях, когда величина параметра k сравни-
тельно велика.

Вследствие экспоненциального возрастания сложности предложенно-
го алгоритма очевидно, что применение его для решения дискретной за-
дачи Вебера перспективно при сравнительно малых значениях величины
параметра k, при этом чем меньше величина k и чем больше количество
вершин размещаемого графа, тем предлагаемый алгоритм более эффек-
тивен по сравнению с точными алгоритмами, являющимися вариациями
полного перебора с отсевом заведомо бесперспективных подмножеств до-
пустимых решений, например, алгоритма ветвей и границ, реализован-
ного в пакете IBM ILOG CPLEX, так как вычислительная сложность
алгоритма kTrWPA ограничивается полиномом O(|V |k+1 · (|J | − k)), в то
время как вычислительная сложность упомянутых точных алгоритмов
в общем случае экспоненциальна. Очевидно, что чем ближе величина
параметра k к числу вершин размещаемого графа, тем предлагаемый
алгоритм менее эффективен по сравнению с алгоритмами, являющими-
ся вариациями полного перебора. Например, при решении дискретной
задачи Вебера для k-дерева G = (J,E) с количеством вершин |J | = k+1
время работы предложенного алгоритма kTrWPA сравнимо с временем
работы алгоритма, использующего идею тривиального последовательно-
го перебора всех допустимых решений.

Алгоритм kTrWPA был реализован на ЭВМ в среде MATLAB. Про-
ведён вычислительный эксперимент по анализу его эффективности. Для
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оценки эффективности алгоритма использовался программный пакет
IBM ILOG CPLEX Optimization Studio 12.2 (решение модели целочис-
ленного линейного программирования (ЦЛП) дискретной задачи Вебера
алгоритмом ветвей и границ с ограничением по времени работы).

Для проведения эксперимента был случайным образом с равномер-
ным распределением сгенерирован класс тестовых задач, состоящий из
серий, каждая из которых включала 30 задач одинаковой размерности.
Вычисления проводились на ПК с процессором Intel Pentium 1.86 GHz.

Результаты вычислительного эксперимента приведены в табл. 1, где
talg — среднее время работы предложенного алгоритма, с; tILP — среднее
время работы модели ЦЛП, реализованной в среде IBM ILOG CPLEX
Optimization Studio 12.2, с.

Т а б л и ц а 1

Результаты вычислительного эксперимента

Размерности задачи
k |J | = 5 |J | = 10 |J | = 20 |J | = 40 |J | = 100

|V | = 5 |V | = 10 |V | = 20 |V | = 40 |V | = 100
talg 0,0018 0,0044 0,0258 0,2478 3,8826

1 tILP 0,1527 0,6408 14,2633 — —
talg 0,0223 0,028 0,6792 9,2275 398,22

2 tILP 0,1764 0,606 14,9004 — —
talg 0,1094 0,3628 12,1001 387,165 —

3 tILP 0,1708 0,6408 19,9869 — —
talg 0,1831 3,7897 42,7618 — —

4 tILP 0,1229 1,0105 17,8403 — —
talg 0,2966 42,3036 — — —

5 tILP 0,1656 1,0078 18,2815 — —

Для дискретной задачи Вебера для k-дерева G = (J,E) и конечного
множества позиций размещения V размерности |J | = 40, |V | = 40 и выше
не удалось получить решения с помощью пакета IBM ILOG CPLEX 12.2
за приемлемое время для любых значений параметра k при том, что
среднее время решения задачи Вебера такой размерности для 1(2)-де-
рева с помощью предлагаемого алгоритма kTrWPA не превысило одной
(десяти) секунд. Стоит отметить, что среднее время решения задачи Ве-
бера размерности |J | = 100, |V | = 100 для 1-дерева с помощью алгоритма
kTrWPA не превысило четырёх секунд.

Применение алгоритма kTrWPA для решения дискретной задачи Ве-
бера для k-дерева при k > 4 нецелесообразно, так как среднее время
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работы алгоритма превосходит среднее время работы модели ЦЛП, реа-
лизованной в среде IBM ILOG CPLEX 12.2.

Заключение

Рассмотрена дискретная задача Вебера, когда размещаемый граф
имеет вид k-дерева. Предложен детерминированный последовательный
квазиполиномиальный алгоритм kTrWPA, основанный на методе дина-
мического программирования по дереву декомпозиции. Определены оцен-
ки вычислительной и пространственной сложности предложенного алго-
ритма. Доказано, что предложенный алгоритм kTrWPA находит точное
решение рассматриваемой задачи (G, V, F ).

Проведено теоретическое и экспериментальное исследование эффек-
тивности предложенного алгоритма. Вычислительный эксперимент по-
казал, что среднее время решения дискретной задачи Вебера размерно-
сти |J | = 100, |V | = 100 для 1-дерева и конечного множества позиций раз-
мещения с помощью алгоритма kTrWPA не превысило четырёх секунд,
в то время как с помощью пакета IBM ILOG CPLEX 12.2 не удалось
получить решения для задачи размерности |J | = 40, |V | = 40 и выше за
приемлемое время при любых значениях параметра k.

Экспериментально установлено, что применение алгоритма kTrWPA
целесообразно для решения дискретной задачи Вебера для k-дерева при
сравнительно малых значениях величины k, так как при k > 4 время
работы предлагаемого алгоритма существенно превосходит время рабо-
ты модели ЦЛП, реализованной в среде IBM ILOG CPLEX 12.2. Также
теоретически и экспериментально установлено, что чем меньше величи-
на k и чем больше количество вершин размещаемого графа, тем предла-
гаемый алгоритм kTrWPA более эффективен по сравнению с точными
алгоритмами, являющимися вариациями полного перебора с отсевом за-
ведомо бесперспективных подмножеств допустимых решений, например,
алгоритма ветвей и границ, реализованного в среде IBM ILOG CPLEX.
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