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Аннотация. Предложен алгоритм нахождения всех неподвижных
точек дискретной динамической системы циркулянтного типа с про-
извольной булевой функцией в вершинах. Получено описание всех
истоков и неподвижных точек для системы, в вершинах которой бу-
лева функция от k переменных с единственным набором ṽ таким,
что f(ṽ) = 1.
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Введение

Пусть n ∈ N и n > 3. Циркулянтом принято называть ориентирован-
ный граф, матрица смежности вершин которого циркулянтная. В [6] вве-
дена следующая общая модель дискретной динамической системы цир-
кулянтного типа.

В каждый момент времени вершины циркулянта с n вершинами поме-
чены элементами v0, v1, . . . , vn−1 из конечного поля Fq порядка q. Набор
ṽ = (v0, v1, . . . , vn−1) ∈ Fn

q называется состоянием системы. В следую-
щий момент времени состояние системы пересчитывается под действием
отображения

Aϕ,q : F
n
q → Fn

q ,

где ϕ = (f0, f1, . . . , fn−1), и каждая вершина приобретает новую метку,
равную значению функции fi : F

k
q → Fq, аргументами которой являются

значения старых меток в тех вершинах, дуги которых входят в верши-
ну i.
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Функциональным графом Gϕ,q называется ориентированный граф,
вершинами которого являются элементы из Fn

q , а дуги соединяют вер-
шины ṽ и ũ, если Aϕ,q(ṽ) = ũ.

Состояние системы ũ называется рабочим, если существует состоя-
ние ṽ такое, что Aϕ,q(ṽ) = ũ. В противном случае состояние называется
истоком.

Определённая таким образом дискретная динамическая система яв-
ляется моделью регуляторного контура генной сети (см. более подроб-
но о моделировании регуляторных контуров генных сетей в [4, 7]). Её
поведение полностью описывается отображением Aϕ,q. Каждая верши-
на соответствует некоторому веществу, а метка в ней характеризует его
уровень концентрации. В [1, 3, 5, 8] рассматривались дискретные динами-
ческие системы с пороговыми функциями в вершинах. В [6] рассматри-
вался случай линейных функций, зависящих от фиксированного числа
переменных, определяемого степенями вершин графа сети, которым эти
функции сопоставлены.

В данной работе исследуется структура функционального графа
в случае отображения Aϕ,2 : Fn

2 → Fn
2 , когда все функции fi равны

между собой, k < n, и каждому состоянию системы ṽ ставится в соот-
ветствие состояние ũ тогда и только тогда, когда

ui = f0(vi−k(mod n), vi−(k−1)(mod n), . . . , vi−1(mod n)),

где i = 0, n− 1.

Введём обозначение Af0,q вместо Aϕ,q, поскольку у нас функция во
всех вершинах одинаковая: ϕ = (f0, f0, . . . , f0). Функциональный граф
также будем обозначать через Gf0,q.

Пороговой функцией называется функция, которая представима в ви-
де

f(x1, . . . , xk) =

[
k∑

i=1

aixi > T

]
,

где ai — вес аргумента xi, T — порог функции f и ai, T ∈ R.

В данной работе предложен способ нахождения неподвижных точек
отображения Af,q. Опишем все неподвижные точки и истоки функцио-
нального графа Gf,2 для пороговой функции f от k переменных с един-
ственным набором значений переменных, при котором функция прини-
мает значение 1.
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1. Неподвижные точки

Пусть f : F k
q → Fq. Построим ориентированный граф Pf,q, вершина-

ми которого являются элементы поля F k
q , причём дуга идёт из вершины

(v0, v1, . . . , vk−1) в вершину (v1, v2, . . . , vk) тогда и только тогда, когда
f(v0, . . . , vk−1) = vk.

Пусть n кратно l. Тогда состояние (v0, v1, . . . , vn−1), где vi = vi+l для
i = 0, n− l − 1, будем обозначать через (v0, v1, . . . , vl−1)

n/l.

Пример 1. Рассмотрим булеву функцию f(x, y, z) = (01001100), где
вектор-строка задаёт её значения (см. [2]). Граф Pf,2 имеет дуги, опи-
санные в табл. 1, и изображён на рис. 1(a).

Т а б л и ц а 1

Дуги графа Pf,2

(x, y, z) −→ (y, z, f(x, y, z))
000 −→ 000
001 −→ 011
010 −→ 100
011 −→ 110
100 −→ 001
101 −→ 011
110 −→ 100
111 −→ 110
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Рис. 1. (a) Граф Pf,2 для функции (01001100),
(b) подграф графа Pf,2 для частично
определённой функции (x010110x)

Теорема 1 (критерий неподвижных точек). Состояние ṽ =
(v0, v1, . . . , vl−1)

n/l с минимальным периодом l является неподвижной

точкой отображения Af,q тогда и только тогда, когда граф Pf,q содержит

простой цикл ũ0, . . . , ũl−1 c вершинами

ũi = (vi, vi+1(mod l), . . . , vi+k−1(mod l)), i = 0, l − 1.

Доказательство. Пусть состояние ṽ = (v0, v1, . . . , vn−1) — непо-
движная точка графа Gf,q, т. е. Af,q(ṽ) = ṽ. Тогда

vi = f(vi−k(mod n), . . . , vi−1(mod n)), i = 0, n− 1.

Следовательно, вершины ũ0, . . . , ũn−1 образуют цикл в графе Pf,q, где

ũi = (vi, vi+1(mod n), . . . , vi+k−1(mod n)).
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Пусть в графе Pf,q есть цикл ũ0, . . . , ũn−1. Тогда по нему можно легко
восстановить неподвижную точку отображения Af,q.

Заметим, что по строению графа Pf,q из каждой его вершины может
выходить только одно ребро. Следовательно, циклы в графе могут полу-
чаться только несколькими обходами одного и того же простого цикла,
т. е. цикла, все вершины которого различны. Таким образом, неподвиж-
ная точка (v0, . . . , vl−1)

n/l с минимальным периодом l будет соответство-
вать простому циклу ũ0, . . . , ũl−1, вершины которого имеют вид

ũi = (vi, vi+1(mod l), . . . , vi+k−1(mod l)).

Теорема 1 доказана.

Следствие 1. Пусть n ∈ N и f — булева функция от трёх перемен-

ных.

(i) В табл. 2 представлены все возможные неподвижные точки отоб-

ражения Af,2 с точностью до циклического сдвига.

(ii) Отображение Af,2 содержит неподвижную точку ṽ из табл. 2 то-

гда и только тогда, когда n кратно периоду состояния ṽ, а значения

функции f задаются вектор-строкой.

Т а б л и ц а 2

f(z1, z2, z3) ṽ
(0xxxxxxx) (0)n

(xxxxxxx1) (1)n

(xx1xx0xx) (01)n/2

(x00x1xxx) (001)n/3

(xxx0x11x) (011)n/3

(100x0xxx) (0001)n/4

(xxx1x110) (0111)n/4

(x1x01x0x) (0011)n/4

(x1x11x00) (00111)n/5

(11x00x0x) (00011)n/5

f(z1, z2, z3) ṽ

(11x10x00) (000111)n/6

(x010110x) (001011)n/6

(x100101x) (001101)n/6

(1010010x) (0001011)n/7

(1100001x) (0001101)n/7

(x0111100) (0010111)n/7

(x1011010) (0011101)n/7

(10110100) (00010111)n/8

(11010010) (00011101)n/8

Замечание. В табл. 2 показана зависимость значений функции f
от трёх переменных и неподвижной точки ṽ отображения Af,2, где вме-
сто x стоят произвольные значения функции, а состояние (α̃)k означает
конкатенацию k раз слова α̃.

Доказательство. (i) Если рассмотреть все циклы, которые могут
получиться в графе Pf,2 для произвольной булевой функции f от трёх пе-
ременных, то их получится ровно 19. По предыдущей теореме эти циклы
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соответствуют неподвижным точкам ṽ отображения Af,2. Все они пред-
ставлены в таблице, поэтому других неподвижных точек нет.

(ii) Рассмотрим случай, когда некоторые значения булевой функции
заданы вектор-строкой (11x10x00), где вместо x стоят значения 0 и 1.
Граф Pf,2 такой функции будет содержать подграф, изображённый на
рис. 1(b). Этот подграф содержит цикл длины 6. Значит, по теореме 1
отображение Af,2 имеет неподвижную точку (001011)n/6, если n делит-
ся на 6. Остальные случаи рассматриваются аналогично. Следствие 1
доказано.

2. Свойства функциональных графов Gf,q

Пусть ṽ ∈ Fn
2 . Введём обозначение ¬ṽ = (¬v1,¬v2, . . . ,¬vn).

Лемма 1. Пусть булевы функции f и g двойственны. Тогда функци-

ональные графы Gf,2 и Gg,2 совпадают с точностью до инверсии вершин.

Доказательство. Пусть функции f и g двойственны, т. е. для лю-
бого x̃ ∈ F k

2

f(x1, x2, . . . , xk) = ¬g(¬x1,¬x2, . . . ,¬xk).

Рассмотрим состояния ṽ и ũ такие, что ṽ = ¬ũ. Тогда

Af,2(ṽ) = ¬Ag,2(¬ṽ) = ¬Ag,2(ũ).

Таким образом, в функциональном графе отображения Ag,2 состояние
¬ṽ переходит в состояние ¬Af,2(ṽ). Следовательно, функциональные гра-
фы Gf,2 и Gg,2 изоморфны. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть f и g — булевы функции от k переменных. Множе-

ство истоков отображений Af,2 и Ag,2 совпадают, если

f(x1, . . . , xk) = g(¬x1, . . . ,¬xk)

для любых x1, . . . , xk ∈ F2.

Доказательство. Пусть состояние ũ является истоком для отоб-
ражения Af,2, но существует состояние ṽ такое, что Ag,2(ṽ) = ũ. Тогда
ũ = Ag,2(ṽ) = Af,2(¬ṽ); противоречие. Лемма 2 доказана.

Пусть ṽ = (v0, v1, . . . , vn−1). Введём обозначения

←−̃
v = (vn−1, vn−2, . . . , v0),

δs(ṽ) = (vn−s( mod n), . . . , vn−1, v0, . . . , vn−s−1( mod n)).
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Лемма 3. Пусть функции f, g : F k
q → Fq такие, что f(x̃) = g(

←−̃
x ) для

любого x̃ ∈ F k
q . Состояние ũ является истоком отображения Af,q тогда

и только тогда, когда состояние
←−̃
u является истоком отображения Ag,q.

Доказательство. Нетрудно заметить, что Af,q(x̃) = δ−k−1(
←−−−−−
Ag,q(

←−̃
x ))

для любого x̃ ∈ Fn
q . Пусть состояние ṽ является истоком для отображе-

ния Af,q. Предположим, что существует состояние ũ такое, что Ag,q(ũ) =←−̃
v . Тогда Af,q(

←−̃
u ) = δ−k−1(

←−−−−
Ag,q(ũ)) = δ−k−1(ṽ), т. е. ṽ — не исток для

отображения Af,q; противоречие. Лемма 3 доказана.

3. Отображение Af,2 для булевой функции f с одной единицей

Следующая теорема даёт полное описание истоков для отображе-
ния Af,2 для булевой функции f с одной единицей.

Теорема 2. Пусть f — булева функция от k переменных и суще-

ствует единственное α̃ ∈ F k
2 такое, что f(α̃) = 1 и минимальный период

слова α̃ равен p.

(i) Состояние, содержащее подслово 10s−11, является истоком, если

1 6 s 6 k − 1 и s 6= p.

(ii) Состояние, содержащее подслово 10k−11, является истоком, если

k = tp и t > 2.

(iii) Других истоков нет.

Доказательство. (i) Пусть 1 6 s 6 k − 1 и s 6= p. Предположим,
что состояние ũ, содержащее подслово 10s−11, рабочее. Следовательно,
существует состояние ṽ такое, что Af,2(ṽ) = ũ. Слово α̃ = a0a1 . . . ak−1

встречается в состоянии ṽ два раза на расстоянии s, так как

Af,2(v0v1 . . . vs−1vs . . . vk−1 . . . vs+k−1 . . . vn−1)

= Af,2(a0a1 . . . as−1as . . . ak−1| . . . ∗ . . . ∗) = . . .

= Af,2( ∗ ∗ . . . ∗ = a0 . . . ak−s−1 . . . ak−1| = . . . ∗)
= ∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗︸ ︷︷ ︸

k

| 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
s

|1 . . . ∗ = ũ.

Таким образом, s — период слова α̃. Так как p — минимальный период
и p 6= s, то s = tp, где t > 2. Тогда в подслове 10s1 состояния ũ должна
быть ещё хотя бы одна единица; противоречие.

(ii) Пусть k = tp, где t > 2, а состояние ũ, содержащее подслово
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10k−11, рабочее. Тогда существует состояние ṽ такое, что

Af,2(ṽ) = Af,2(a0a1 . . . ak−1|a0a1 . . . ak−1| ∗ . . . ∗ )
= ∗ ∗ . . . ∗ | 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

| 1 . . . ∗ = ũ.

В подслове 10s−11 состояния ũ должна быть ещё одна единица; про-
тиворечие.

(iii) Предположим, что существует исток ṽ, не удовлетворяющий усло-
виям (i) и (ii). С точностью до сдвига можно считать, что

ṽ = 10s0−110s1−110 . . . 010sl−1.

Рассмотрим подслово состояния ṽ вида 10r−11. Построим прообразы
для отображения этого слова в зависимости от возможных значений r.

Случай 1: r = p 6 k − 1. Тогда

10p−11 = f(a0a1 . . . ap−1a0a1 . . . ak−1) = f(a0a1 . . . ap−1α̃).

Случай 2: r = k, k 6= tp, t > 2. Тогда

10k−11 = f(a0a1 . . . ak−1a0a1 . . . ak−1) = f(α̃α̃).

Случай 3: r > k + 1. Если α̃ = 0k, то

10r−11 = f(0k1r−k0k) = f(α̃1r−kα̃).

Иначе 10r−11 = f(a0a1 . . . ak−10
r−ka0a1 . . . ak−1) = f(α̃0r−kα̃).

Получим из этих прообразов состояние ũ, удовлетворяющее условию
Af,2(ũ) = ṽ.

Пусть α̃ 6= 0k и

β̃r =





a0a1 . . . ap−1, r = p 6 k − 1,
α̃, r = k, k 6= tp, t > 2,
α̃0r−p, r > k + 1.

Нетрудно убедиться, что состояние ũ = β̃s1 β̃s2 . . . β̃sl β̃s0 удовлетворяет
условию Af,2(ũ) = ṽ, но состояние ṽ является истоком; противоречие.

Пусть α̃ = 0k. Тогда p = 1. Введём обозначение

γ̃r =

{
0, r = 1,
0k1r−p, r > k + 1.

Аналогично построим состояние ũ = γ̃s1 γ̃s2 . . . γ̃sl γ̃s0 , удовлетворяю-
щее условию Af,2(ũ) = ṽ. Снова получим противоречие. Теорема 2 дока-
зана.
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