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Аннотация. Рассматривается реализация функций трёхзначной ло-
гики схемами из ненадёжных функциональных элементов в произ-
вольном полном конечном базисе. Предполагается, что элементы схе-
мы переходят в неисправные состояния независимо друг от друга,
а сами неисправности могут быть произвольными (например, ин-
версными или константными).

В работе описан класс G функций трёхзначной логики, схемы ко-
торых можно использовать для повышения надёжности исходных
схем. При инверсных неисправностях на выходах базисных элемен-
тов с использованием функций класса G конструктивно доказано,
что функцию, отличную от любой из переменных, можно реализо-
вать надёжной схемой (напомним, что функцию, равную одной из
переменных, можно реализовать абсолютно надёжно, не используя
функциональных элементов). В частности, если рассматриваемый
базис содержит хотя бы одну из функций класса G, то предлагае-
мые схемы являются не просто надёжными, а асимптотически опти-
мальными по надёжности для всех функций, отличных от любой из
переменных.
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Введение

В современной математике и технике теория синтеза схем из нена-
дёжных функциональных элементов занимает важное место. Стоит от-
метить, что доминирующее положение занимают схемы, функциониру-
ющие на основе двузначной логики. Однако сложность решаемых задач,
а следовательно, и технических устройств, постоянно возрастает. Уже
подходят к своему пределу многие технологические возможности, такие
как увеличение плотности элементов на схемах и повышение рабочей

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (проекты 14–01–00273 и 14–01–31360).

c© 2014 Алехина М. А., Барсукова О. Ю.
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частоты. Применение многозначной логики является одним из путей ре-
шения названных проблем.

Многозначная логика предоставляет более широкие возможности для
разработки различных алгоритмов во многих областях. Она позволяет
уменьшить как вычислительную сложность, так и размеры и число со-
единений в различных арифметико-логических устройствах, повысить
плотность размещения элементов на схемах и найти альтернативные ме-
тоды решения задач.

К многозначным логикам c их математическим аппаратом как к ис-
точнику математических моделей, обладающих большими потенциаль-
ными возможностями, обращались в [9, 11]. Обзор работ по многозначной
логике можно прочесть в [10].

Среди работ по многозначным логикам отметим статью [8], в кото-
рой построен функционально полный в P3 базис. В этой статье на ком-
промиссной основе согласованы математические и технические требова-
ния и интересы (МДП-техники — от словосочетания металл-диэлектрик-
полупроводник) и рассмотрены некоторые аспекты синтеза электронных
схем в этом базисе.

Наша статья посвящена синтезу надёжных схем, реализующих функ-
ции трёхзначной логики. Отметим, что синтез надёжных схем, реализу-
ющих функции многозначной логики вообще и функции трёхзначной
логики в частности, является к настоящему времени плохо изученным.
Пока возможность построения надёжных схем из ненадёжных элементов
доказана лишь в двух базисах: Россера — Туркетта {0, 1, 2, J0(x1), J1(x1),
J2(x1),min(x1, x2),max(x1, x2)} [4] и {V3(x1, x2)} [5], где V3(x1, x2) = max
(x1, x2) + 1(mod 3) — функция Вебба.

Впервые задачу построения надёжных схем из ненадёжных элемен-
тов, реализующих булевы функции, рассматривал Дж. фон Нейман [13],
а для повышения надёжности исходных схем он использовал схему, реа-
лизующую медиану x1x2∨x1x3∨x2x3. Позднее для повышения надёжно-
сти схем, реализующих булевы функции, использовались схемы, реали-
зующие не только медиану, но и другие булевы функции (см., например,
[1, 3, 6, 12]). Для повышения надёжности схем в базисе Россера — Турке-
тта [4] использовалась схема из трёх элементов, реализующая функцию
max{min(x1, x2),min(x3, x4)}. Заметим, что аналог этой функции в P2

также можно использовать для повышения надёжности исходных схем.
Сложнее оказалась задача синтеза надёжных схем в базисе {V3(x1, x2)}.
Функция V3(x1, x2) является аналогом булевой функции x1 ∨ x2, а в ба-
зисе {x1 ∨ x2} (см. статью [2], результаты которой справедливы в двой-
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ственном базисе {x1 ∨ x2}) для повышения надёжности исходных схем
применялась схема из трёх элементов, реализующая булеву функцию
x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4. Естественно была предпринята попытка использовать
схему из трёх элементов, реализующую V3(V3(x1, x2), V3(x3, x4)), для по-
вышения надёжности схем в P3. Однако вычисления показали [7], что
в результате применения такого метода на некоторых входных наборах
вероятность ошибки схемы увеличивается (по сравнению с исходной схе-
мой). Следовательно, предлагаемая схема не подходит для повышения
надёжности. Возникает вопрос, какими же свойствами должна обладать
функция k-значной логики (k > 3), чтобы реализующую её схему можно
было использовать для повышения надёжности исходных схем?

Ответ на этот вопрос для функций трёхзначной логики ранее был
неизвестен и впервые получен в этой статье.

Цель данной работы — описать свойства функций трёхзначной ло-
гики, схемы которых можно использовать для повышения надёжности
схем, реализующих функции трёхзначной логики.

Пусть n ∈ N, а P3 — множество всех функций трёхзначной логики,
т. е. функций f(x1, . . . , xn) : {0, 1, 2}n → {0, 1, 2}. Рассмотрим реализа-
цию функций из множества P3 схемами из ненадёжных функциональных
элементов в произвольном полном конечном базисе B. Предполагается,
что элементы схемы переходят в неисправные состояния независимо друг
от друга.

Будем считать, что схема из ненадёжных элементов реализует функ-
цию f(x̃), (x̃ = (x1, . . . , xn)), если при поступлении на входы схемы на-
бора ã при отсутствии неисправностей в схеме на её выходе появляется
значение f(ã).

Пусть схема S реализует функцию f(x̃), ã — произвольный входной
набор схемы S, f(ã) = τ . Обозначим через Pi(S, ã) вероятность появле-
ния значения i ∈ {0, 1, 2} на выходе схемы S при входном наборе ã, а че-
рез Pf(ã) 6=τ (S, ã) — вероятность появления ошибки на выходе схемы S
при входном наборе ã. Ясно, что Pf(ã) 6=τ (S, ã) = Pτ+1(S, ã) + Pτ+2(S, ã).
(В выражениях τ + 1 и τ + 2 сложение осуществляется по mod 3.)

Тем самым, если f(ã) равна 0, 1 или 2, то вероятность появления
ошибки на наборе ã равна Pf(ã) 6=0(S, ã) = P1(S, ã)+P2(S, ã), Pf(ã) 6=1(S, ã) =
P0(S, ã) + P2(S, ã) или Pf(ã) 6=2(S, ã) = P0(S, ã) + P1(S, ã) соответственно.

Ненадёжностью схемы S, реализующей функцию f(x̃), будем назы-
вать число P (S), равное наибольшей из вероятностей появления ошибки
на выходе схемы S. Надёжность схемы S равна 1− P (S).
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1. Специальный класс функций

Пусть α̂, β̂ — некоторые троичные наборы длины m > 3. Обозначим
через ρ(α̂, β̂) число координат, в которых наборы α̂ и β̂ различаются.

Например, если α̂ = (0102), β̂ = (2101), то ρ(α̂, β̂) = 2.
Пусть функция g(x1, . . . , xm) обладает следующими свойствами од-

новременно: существуют такие троичные наборы α̂ = (α1, . . . , αm), β̂ =
(β1, . . . , βm), γ̂ = (γ1, . . . , γm), что

1) значения g(α̂), g(β̂), g(γ̂) попарно различны;
2) существует r (3 6 r 6 m) попарно различных чисел i1, i2, . . . , ir ∈

{1, 2, . . . , k} таких, что при всех ij ∈ {i1, i2, . . . , ir} βij = αij + 1, γij =

αij + 2 и при всех i 6= ij (j ∈ {1, 2, . . . , r}) координаты наборов α̂, β̂, γ̂
равны (т. е. αi = βi = γi);

3) для любого набора α̂1 (ρ(α̂, α̂1) 6 1) верно g(α̂1) = g(α̂); для лю-
бого набора β̂1 (ρ(β̂, β̂1) 6 1) верно g(β̂1) = g(β̂); для любого набора γ̂1
(ρ(γ̂, γ̂1) 6 1) верно g(γ̂1) = g(γ̂).

Наборы α̂, β̂, γ̂ будем называть характеристическими наборами функ-
ции g(x1, . . . , xm).

Замечание 1. Нетрудно проверить, что если α̂, β̂, γ̂ являются ха-
рактеристическими наборами некоторой функции g(x1, . . . , xm), то су-
ществует число r (3 6 r 6 m) такое, что ρ(α̂, β̂) = ρ(α̂, γ̂) = ρ(β̂, γ̂) = r.

Обозначим через Gm(r) множество функций g(x1, . . . , xm) с перечис-
ленными выше свойствами.

Пусть Gm =
m⋃
r=3

Gm(r) (m > 3), а G =
∞⋃

m=3
Gm.

Пример 1. Рассмотрим функции

h1(x1, x2, x3) = max{max(min(x1, x2),min(x1, x3)),min(x2, x3)},

h2(x1, x2, x3, x4) = max{min(x1, x2),min(x3, x4)},
h3(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3 (mod 3),

h4(x1, x2, x3, x4) = V3(V3(x1, x2), V3(x3, x4)).

Нетрудно проверить, что
1) h1 ∈ G, причём α̂ = (0, 0, 0), β̂ = (1, 1, 1), γ̂ = (2, 2, 2), r = 3;
2) h2 ∈ G, причём α̂ = (0, 0, 0, 0), β̂ = (1, 1, 1, 1), γ̂ = (2, 2, 2, 2), r = 4;
3) h3 6∈ G, поскольку при всех a1, a2, a3 ∈ {0, 1, 2} верно неравенство

h3(a1, a2, a3) 6= h3(a1 + 1, a2, a3);
4) h4 6∈ G, поскольку для любого набора γ̂ (h4(γ̂) = 2) можно так

изменить одну координату, что значение функции будет не равно 2.
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В теореме 1 получена верхняя оценка для числа функций в клас-
се Gm.

Теорема 1. |Gm| 6 (2m+1 −m2 −m− 2) · 33m−5m−3.

Доказательство. Пусть g(x1, . . . , xm) ∈ Gm. Характеристический
набор α̂, на котором g(α̂) = 0, можно выбрать 3m способами. Попарно
различные числа i1, i2, . . . , ir ∈ {1, 2, . . . ,m} (r > 3), номера координат,
в которых отличаются характеристические наборы, могут быть выбраны
m∑
r=3

Cr
m способами, что равно (2m − 1 −m −m(m − 1)/2). После выбора

чисел i1, i2, . . . , ir характеристический набор β̂ (g(β̂) = 1) можно выбрать
двумя способами, после чего характеристический набор γ̂, на котором
g(γ̂) = 2, определён однозначно.

Пусть характеристические наборы известны, тогда известны значе-
ния функции g(x1, . . . , xm) на всех наборах, отличающихся от характе-
ристических одной координатой (таких наборов 6m). Остальные 3m −
6m − 3 значений функции g(x1, . . . , xm) могут быть любыми из множе-
ства {0, 1, 2}. Поэтому |Gm| 6 3m(2m−1−m−m(m−1)/2) ·2 ·33m−6m−3 =
(2m+1 −m2 −m− 2) · 33m−5m−3. Теорема 1 доказана.

Лемма 1. При всех p ∈ [0, 1] и m > 3 справедливо неравенство

m∑

i=2

Ci
mpi 6 (2m −m− 1)p2.

Доказательство. Известно, что
m∑
i=0

Ci
m = 2m. Следовательно,

m∑
i=2

Ci
m = 2m − m − 1. Тогда

m∑
i=2

Ci
mpi 6 p2

m∑
i=2

Ci
m = (2m − m − 1)p2.

Лемма 1 доказана.

Теорема 2. Допустим, что любую функцию трёхзначной логики

можно реализовать схемой с ненадёжностью не больше p. Пусть схе-

ма Sg реализует функцию g(x1, . . . , xm) ∈ G с ненадёжностью P (Sg),
причём v0, v1, v2 — вероятности ошибок схемы Sg на характеристиче-

ских наборах α̂, β̂, γ̂ соответственно и g(α̂) = 0, g(β̂) = 1, g(γ̂) = 2. Тогда

произвольную функцию f можно реализовать схемой A такой, что

P (A) 6 max{v0, v1, v2}+mpP (Sg) + (2m −m− 1)p2.

Доказательство. Пусть функция g(x1, . . . , xm) имеет характери-
стические наборы α̂ = (α1, . . . , αm), β̂ = (β1, . . . , βm), γ̂ = (γ1, . . . , γm).
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Без ограничения общности можно считать, что 1) g(α̂) = 0, g(β̂) = 1,
g(γ̂) = 2; 2) наборы α̂, β̂, γ̂ отличаются в первых r (3 6 r 6 k) коорди-
натах; 3) α1 = . . . = αd = 0, αd+1 = . . . = αt = 1, αt+1 = . . . = αr = 2.
Тогда для первых r координат набора β̂ возможны два варианта:

β1 = . . . = βd = 1, βd+1 = . . . = βt = 2, βt+1 = . . . = βr = 0,

β1 = . . . = βd = 2, βd+1 = . . . = βt = 0, βt+1 = . . . = βr = 1.

Пусть для определённости имеет место первый из этих двух вариантов.
Тогда для первых r координат набора γ̂ выполняются равенства

γ1 = . . . = γd = 2, γd+1 = . . . = γt = 0, γt+1 = . . . = γr = 1.

Поскольку αi = βi = γi при i ∈ {r + 1, . . . ,m}, будем считать, что

αr+1 = . . . = αl = 0, αl+1 = . . . = αq = 1, αq+1 = . . . = αm = 2.

Пусть f(x̃) — произвольная функция. По условию теоремы функ-
ции f , f + 1(mod 3) и f + 2(mod 3) можно реализовать такими схема-
ми S, S′ и S′′, что P (S), P (S′), P (S′′) 6 p.

Возьмём d экземпляров схемы S, реализующей функцию f , t− d эк-
земпляров схемы S′, реализующей функцию f + 1(mod 3), и r − t эк-
земпляров схемы S′′, реализующей функцию f + 2(mod 3). Соединим
первые из d входов схемы Sg с выходами d экземпляров схемы S, следу-
ющие t − d входов схемы Sg — с выходами t − d экземпляров схемы S′,
а следующие r − t входов схемы Sg — с выходами r − t экземпляров
схемы S′′ соответственно.

Поскольку любую функцию можно реализовать схемой с ненадёж-
ностью не больше p, возьмём l − r экземпляров схемы S0, реализующей
константу 0 с ненадёжностью P (S0) 6 p, и возьмём q−l экземпляров схе-
мы S1, реализующей константу 1 с ненадёжностью P (S1) 6 p, возьмём
k−m экземпляров схемы S2, реализующей константу 2 с ненадёжностью
P (S2) 6 p. Соединим (r + 1)-й,. . . , l-й входы схемы Sg с выходами l − r
экземпляров схемы S0, соединим (l + 1)-й,. . . , q-й входы схемы Sg с вы-
ходами q − l экземпляров схемы S1 и соединим (q + 1)-й,. . . , m-й входы
схемы Sg с выходами m − q экземпляров схемы S2 соответственно. По-
строенную схему обозначим через A. Нетрудно проверить, что схема A
реализует функцию f (рис. 1).

Действительно, пусть на входы схемы A поступает набор ã такой, что
f(ã) = 0. Тогда при отсутствии неисправностей во всех схемах S, S′, S′′,
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S0, S1, S2 на входы схемы Sg поступит набор α̂. При отсутствии неисправ-
ностей в схеме Sg на её выходе появится значение g(α̂) = 0, т. е. значение
на выходе схемы A равно 0 и равно f(ã).

Пусть на входы схемы A поступает такой набор ã, что f(ã) = 1.
Тогда при отсутствии неисправностей во всех схемах S, S′, S′′, S0, S1, S2

на входы схемы Sg поступит набор β̂. При отсутствии неисправностей
в схеме Sg на её выходе появится значение g(β̂) = 1, т. е. значение на
выходе схемы A равно 1 и равно f(ã).

Рис. 1

Пусть на входы схемы A поступает набор ã такой, что f(ã) = 2.
Тогда при отсутствии неисправностей во всех схемах S, S′, S′′, S0, S1, S2

на входы схемы Sg поступит набор γ̂. При отсутствии неисправностей
в схеме Sg на её выходе появится значение g(γ̂) = 2, т. е. значение на
выходе схемы A равно 2 и равно f(ã).

Таким образом, во всех случаях при поступлении на входы схемы A
набора ã и отсутствии неисправностей в ней на её выходе появляется
значение f(ã), т. е. схема A реализует функцию f .

Вычислим вероятности ошибок на выходе схемы A.
1) Пусть входной набор ã таков, что f(ã) = 0. Вероятность ошибки

(появления 1 или 2) на выходе схемы A в этом случае удовлетворяет
неравенству

Pf(ã) 6=0(A, ã) 6 v0 +mpP (Sg) +
m∑

i=2

Ci
mpi,

где v0 — вероятность появления 1 или 2 на выходе схемы Sg при поступ-
лении на её входы набора α̂. По лемме 1 верно неравенство

m∑

i=2

Ci
mpi(1− p)m−i

6 (2m −m− 1)p2.
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Следовательно,

Pf(ã) 6=0(A, ã) 6 v0 +mpP (Sg) + (2m −m− 1)p2. (1)

Аналогично вычисляются вероятности ошибок на других входных на-
борах схемы A.

2) Пусть входной набор b̃ таков, что f (̃b) = 1. Вероятность появления
ошибки на выходе схемы A при входном наборе b̃ удовлетворяет нера-
венству

P
f (̃b) 6=1

(A, b̃) 6 v1 +mpP (Sg) + (2m −m− 1)p2, (2)

где v1 — вероятность появления ошибки (т. е. появления 0 или 2) на
выходе схемы Sg при входном наборе β̂.

3) Пусть входной набор c̃ таков, что f(c̃) = 2. Вероятность появления
ошибки на выходе схемы A при входном наборе c̃ вычисляется аналогич-
но и удовлетворяет неравенству

Pf(c̃) 6=2(A, c̃) 6 v2 +mpP (Sg) + (2m −m− 1)p2, (3)

где v2 — вероятность появления ошибки на выходе схемы Sg при входном
наборе γ̂.

Из неравенств (1), (2), (3) следует утверждение теоремы:

P (A) 6 max{v0, v1, v2}+mpP (Sg) + (2m −m− 1)p2.

Теорема 2 доказана.

В следующем разделе покажем, как применить результат теоремы 2,
например, в случае инверсных неисправностей на выходах базисных эле-
ментов.

2. Синтез надёжных схем при инверсных неисправностях на

выходах элементов

Пусть B — конечный полный базис в P3. В этом разделе будем счи-
тать, что каждый элемент базиса с функцией ϕ на любом входном на-
боре â таком, что ϕ(â) = τ , с вероятностью 1 − 2ε (ε ∈ (0, 1/4)) выдаёт
значение τ , с вероятностью ε выдаёт значение τ + 1(mod 3) и с веро-
ятностью ε выдаёт значение τ + 2(mod 3). Такие неисправности будем
называть инверсными неисправностями на выходах элементов.

Очевидно, что при инверсных неисправностях на выходах элемен-
тов ненадёжность любого базисного элемента равна 2ε. Следовательно,
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любую базисную функцию (а также функцию, получаемую из неё отож-
дествлением переменных) можно реализовать с ненадёжностью 2ε, ис-
пользуя один функциональный элемент.

Обозначим через K(n) множество функций, каждая из которых рав-

на одной из переменных x1, . . . , xn. Пусть K =
∞⋃
n=1

K(n). Отметим, что

любую из функций множества K можно реализовать абсолютно надёжно,
не используя функциональных элементов.

Ответы на вопросы о нижней и верхней оценках ненадёжности схем,
реализующих функцию f 6∈ K, получены в теоремах 3, 5 и следствии 1.

Теорема 3. Пусть B — произвольный конечный полный базис в P3,

f 6∈ K, а S — любая схема, реализующая функцию f . Тогда при всех

ε ∈ (0, 1/4) верно неравенство P (S) > 2ε.

Доказательство. Пусть f — произвольная функция, удовлетворя-
ющая условию теоремы, а S — любая схема, реализующая функцию f .

Рис. 2

Поскольку f 6∈ K, схема S содержит хотя бы один
функциональный элемент. Выделим в ней (рис. 2)
элемент E, выход которого является выходом схемы
S (такой элемент будем называть выходным элемен-
том схемы). Пусть этому элементу приписана функция
ϕ(x1, . . . , xl) (l > 1).

Пусть на входы схемы S поступает набор ã. В зависи-
мости от неисправностей в схеме S′ на входы элемента
E поступает некоторый набор длины l с компонентами
из множества {0, 1, 2}. Обозначим через M(ã) множе-
ство всех таких наборов. Разобьём множество M(ã) на

подмножества Mi(ã) = {(c1, . . . , cl) | ϕ(c1, . . . , cl) = i}, i ∈ {0, 1, 2}.
Обозначим через vi(ã) вероятность появления на входах элемента E

набора из множества Mi(ã). Очевидно, что v0(ã), v1(ã), v2(ã) > 0 и v0(ã)+
v1(ã) + v2(ã) = 1.

Пусть f(ã) = τ . Найдём и оценим снизу вероятности Pτ+1(S, ã)
и Pτ+2(S, ã) появления значений τ + 1 и τ + 2 на выходе схемы S:

Pτ+1(S, ã) = (1− vτ+1(ã)− vτ+2(ã))ε+ vτ+2(ã)ε+ vτ+1(ã)(1− 2ε)

= ε+ vτ+1(ã)(1− 3ε) > ε,

Pτ+2(S, ã) = (1− vτ+1(ã)− vτ+2(ã))ε+ vτ+2(ã)(1− 2ε) + vτ+1(ã)ε

= ε+ vτ+2(ã)(1− 3ε) > ε.
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Тогда P (S) > max
ã,f(ã)=τ

{Pτ+1(S, ã) + Pτ+2(S, ã} > 2ε, т. е. верно нера-

венство P (S) > 2ε. Теорема 3 доказана.

Из теоремы 3 следует, что при инверсных неисправностях на выхо-
дах элементов ненадёжность любой схемы, содержащей хотя бы один
функциональный элемент, не меньше 2ε.

Верхнюю оценку ненадёжности схем в базисе {V3(x1, x2)} содержит

Теорема 4 [5]. В базисе {V3(x1, x2)} при любом n ∈ N любую функ-

цию f(x1, . . . , xn) можно реализовать такой схемой S, что при всех ε ∈
(0, 1/(4(198 · 3n + 5n− 344)2)] верно неравенство P (S) 6 8ε+ 266ε2.

Теорема 5. Пусть B — конечный полный базис в P3. При любом

n ∈ N любую функцию f(x1, . . . , xn) можно реализовать такой схемой A,

что при всех ε ∈ (0, 1/(4λ1(198 · 3n + 5n− 344)2)] верно неравенство

P (A) 6 2λ2ε+ k1ε
2,

где λ1 — число элементов в схеме, реализующей функцию Вебба, λ2 —

число элементов в схеме, реализующей какую-либо функцию g(x1, . . .,
xm) ∈ G, k1 = 17mλ2

1λ2 + 65(2m −m− 1)λ4
1.

Доказательство. По условию теоремы базис B полный, поэтому
V3(x1, x2) ∈ [B]. Возьмём произвольную схему, реализующую функцию
V3(x1, x2) в рассматриваемом базисе, и обозначим через λ1 число эле-
ментов в ней. Воспользуемся теоремой 4, заменив в ней ε на λ1ε. Тогда
при любом n ∈ N любую функцию f(x1, . . . , xn) можно реализовать та-
кой схемой S, что при всех ε ∈ (0, 1/(4λ1(198 · 3n + 5n − 344)2)] верно
неравенство P (S) 6 p, где p = 8λ1ε+ 266λ2

1ε
2.

Пусть g(x1, . . . , xm) — любая функция из множества G (m > 3), а Sg —
любая схема, реализующая функцию g в рассматриваемом базисе. Обо-
значим через λ2 число элементов в схеме Sg.

Тогда для ненадёжности P (Sg) схемы Sg и вероятностей ошибок v0, v1,
v2 на её характеристических наборах выполняются неравенства

P (Sg) 6 2λ2ε, v0 6 2λ2ε, v1 6 2λ2ε, v2 6 2λ2ε.

Пусть f(x1, . . . , xn) — произвольная функция трёхзначной логики. По
теореме 2 её можно реализовать такой схемой A, что

P (A) 6 max{v0, v1, v2}+mpP (Sg) + (2m −m− 1)p2

6 2λ2ε+ 2mλ2ε
(
8λ1ε+ 266λ2

1ε
2
)
+ (2m −m− 1)

(
8λ1ε+ 266λ2

1ε
2
)2
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В этом неравенстве оценим сверху 8λ1ε+266λ2
1ε

2 и
(
8λ1ε+266λ2

1ε
2
)2

,

а затем и 2mλ2ε
(
8λ1ε+ 266λ2

1ε
2
)
+ (2m −m− 1)

(
8λ1ε+ 266λ2

1ε
2
)2

.
Поскольку n > 1, λ1 > 1 и ε 6 1/(4λ1(198 · 3n + 5n − 344)2), верно

неравенство

ε 6 1/(4(198 · 3 + 5− 344)2) 6 3, 9 · 10−6.

Имеем

8λ1ε+ 266λ2
1ε

2
6 8λ1ε+ 266λ2

1ε · 3,9 · 10−6

6 8λ2
1ε+ 0,0011λ2

1ε 6 8,0011λ2
1ε,

(
8λ1ε+ 266λ2

1ε
2
)2

6 64, 02λ4
1ε

2,

2mλ2ε
(
8λ1ε+ 266λ2

1ε
2
)
+ (2m −m− 1)

(
8λ1ε+ 266λ2

1ε
2
)2

6 2mλ2ε8,0011λ
2
1ε+ 64,02(2m −m− 1)λ4

1ε
2

6
(
17mλ2

1λ2 + 65(2m −m− 1)λ4
1

)
ε2.

Полагаем k1 = 17mλ2
1λ2+65(2m−m−1)λ4

1. Тогда P (A) 6 2λ2ε+k1ε
2.

Теорема 5 доказана.

Из теорем 3 и 5 следует, что ненадёжность построенных при до-
казательстве теоремы 5 схем (и содержащих хотя бы один функцио-
нальный элемент) по порядку равна ε. Таким образом, в произвольном
полном конечном базисе любую функцию f 6∈ K можно реализовать
надёжной схемой. Напомним, что в теории надёжности управляющих
систем надёжной называют схему, наибольшая вероятность ошибки на
выходе (ненадёжность) которой по порядку равна ненадёжности одного
базисного элемента.

Замечание 2. Чтобы верхняя оценка ненадёжности в теореме 5 бы-
ла точнее, в качестве схемы Sg следует выбирать схему, реализующую
функцию g ∈ G и содержащую как можно меньше элементов. Ограни-
чение на ε также можно ослабить, если в качестве схемы, реализующей
функцию Вебба, взять минимальную по числу элементов схему, реали-
зующую эту функцию.

Следствие 1. Пусть B — конечный полный базис в P3, B ∩ Gm 6= ∅.

Тогда при любом n ∈ N любую функцию f(x1, . . . , xn) можно реализо-

вать такой схемой A, что при всех ε ∈ (0, 1/(4λ1(198 · 3n + 5n − 344)2)]
верно неравенство P (A) 6 2ε + k2ε

2, где λ1 — число элементов в схеме,

реализующей функцию Вебба, k2 = 17mλ2
1 + 65(2m −m− 1)λ4

1.
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Доказательство. Поскольку B ∩ Gm 6= ∅, среди базисных эле-
ментов содержится функциональный элемент, реализующий функцию
g(x1, . . . , xm) ∈ Gm. Тогда λ2 = 1 и по теореме 5 получим утверждение
следствия. Следствие 1 доказано.

Замечание 3. Утверждение следствия 1 также верно, если из базис-
ной функции отождествлением переменных можно получить функцию
g ∈ Gm.

Введём понятие асимптотически оптимальной по надёжности схемы.
Пусть Pε(f) = inf P (S), где инфимум берётся по всем схемам S из

ненадёжных элементов, реализующим функцию f . Схема A из ненадёж-
ных элементов, реализующая функцию f , называется асимптотически

оптимальной по надёжности, если P (A) ∼ Pε(f) при ε→ 0, т. е.

lim
ε→0

Pε(f)

P (A)
= 1.

Из теоремы 3 и следствия 1 получаем следующий результат: если ко-
нечный полный базис B таков, что B ∩ G 6= ∅, то для любой функции
f(x1, . . . , xn), отличной от функций x1, . . . , xn, построенная при доказа-
тельстве теоремы 5 схема является не просто надёжной, а асимптоти-
чески оптимальной по надёжности и функционирует с ненадёжностью,
асимптотически равной 2ε при ε → 0 и ε 6 1/(4λ1(198 · 3n + 5n −
344)2), где λ1 — наименьшее число элементов, достаточное для реали-
зации функции Вебба в рассматриваемом базисе (см. замечание 2).

Цель дальнейших исследований авторов — получить нетривиальные
нижние оценки ненадёжности схем в базисе Россера — Туркетта и базисе,
состоящем из функции Вебба.
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