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АФФИННО 3-НЕСИСТЕМАТИЧЕСКИЕ КОДЫ ∗)

С. А. Малюгин

Аннотация. Совершенный двоичный код C длины n = 2k− 1 назы-
вается аффинно 3-систематическим, если в пространстве {0, 1}n су-
ществует трёхмерное подпространство L такое, что любой его смеж-
ный класс L+ u либо не пересекается с кодом C, либо пересекается
с ним ровно по одному элементу. В противном случае код C называ-
ется аффинно 3-несистематическим. В настоящей работе строятся
аффинно 3-несистематические коды длины n = 2k − 1, k > 4.
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Введение

Пусть {0, 1}n — векторное пространство над полем из двух элемен-
тов 0 и 1. По определению это пространство состоит из всех после-
довательностей вида u = (u1, . . . , un), где ui ∈ {0, 1}. Сумма векто-
ров u, v ∈ {0, 1}n определяется формулой u+v = (u1⊕v1, . . . , un⊕vn), где
u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) и ui⊕vi — сумма элементов ui, vi ∈ {0, 1}
в поле Галуа GF (2) (0 ⊕ 0 = 0, 1 ⊕ 0 = 0 ⊕ 1 = 1, 1 ⊕ 1 = 0). Далее
всегда будем рассматривать в пространстве {0, 1}n стандартный базис
e1, . . . , en, где ei =

(
0, . . . , 1

i
, . . . , n

)
. Нулевой и единичный векторы обо-

значаем через 0 и 1. Число ненулевых координат вектора u называется
его весом. Носитель вектора u ∈ {0, 1}n — множество индексов i таких,
что ui = 1 — обозначается через [u].

В коде Хемминга Hn рассмотрим подпространство Ri, порождённое
всеми векторами веса 3 с i-й координатой, равной единице. Всевозмож-
ные смежные классы вида Ru

i = Ri+u, u ∈ Hn, называются i-компонен-

тами кода Hn, i = 1, . . . , n. Рассмотрим некоторое семейство B =
{
Ru1

i1
,

. . . , Rum

im

}
, состоящее из попарно не пересекающихся ip-компонент, где
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up ∈ Hn, p = 1, . . . ,m. Одна из основных конструкций нелинейных со-
вершенных двоичных кодов состоит в том, что в коде Hn сдвигаются по
координатам ip все компоненты из семейства B, т. е. множество

Hn(B) =
(
Hn \

m⋃

p=1

R
up

ip

)
∪
(

m⋃

p=1

(
R

up

ip
⊕ eip

)
)

(1)

— совершенный код [1, 6, 9, 11]. Далее будем говорить, что код Hn(B)
построен из кода Хемминга Hn сдвигами компонент из семейства B.

Совершенный двоичный код C ⊂ {0, 1}n длины n = 2k − 1 назы-
вается систематическим, если существует k-элементное подмножество
K ⊂ {1, . . . , n} такое, что любые два неравных вектора u, v ∈ C разли-
чаются хотя бы в одной координате с номером, не принадлежащим K.
В противном случае код C называется несистематическим. Несистема-
тические совершенные двоичные коды длины n > 255 впервые построе-
ны в [1] сдвигами i-компонент кода Hn для i, пробегающих все значения
из {1, . . . , n}. В [10] предложена модификация конструкции [1], позво-
ляющая строить такие коды для всех n > 63. Для n = 15 и n = 31
несистематические коды найдены с помощью компьютера [6, 10].

В этой работе рассматривается более сильное понятие несистематич-
ности.

Определение 1. Совершенный двоичный код C длины n = 2k − 1
называется аффинно t-систематическим, если в пространстве {0, 1}n
существует t-мерное подпространство L такое, что любой его смежный
класс L + u либо не пересекается с кодом C, либо пересекается с ним
ровно по одному элементу. В противном случае код C называем аффин-

но t-несистематическим.

Легко заметить, что совершенный двоичный код C аффинно t-систе-
матический тогда и только тогда, когда существует t-мерное подпро-
странство L ⊂ {0, 1}n такое, что L ∩ (C + C) = {0}.

Если t = k = log(n + 1), то аффинно t-систематический (аффинно
t-несистематический) код называем просто аффинно систематическим

(аффинно несистематическим). Определение аффинной систематично-
сти предложено С. В. Августиновичем. Это свойство является аффин-
ным инвариантом кода, т. е. оно сохраняется при любых невырожденных
аффинных преобразованиях пространства {0, 1}n. С. В. Августиновичем
также поставлен вопрос о существовании аффинно несистематических
кодов. Ответ на него анонсирован в [3]. В [4] аффинно несистематиче-
ские коды построены для всех n = 2k−1, k > 4. Из определения 1 следует,
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что любой аффинно t-несистематический код является также аффинно
t′-несистематическим при любом t′ > t. При t > k (при t < 3) любой со-
вершенный код длины n = 2k−1 аффинно t-несистематический (аффин-
но t-систематический). Поэтому естественно рассматривать далее только
нетривиальные случаи, когда 3 6 t 6 k. Случай t = k (аффинной неси-
стематичности) рассмотрен в [4]. В настоящей работе рассматривается
другой крайний случай t = 3.

1. Конструкция аффинно 3-несистематических кодов

На множестве индексов {0, 1, . . . , n}, n = 2k − 1, можно ввести струк-
туру линейного пространства следующим образом. Пусть i = i1 . . . ik —
представление числа 0 6 i 6 n в двоичной системе. Бинарной суммой
i⊕ j чисел 0 6 i, j 6 n называется число, двоичное представление кото-
рого есть побитовая сумма двоичных представлений чисел i и j. Таким
образом на множестве индексов {0, 1, . . . , n}, n = 2k − 1, вводится струк-
тура линейного пространства. При этом код Хемминга Hn определяется
как множество всех векторов u = (u1, . . . , un) ∈ {0, 1}n, для которых
n⊕

i=1
uii = 0.

k-Мерное подпространство Q ⊂ {0, 1}n называем дополнительным

к коду Хемминга Hn, если Q ∩ Hn = {0}. Так как Q + Hn = {0, 1}n,
дополнительное подпространство Q пересекается с каждым смежным
классом Hn + ei по единственному ненулевому элементу qi, i = 1, . . . , n.

Пусть Q = {q0, q1, . . . , qn} — дополнительное подпространство к коду
Хемминга Hn, где q0 = 0, qi ∈ Hn+ ei, 1 6 i 6 n. Тогда qi⊕j = qi+ qj для
всех 1 6 i, j 6 n (см. [4, лемма 1]).

Определение 2. Множество индексов I = {i1, . . . , im} ⊂ {1, . . . , n}
называем аффинно систематическим, если существует такое дополни-
тельное к коду Хемминга k-мерное подпространство Q = {q0, q1, . . . , qn}
(q0 = 0), что qi ∈ Hn + ei, i = 1, . . . , n, и qis ∈ Ris + eis , s = 1, . . . ,m,
где Ris — is-компоненты кода Хемминга, содержащие нулевой вектор,
s = 1, . . . ,m. В противном случае называем множество I аффинно неси-

стематическим.

Множество всех векторов пространства {0, 1}n разбивается на орби-
ты относительно группы перестановочных автоморфизмов Sym(Hn) ко-
да Хемминга Hn. В определении 3 из [2] орбита, носители всех векторов
которой являются систематическими множествами, названа системати-
ческой, а орбита, для которой это свойство не выполняется, несистема-
тической. Согласно этой терминологии будем называть орбиту, носители
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всех векторов которой являются аффинно систематическими множества-
ми, аффинно систематической, а орбиту, для которой это свойство не
выполнено, аффинно несистематической.

Как отмечено ранее, множество индексов {0, . . . , n} тоже является
линейным пространством размерности k, n = 2k − 1, которое для крат-
кости будем обозначать через {0, 1}k. Рассмотрим в этом пространстве
некоторое подмножество I = {i1, . . . , im}, ранг которого равен r < k. Вы-
делим в I некоторый базисный набор {i1, . . . , ir} и рассмотрим в {0, 1}k
подпространство M , порождённое векторами i1, . . . , ir. Пусть n′ = 2r−1.
В коде Хемминга Hn можно рассмотреть подкод Hn′

M , состоящий из всех
векторов кода Hn, носители которых входят в M \ {0}. Очевидно, что
этот подкод эквивалентен стандартному коду Хемминга Hn′

длины n′.
Если множество индексов I = {i1, . . . , im} входит в M \ {0}, то можем
говорить о его аффинной систематичности (или несистематичности) как
относительно кода Hn, так и относительно кода Hn′

M . В лемме 3 из [4]
доказано, что множество I аффинно систематическое относительно ко-
да Hn′

M тогда и только тогда, когда оно аффинно систематическое отно-
сительно кода Hn.

Рассмотрим любое семейство B =
{
Ru1

i1
, . . ., Rum

im

}
из попарно не пере-

секающихся компонент кода Хемминга Hn. Обозначим через I(B) мно-
жество всех индексов i, для которых существуют i-компоненты, принад-
лежащие семейству B.

Говорим, что семейство непересекающихся компонент B =
{
Ru1

i1
, . . . ,

Rum

im

}
не имеет кратных компонент, если все индексы i1, . . . , im различ-

ны. В этом случае I(B) = {i1, . . . , im}.

Пусть E(B) = Hn \
(

m⋃
p=1

R
up

ip

)
— часть кода Hn, не занятая компо-

нентами из семейства B.
Рассмотрим следующие два условия на семейство компонент B:
(a) для любого индекса ip ∈ I(B) и любого вектора q ∈ Hn \ Rip

пересечение E(B) ∩R
up+q
ip

непусто;

(b) Hn = E(B) + E(B).
В [4] доказано, что если n = 2k − 1 > 15 и семейство компонент B не

имеет кратных компонент, то для него выполняются условия (a) и (b).
Теперь всё готово для построения аффинно 3-несистематических ко-

дов. В коде Хемминга Hn рассмотрим любое семейство из n непересе-
кающихся компонент Bn, не имеющее кратных компонент, т. е. Bn ={
Ru1

1 , . . . , Run
n

}
(нижний индекс указывает на число компонент в семей-

стве).



58 С. А. Малюгин58 С. А. Малюгин58 С. А. Малюгин

Теорема 1. Пусть Bn =
{
Ru1

1 , . . . , Run
n

}
— семейство из n непересека-

ющихся i-компонент кода Хемминга Hn, i = 1, . . . , n. Тогда совершенный

двоичный код Hn(Bn) при n > 15 аффинно 3-несистематический.

Доказательство. Рассмотрим в {0, 1}n любое трёхмерное подпро-
странство L. Пусть u ∈ L ∩ Hn и u 6= 0. Из свойства (b) следует, что
u ∈ E(Bn)+E(Bn) ⊂ (C+C), т. е. L∩(C+C) 6= {0}. В случае L∩Hn = {0}
можно расширить подпространство L до k-мерного подпространства Q,
дополнительного к коду Хемминга Hn. Пусть Q = {q0, q1, . . . , qn}, где
q0 = 0, qi ∈ Hn + ei, 1 6 i 6 n. Подпространство L является частью это-
го множества, т. е. L = {q0, qi1 , . . . , qi7}. В силу леммы 1 из [4] множество
M = {0, i1, . . . , i7} является подпространством в пространстве индек-
сов {0, 1, . . . , n} (изоморфном пространству {0, 1}k). Поэтому множество
{i1, . . . , i7} аффинно несистематическое (как в коде H7

M , так и в содер-
жащем его коде Hn). Вектор с носителем {i1, . . . , i7} принадлежит орби-
те O1

7. В силу лемм 3 и 4 из [4] орбита O1
7 аффинно несистематическая.

Поэтому для некоторого номера s, 1 6 s 6 7, имеем qis /∈ Ris + eis .
По условию (a) существует вектор v ∈ E(Bn) ∩ R

uis+qis+eis
is

. Тем са-
мым v ∈ Hn(Bn) и w = v + qis ∈ R

uis

is
+ eis ⊂ Hn(Bn). Стало быть,

v + w = qis ∈ L. Теорема 1 доказана.

Известно, что семейства из n непересекающихся компонент без крат-
ных компонент существуют в коде Хемминга Hn при любом n > 15 [1, 9].
Поэтому из теоремы 1 вытекает

Следствие 1. Аффинно 3-несистематические коды длины n = 2k−1
существуют при любом k > 4. При этом несистематические коды, постро-

енные в [1, 9] (при n > 15), аффинно 3-несистематические.

2. Аффинно несистематические

аффинно 3-систематические коды

Следуя [1] говорим, что совершенный код C имеет полную систему

троек, если множество C + C содержит все векторы веса 3 из {0, 1}n.

Лемма 1. Если совершенный двоичный код C аффинно 3-несисте-

матический, то C имеет полную систему троек.

Доказательство. Любой вектор u ∈ {0, 1}n веса 3 представляется
при некоторых i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , n} в виде u = ei1 + ei2 + ei3 . Трёхмерное
подпространство L, порождённое базисными векторами ei1 , ei2 , ei3 , долж-
но пересекаться с множеством C + C по некоторому ненулевому векто-
ру v. Так как для кода C с расстоянием 3 множество C +C не содержит
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векторов веса 1 и 2, то v = u, т. е. множеству C + C принадлежат все
векторы веса 3. Лемма 1 доказана.

Из леммы 1 следует, что свойство аффинной 3-несистематичности
кода является существенным усилением свойства кода иметь полную си-
стему троек.

Определение 3. Семейство компонент B =
{
Ru1

i1
, . . . , Rum

im

}
называ-

ем d-разделённым, если расстояние Хемминга между любой парой ком-
понент из B больше d.

Семейства из 4-разделённых компонент впервые использовались в [1]
для построения несистематических кодов.

Теорема 2. Пусть B =
{
Ru1

i1
, . . . , Rum

im

}
— 5-разделённое семейство

компонент. Если |I(B)| < n, то совершенный код C = Hn(B) аффинно

3-систематический.

Доказательство. Рассмотрим любое 5-разделённое семейство ком-
понент B =

{
Ru1

i1
, . . . , Rum

im

}
. Пусть i /∈ I(B). Существует вектор u ∈ Hn

веса 4, у которого i-я координата равна 1, т. е. u = ei + ej1 + ej2 + ej3 .
Пусть v = ej1 + ej2 + ej3 . Допустим, что v ∈ (C + C). Так как i /∈ I(B),
должно быть v ∈

(
R

up

ip
+ eip

)
+
(
R

uq

iq
+ eiq

)
при некоторых ip, iq таких, что

ip⊕ iq = i. Так как минимальный вес векторов из R
up

ip
+R

uq

iq
не меньше 6,

минимальный вес вектора v не меньше 4. Это противоречие доказывает,
что v /∈ (C+C), т. е. код C имеет неполную систему троек, и из леммы 1
следует, что он аффинно 3-систематический. Теорема 2 доказана.

Из мощностных оценок, аналогичных оценкам из [1], следует, что
5-разделённые семейства из 7 непересекающихся компонент существуют
в любом коде Хемминга Hn, если n > 31, k > 5. Если ограничиться
только семействами B, состоящими из 7 непересекающихся компонент,
то требование 5-удалённости лишнее.

Теорема 3. Пусть B =
{
Ru1

i1
, . . . , Ru7

i7

}
— семейство из 7 непересекаю-

щихся компонент. Если n > 31, то совершенный код C = Hn(B) аффинно

3-систематический.

Доказательство. Если множество I(B) аффинно систематическое,
то по теореме 1 из [4] код C = Hn(B) аффинно систематический. Сле-
довательно, он является также аффинно 3-систематическим. Если I(B)
принадлежит одной из аффинно несистематических орбит O1

7 или O3
7, то

по теореме 2 и лемме 4 из [4] код Hn(B) аффинно несистематический.
Более того, существует индекс i /∈ I(B) такой, что i 6= ip ⊕ iq ни для
каких ip, iq ∈ I(B). В случае орбиты O1

7 (случай плоскости Фано) это
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верно для всех индексов i /∈ I(B). Снова рассмотрим в Hn любой вектор
вида u = ei + ej1 + ej2 + ej3 . Если v = u+ ei ∈ (C + C), то должно быть
v ∈

(
R

up

ip
+eip

)
+
(
R

uq

iq
+eiq

)
при некоторых ip, iq ∈ I(B), ip⊕iq = i. По вы-

шесказанному таких индексов ip, iq не существует. Поэтому v /∈ (C + C)
и код C = Hn(B) имеет неполную систему троек, т. е. он аффинно 3-сис-
тематический. Теорема 3 доказана.

Одним из преимуществ теоремы 3 является то, что она справедли-
ва также при n = 15. Так как в коде Хемминга существует семейство
компонент B =

{
Ru1

i1
, . . . , Ru7

i7

}
, для которого I(B) принадлежит аффин-

но несистематической орбите O3
7, код H15(B) аффинно несистематиче-

ский аффинно 3-систематический. В классификации, полученной в [5],
существует 6 попарно не эквивалентных несистематических кодов, име-
ющих неполную систему троек. Отметим, что всего существует 13 неэк-
вивалентных несистематических кодов длины 15. Один из них, найден-
ный в [7, 8] в результате компьютерного перечисления всех кодов дли-
ны 15, аффинно систематический. Ещё 12 несистематических кодов, пе-
речисленных в [5], аффинно несистематические [4]. Среди этих кодов
есть 6 кодов, имеющих полную систему троек. Из них 4 кода аффинно
3-несистематические (более подробно эти результаты будут изложены
в следующей публикации). Теперь, подводя итоги, можно сформулиро-
вать

Следствие 2. Для любого n = 2k − 1, k > 4, существуют аффинно

несистематические 3-систематические коды.
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